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1. EXISTENZSATZE

1.1. Existenz.
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Definition 1.1.1. Eine implizite gewOhnliche Differentialgleichung k-ter Ordnung

ist eine Gleichung der Form

F (t, (), #(t), 2@ (¢), ...,a® (t)) —0.

Eine (explizite) gewohnliche Differentialgleichung k-ter Ordnung ist eine Gleichung

der Form
d®@) = F (t, (1), & (1), 2D (1), ... ,x<k*1>(t)) .

Gesucht ist jeweils eine k-mal differenzierbare Funktion x: I — R" fiir ein offenes

Intervall T C R.

Im Folgenden nehmen wir stets an, dass F': I x R® x R" x --- x R® — R"

mindestens stetig ist.

Bemerkung 1.1.2.
(i) Wir untersuchen gewdhnliche Differentialgleichungen auf
e (globale) Losbarkeit,
e Eindeutigkeit (der Losung),
e Abhiingigkeit der Losung von (Anfangs-)daten.
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(ii) Ist F' eine Funktion mit Werten in R"™, so sprechen wir von einem System von
gewohnlichen Differentialgleichungen.
Eine Differentialgleichung k-ter Ordnung ldsst sich als System von Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung darstellen:

x(t) x(t)

@(t) (1)
%Mﬂz% : _ : = F(t,X(t).
x(k72)(t) Cli(k_l)(t)
xR (1) F(t,x(t),4(t),..., 2" 1(t))

Daher geniigt es hiufig, gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung
zu untersuchen.

(iii) Ist F stetig und x eine k-mal differenzierbare Funktion, so ist « auch k-mal
stetig differenzierbar.

(iv) Wir klassifizieren gewthnliche Differentialgleichungen ein wenig.
(a) Ein System heifit linear, wenn es sich in der Form A(t)4(¢) = 0 mit einer

Matrix A(t) darstellen ldsst.

(b) Eine gewohnliche Differentialgleichung heifit autonom, falls sie die Form

F@ﬁ)ﬂm”wﬂ“®>:0

hat, wenn F' also nicht explizit von ¢ abhéngt.
(¢) Explizite und implizite gewohnliche Differentialgleichungen haben wir be-
reits unterscheiden.
(d) Man klassifiziert gewohnliche Differentialgleichungen nach ihrer Ordnung.
(v) Ist F stetig, so ist die Gleichung @(t) = F(¢,z(t)) in I mit z(tg) = zo fiir ein
to € I aquivalent zur Integralgleichung

xz(t) =x0 + /F(T,.’E(T)) dr.

Erinnerung:

Definition 1.1.3. Sei E ein normierter Raum und sei M C E. Dann heif}t eine
Abbildung ®: M — M kontrahierend, falls es ein ¢ mit 0 < ¢ < 1 und

[®(x) — @) <c [l -yl
fiir alle z,y € M gibt.

Erinnerung:

Theorem 1.1.4 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei E ein Banachraum und M C E
abgeschlossen. Sei

oMM

eine kontrahierende Abbildung. Dann besitzt ® genau einen Fizpunkt, d. h. es gibt
genau ein x € M mit ®(z) = x.

Definition 1.1.5. Seien E, F' normierte Riume.
(i) Dann heifit f: E — F (global) lipschitzstetig (auch: Lipschitz stetig), falls es
ein L > 0 mit
1f (@) = FWllr < Lz —ylle

fiir alle z,y € E gibt. Die kleinste solche Zahl L heifit Lipschitzkonstante der
Abbildung f.



1.1. EXISTENZ 3

(ii) Sei f;: E — F, j € J, eine Familie von lipschitzstetigen Funktionen mit
Lipschitzkonstanten L;. Dann heifit (f;);ecs gleichméBig lipschitzstetig, falls
die Lipschitzkonstanten L;, j € J, gleichmé&fig beschrénkt sind.

(iii) Eine Funktion f: E — F heifit lokal lipschitzstetig, falls es zu jedem Punkt
xo € E eine Umgebung U mit ¢y € U und ein L = L(U) mit

If(z) = fWllr < LOU) - lz —yle
fir alle z,y € U gibt.

(iv) Eine Familie von Funktionen f;: E — F, j € J, heifit gleichméBig lokal
lipschitzstetig, falls es zu jedem Punkt z € F eine Umgebung U mit z € U
und ein L = L(U) mit

Ifi(x) = fillr < LU) - |z — ylle
fiir alle z,y € U und alle j € J gibt.

Entsprechende Definitionen verwenden wir fiir Funktionen f: Q — F, die auf Teil-

mengen () C F von E definiert sind.

Bemerkung 1.1.6. Seien E, F ein Banchridume. Ist f € C*(E, F), so erhalten wir

1 1
15@) ~ f)le = | [ 5+ @ =0t < [1Df+ 0~ 0u)e -y de
0 0
< sup [[Df(te+ (1 =t)y)l| - [z —yl|.
t€(0,1]

Da Df stetig ist, ist f lokal lipschitzstetig. Ist | Df]| iiberall beschrénkt, so ist f
global lipschitzstetig.

Wir beweisen den ersten Existenzsatz fiir gew6hnliche Differentialgleichungen
fiir Funktionen x: I — FE mit einem beliebigen Banachraum E statt R™ oder C",
da dies keinen Zusatzaufwand bedeutet.

Theorem 1.1.7 (Picard-Lindelof). Sei E ein Banachraum und o € E. Sei Q C E
offen mit xy € Q. Sei I C R offen mit tqg € I. Sei f: [ x Q — E stetig und sei die
Familie (f(t,-))ter lokal gleichmdfig lipschitzstetig. Dann gibt es € > 0, so dass das
Anfangswertproblem (AWP)

(t) = f(t,x(t)), te€ (to—e,to+e),
{f(to) = To
genau eine Losung x € CH((tg —,tg +¢€), E) besitzt.
Beweis. Wir wollen die dquivalente Integralgleichung 16sen. Setze
M := 2| f(to, zo)[| + 1.

Aufgrund der Stetigkeit von f und der lokalen Lipschitzstetigkeit gibt es ein r > 0
und ein L > 0 mit

sup I <M
(to*’l‘,t(yFT) X B,-(Z[))

und

1f(t2) = &yl <L-lz =yl

fiir alle z,y € By(xo) und alle t € (tg —r,to+7r). Wahlee mit 0 <e <r,e-M <r
und e - L < % Definiere

M= {z € C%ty —¢,to+e],E): x(t) € Br(xo)Vt € [to —,to +e]}.
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M ist eine beziiglich der C%-Norm abgeschlossene Teilmenge von C°([tg — ¢,to +
g], E) und daher vollstéindig. Definiere T: M — C°([tg — €,to + ¢, E) durch

(T'(x))(t) == wo +/f(7',x(7')) dr.

Wir behaupten, dass T(M) C M gilt. Wir erhalten ndmlich fiir |to —¢| < e

t
1(T'(2))(t) — wol| = /f(T»iE(T))dT < |t —tol - sup £
i (to—r,to+r)xBr(x0)
<e-M<r.

Wir behaupten weiterhin, dass T sogar eine Kontraktion ist. Es gilt ndmlich fiir
T,y € M

[(T2)(t) — (Ty) (D] = /f(T,x(T)) — f(ry(r)) dr

<lt—tol-  sup  |If(m,2(7)) — f(T,9(7))ll
Te[tof’mtoﬁ*’l‘]
1
<g L sup a(r) -y < 5l —ylleo-
‘2’1’ r€[to—e,to+e]
=32

Somit ist T' eine Kontraktion. Der Banachsche Fixpunktsatz liefert, dass T' einen
eindeutigen Fixpunkt besitzt, die gesuchte Losung. O

Bemerkung 1.1.8. Unter den Voraussetzungen des Theorems von Picard-Lindel6f
wollen wir das maximale Intervall J C I mit ¢ € J finden, in dem das Anfangs-
wertproblem eine Losung besitzt.

(i)

(ii)

Sei z1 in Jj eine Losung des Anfangswertproblems und sei zo in Jo ebenfalls
eine Losung des Anfangswertproblems. Betrachte

G:={te JiNJa:z1(t) = x2(t)}.

Diese Menge ist

(a) nichtleer, da to € J; N Jo gilt,

(b) abgeschlossen in J; N Jo, da x; stetige Abbildungen sind,

(c) offen. Dies folgt aus dem Satz von Picard-Lindelof, angewandt mit ¢; € G
und Anfangswert z(t1) = z1(t1) = x2(t1).

Betrachte alle Losungen (x;, J;) des Anfangswertproblems, wobei J; mit ¢y €

J; die Definitionsbereiche der Losungen sind. Setze J := | J; und x(t) := z;(t)

fiir t € J;. Dann ist « auf dem offenen Intervall J deﬁnieriu. x ist wohldefiniert,
da wir gesehen haben, dass x; = x; auf J; N J; gilt. Offenbar 16st x das
Anfangswertproblem.

Nehme an, dass J strikt in I enthalten sei. Dann gibt es t; € J mit t; € I aber
t; ¢ J, ohne Einschriinkung sei J C (—oo,t;). Wir behaupten, dass tl}r? x(t)

nicht in  existiert. (Man kann zeigen, dass & unbeschréinkt wird oder (¢, x(t))
das Definitionsgebiet von f ,verlidsst“.) Sonst hiitte x auf [to,t1] eine stetige
Fortsetzung & und die Differentialgleichung wére in Integralform bis ¢, giiltig.
Nach Picard-Lindelof existiert aber eine Losung x1 des Anfangswertproblems
mit Anfangswert z1(t1) = Z(t1) auf einem offenen Intervall um t;. Mit Hilfe
der Integralformulierung sehen wir, dass Z, mit Hilfe von x; fiir ¢ > ¢; als =
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fortgesetzt, fiir ¢ > t; ebenfalls eine Losung des Anfangswertproblems ist: Fiir
t > t; erhalten wir namlich

¢
f(t):$1(t1)+/f(7',f(7'))d7', daxi =z fiirt >ty
tltl t
=xz0 + f(r,@(r))dr+ | f(r,z(7))dr, dax =27 auf [tg,t]
0 t1

=x0+ j f(r,&(r))dr.

T wiére also eine Losung auf einem grofleren Intervall. Widerspruch zur Maxi-
malitét.

(iv) Variiert man den Anfangswert xg, so erhélt man zugehorige maximale Exis-
tenzintervalle J,, und Losungen z,(¢). Man kann zeigen, dass

D(f) = U Je x {z}
zeQ
in I x Q offen ist. Ist dariiber hinaus f im Definitionsgebiet von der Klasse
C™, so gilt auch z,& € C™(D(f), E). Dies erfordert einen komplizierteren
Beweis. Wir werden spéter nur zeigen, dass Losungen stetig vom Anfangswert
abhéngen.

Bemerkung 1.1.9. Obwohl ich zum Anfangswertproblem
a(t) =2 +22(t), z(0)=1

keine explizite Losung kenne, kann man doch Aussagen iiber das Existenzintervall
machen.

Eine Losung des Anfangswertproblems g(t) = y*(¢) mit y(0) = 1 erfiillt y(t) <
x(t) fur alle t > 0: Sei € > 0. Eine Losung y.(t) = f_t der Differentialgleichung

fiir y mit Anfangswert 1 — ¢ erfiillt ndmlich y.(0) < z(0). Daher gilt aufgrund der
Stetigkeit von y. und = auch y.(t) < x(t) fir kleine Werte von ¢ > 0. Angenommen,
es gibt ein minimales ¢y > 0 im Definitionsbereich von = und y. mit z(tg) = y:(to)-
Dann folgt aus x(t) > y.(¢) fiur alle 0 < ¢ < ¢y, dass ©(t9) < g:(to) gilt. Andererseits
folgt jedoch aufgrund der Differentialgleichung

(t(t(]) = t% + 1’2(t(]) >0 + yz(to) = ye(t0)~
Widerspruch. Wir erhalten z(t) > y.(¢) fiir alle ¢ > 0 im gemeinsamen Definitions-
gebiet. Mit e \, 0 folgt 2(t) > y(t). Wegen y(t) = 1= kann auch z(t) héchstens bis
t = 1 existieren.
Betrachte also alle 0 < ¢ < T < 1, fiir die eine Losung x(¢) existiert. Dort gilt

(t) < 14 22(t).
Im Falle der Gleichheit 16st tan(t — to) diese Differentialgleichung, konkret z(t) =
tan (t + %) Somit erhalten wir dhnlich wie oben mit Hilfe von tan (t + 5+ 5),
e\ 0, tan (t+ T) > z(¢).
Daher existiert die Losung «(t) in einem Intervall [0,7") mit 0,785 < § < T < 1.
Bemerkung 1.1.10. Ein analoges Existenzresultat gilt auch fiir stetige Funktionen
f ohne Lipschitzbedingung: Existenzsatz von Peano. Der Beweis benttigt jedoch

nicht vorhandene Hilfsmittel (Satz von Arzela-Ascoli). Die Eindeutigkeitsaussage
gilt nicht mehr, da



6 1. EXISTENZSATZE

fiir jedes to > 0 durch

$(t—t0)? t>to

<
o(t) = {0, t < to,

gelost wird. Fiir t < 0 gibt es analoge Nichteindeutigkeiten mit negativen Losungen.

Beschreibt man die Wasserhthe in einem Eimer mit einem Loch durch eine
gewOhnliche Differentialgleichung, so sollte diese nicht eindeutig losbar sein. Zwar
ist die Voraussage moglich, wie das Wasser ausstromt. Ist jedoch bereits alles Was-
ser herausgeflossen, so ist nicht mehr rekonstruierbar, seit wann der Eimer leer
ist.

1.2. Vergleichssitze.

Lemma 1.2.1 (Lemma von Gronwall). Sei I C R ein Intervall der Form [to,t1)
oder [to,t1] (t1 = oo ist erlaubt), 0 < p,9p € CY(I,R). Sei a > 0. Nehme an, dass

o) <a+t / b(r)p(r) dr

fiir alle t € I gilt. Dann folgt

o(t) < a-exp /7,/1(7') dr

fiir allet € I.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass a > 0 gilt. Sonst ersetzen wir a durch € > 0
und lassen am Ende ¢ N\ 0. Definiere

h(t) :=a+ /z/J(T)go(T) dr.

Es folgt h € C! und wir erhalten fiir ¢ € (¢, 1)
h(t) = d()e(t) < Y(t)h(1)

nach Annahme an . Da h > a > 0 gilt, schlieflen wir, dass

Lrogh(r) = Zg; < (1)

gilt. Somit erhalten wir
t
log h(t) —log h(tg) < /1/)(7) dr
to
und hieraus, nochmals nach Annahme an ¢,

o(t) < h(t) < h(to) - exp /1/)(7') dr | =a-exp /w(r) dr

Das Lemma folgt. U

Hiermit schliefen wir, dass Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen stetig
vom Anfangswert abhéingen. Dies bedeutet physikalisch, dass eine Rechnung mit
einem kleinen Messfehler auch nur kleine Abweichungen liefert.
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Theorem 1.2.2. Sei I ein offenes Intervall. Sei Q) eine offene Teilmenge eines Ba-
nachraumes E. Seien xq,yo € Q. Sei f € CO(I xQ, E) und sei (f(t,-)): gleichmipig
Lipschitz stetig mit Lipschitzkonstante L. Sei J C I ein offenes Intervall mitty € J.
Gelte

z(to) = wo y(to) = yo-

{ab(t):f(m(t)) ind, {y<t>:f<t,y<t>> in J,

Dann gilt
lz(t) =y(@® < llzo = yoll - exp(L - [t —to])
fir alle t € J.

Beweis. Setze o(t) := ||z(t) — y(¢)]|. Dann folgt
p(t) = [l=(t) —y (@)l

= xo+/tf(T,JJ(T))dT—yo—/tf(T,y(T))dT

<Jleo = woll + [ 1£(7.2(r) = F(r ()] dr

t

<l — yoll + / L llz(r) — y(r)]| dr.
—_
to =p(7)

Die Behauptung folgt nun direkt aus dem Lemma von Gronwall. O

2. SPEZIELLE RECHENMETHODEN
2.1. Separation der Variablen.

Beispiel 2.1.1 (Separation der Variablen). Sei x die Geschwindigkeit eines fallen-
den Korpers, auf den Gravitation und Luftwiderstand wirken. Dabei ist die Ge-
schwindigkeitsinderung (= die Beschleunigung) durch den Luftwiderstand propor-
tional zur Kraft und damit zu 22. Es gilt

& =gqg—la>

In den folgenden Rechnungen kiimmern wir uns nicht genauer um mégliche Divisio-
nen durch Null. Man iiberpriift am Ende, dass es sich tatsédchlich um eine Losung
handelt. Wir formen wie folgt um
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1/l T+t
— — log M + l . th tO geeignet’
2V g 7T —a(t)

VIO o (o f70
o~ (i),
Vo alt) = e —a(he,

(t) VEJVWt@—l
x = Y.
U 21y $(t=to) 4 1

Es folgt
(1) =y +(61) 161)2(6 “Doy = L
g L9 g (e =1\ _glem ) —(en =17 g de-
z$@211<euu> U e e

Somit haben wir fiir jedes ty eine Losung gefunden.

Als wir den Logarithmus als Stammfunktion verwendet haben, haben wir ein
Vorzeichen fixiert. Somit erhalten wir Losungen fiir manche Anfangswerte z(0).
Weitere Losungen erhalten wir durch eine andere Vorzeichenwahl.

Beispiel 2.1.2. Ist @(t) = f(at + bxz(t) + ¢), so erfullt y(t) := at + bx(t) + ¢ die
Differentialgleichung
g(t) =a+bi(t) =a+bf(y(t)).

Dies kénnen wir mit Separation der Variablen l6sen.
Zu einem konkreten Beispiel:

&(t) = (t +z(t))?,
y(t) =t +x(t),
g(t) =1+ y°(t).
Wir rechnen wieder formal und benétigen zunéichst eine Stammfunktion.
1 1 1 -1 1
——dr= | ———dr=— d
/1+x2 t /(erz)(xfz) Ty :c+i+x7i v
T —1 1

1 1 1+ix
=— (-1 +1) +1 —1)) = =1 = —1 — .
22'( og(x +1) og(x —1)) 21 Ogm+i 21 og( 1—i33>

Mit 1+ iz =1+ 22", 1 —iz = /1 + 22 - e und ¢ = arctan z erhalten wir
weiter

1

Y

Die Konstante in der Stammfunktion ist natiirlich beliebig. Wir erhalten weiter

) (t
/ L2)dt — / 1dt,
1+y2(t)
arctany(t) =t — to, to geeignet fiir Anfangsbedingungen,

y(t) = tan(t — o),
x(t) = tan(t — to) — t.

im+2ip _

T
loge 5 + arctan x.
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Nun gelten 7 4 tant = o 2t (Quotientenregel und sin?t+cos?t = 1) und tan?t41 =

B Somlt erhalten wir
cos< t

l‘(t) = %(tan(t — to) — t) = m —1= tan2<t — tO) = (.’L‘(t) —|—t)2.

Damit haben wir fiir jedes ¢y eine Losung gefunden.

Beispiel 2.1.3. Aus einer Differentialgleichung der Form & = f (@) erhalten
wir mit u(t) = @ fiir t # 0
z(t) = u(t) + ta(t) = f(u).

Man kann nun
f(u(t)) — u(t)
t
losen und aus dem Ergebnis x(t) rekonstruieren.
Als Beispiel wollen wir das Anfangswertproblem
x(t)

Bt = = oy =1

at) =

t

losen. Mit u(t) = @ erhalten wir bei unterschiedlicher Differentiation von x(t)

= u(t) + tu(t)

und somit folgt
u(t) = _L
o tu2(t)’

Weiterhin gilt u(1) = 1. Es folgt (vom Umbruch her gelesen)

%u3(t é 3 :/ ( )dT_/tlﬂ(T)u(T)dT

=1 1 1
t

[t

\]

/ —dr = —logt+logl = —logt,
1

u(t) = /1 — 3logt,
a(t) =t{/1—3logt, 0<t<e?~1,39.
2.2. Exakte Differentialgleichungen.

Bemerkung 2.2.1. Seien g,k in einer offenen Teilmenge 2 C R? stetig differen-
zierbar. Wir suchen eine Kurve (z(t),y(t)): I — R?, die die Differentialgleichung

g9(x(t), y(8)£(t) + h(xz(t), y(t))y(t) = 0 16st.
Sei F': @ — R stetig differenzierbar. Gelte
OF (x,y)
ox

Die Differentialgleichung heifit dann exakt. Dann ist F'(z(t),y(t)) konstant, denn
es gilt

=g(z,y) und aFg;’w = h(z,y).

oF oF

GFG.0) = 5oal) + 5

dt
Die Differentialgleichung

yt)=g-x+h-y=0.

yr +2zy =0
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ist nicht exakt (siehe z.B. nichster Abschnitt). Nach Multiplikation mit y (Euler-
scher Multiplikator/integrierender Faktor) erhélt man jedoch

Y2 4 22yy = 0,
eine exakte Differentialgleichung mit F(z,y) = zy?.
Die Exaktheit einer Differentialgleichung erfordert im Falle F' € C?, dass %
unabhéngig von der Differentiationsreihenfolge ist, also

dg 9 OF 9 OF 0h

dy Oy oxr Odxdy Oz
In einem einfach zusammenh#ngenden Gebiet ist diese Bedingung auch hinreichend
fiir die Exaktheit.

3. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Die Resultate in diesem Abschnitt gelten auch fiir Funktionen mit Werten in C
oder in einem komplexen Vektorraum.

3.1. Einfiihrung und Beispiele.

Definition 3.1.1. Sei I C R ein offenes Intervall. Eine lineare Differentialgleichung
ist eine Differentialgleichung der Form

@(t) + g(t)x(t) = h(t).
Dieselbe Form haben lineare Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen. Wir
wollen annehmen, dass g und h stetig sind. Die Differentialgleichung heifit
(i) homogen, falls h(t) = 0 gilt.
(ii) inhomogen, wenn h beliebig ist. Ersetzen wir h(t) durch 0, so heifit die resul-
tierende Differentialgleichung die zugehorige homogene Differentialgleichung.

Bemerkung 3.1.2. Lokal sind Losungen linearer Differentialgleichungen stets ein-
deutig, da der Term g(¢t)x(t) beziiglich z(t) linear und damit Lipschitz stetig ist.

Beispiel 3.1.3 (Homogene Differentialgleichung, eindimensional). Die homogene
Differentialgleichung

o(t) = g(t)=(t)

konnen wir durch Separation der Variablen 16sen. Wir rechnen formal

d &(t)
—1 t) = =g(t
g leee(t) = T =),
¢
log x(t) = /g(T) dr +log C,
to
t
z(t) =C - exp /g(T) dr
to
Man rechnet direkt nach, dass dies eine Losung ist. Mit C' := z(tp) kann man

beliebige Anfangswerte realisieren. Aufgrund der Lipschitzstetigkeit im zweiten Ar-
gument sind diese Lésungen auch eindeutig bestimmt.

Lemma 3.1.4. Sei
&(t) + g(t)x(t) = h(t)
eine lineare Differentialgleichung. Seien x1(t), z2(t) Losungen der Differentialglei-

chung und xo(t) eine Lisung der zugehérigen homogenen Differentialgleichung.
Dann st
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(i) (x1 — x2)(¢t) := x1(t) — x2(¢t) eine Lisung der zugehirigen homogenen Diffe-
rentialgleichung.

(i) x1 4 xo eine Ldsung der inhomogenen Differentialgleichung.

(iii) FEine beliebige Lisung der inhomogenen Differentialgleichung ist die Summe
aus einer fizierten Losung der inhomogenen Differentialgleichung und einer
Losung der homogenen Differentialgleichung. Anders ausgedriickt: Die Menge
aller Losungen der inhomogenen Differentialgleichung erhalten wir, indem wir
zur Menge der Lisungen der homogenen Gleichung eine spezielle Losung (zu
jedem Element) hinzuzdihlen. Solch eine Menge (Unterraum plus spezielles
Element) bezeichnet man auch als affinen Unterraum.

(iv) Die Lisungen der homogenen Differentialgleichung bilden einen Unterraum
der C-Funktionen.

Dasselbe Resultat gilt auch fiir Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen.

Beweis.
(i) Es gilt
%(zl = 2)(t) =a1(t) — @2(t) = h(t) — g(t)21(t) — (h(t) — g(t)z2(t))
= — g(t)(@1(t) — 22(1)).

(ii) Dies folgt wieder aus einer direkten Rechnung

%(ml(t) +xo(t) = h(t) — g(t)z1(t) — g(t)xo(t) = h(t) — g(¢)(x1(2) + 2o (1))

(iii) Die ist eine Umformulierung der obigen Aussagen.

(iv) Wie in (ii) erhalten wir, dass die Summe von zwei Losungen der homogenen
Differentialgleichung wieder eine Losung der homogenen Differentialgleichung
ist. Sei A € R beliebig. Dann gilt

d .
S O(0) = A (1) = “Ag()a(t).

O

Beispiel 3.1.5 (Inhomogene Differentialgleichung, eindimensional). Wir untersu-
chen die Differentialgleichung

() = g(t)x(t) + h(t).
Die ,,Methode der Variation der Konstanten“ von Lagrange besteht darin, einen

Ansatz der Form
t

x(t) = C(t) - exp /g(T) dr

to
zu machen, also die Losung fiir die zugehorige homogene Differentialgleichung durch
Ersetzen der Konstanten C' durch eine Funktion C(t) zu modifizieren. Dies ist genau
dann eine Losung, wenn

Clt)e + Clt)ewg(t) = g()C(t)e + h(t)

gilt. Wir erhalten
t T
C(t) = /h(T) - exp —/g(p) dp | dr+ Co.
to t(J

Mit Hilfe des Eindeutigkeitsresultates fiir gewohnliche Differentialgleichungen er-
halten wir also:
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Theorem 3.1.6. Die eindeutig bestimmte Lisung von x(t) = g(t)z(t) + h(t) mit
Anfangswert x(to) = Cy ist durch
t T t
z(t) = [Cy —|—/h(7’) - exp —/g(p) dp | dr| -exp /g(a) do
to to to

gegeben.
3.2. Homogene lineare Systeme.

Lemma 3.2.1. Sei I C R ein offenes Intervall und I > t — A(t) € R™ "™ stetig.
Dann gibt es zu jedem ty € I und jedem xo € R™ eine eindeutig bestimmte Lisung
x € CY(I,R") des Anfangswertproblems

{¢u>=fuwxu»

x(to) = wo.

Entscheidend ist hier, dass die Losung auf ganz I existiert. Eine analoge Argu-
mentation funktioniert fiir die inhomogene Gleichung #(t) = A(¢t)x(t) + b(¢t) und
stetigem b € R”.

Beweis. Theorem 1.2.2, angewandt auf Teilintervalle von I, liefert die Eindeutigkeit
der Losung. Das Theorem von Picard-Lindelof liefert die Existenz einer Losung auf
einem kleinen Zeitintervall.

In Bemerkung 1.1.8 hatten wir bereits die Existenz eines maximalen Existenzin-
tervalles diskutiert. Im konkreten linearen Fall sieht dies so aus: Auf R™ und R™*"
betrachten wir Normen mit ||Az||gn < ||A||gnxns - ||Z||ge- Sei (a, b) das maximale of-
fene Existenzintervall, auf dem eine C''-Loésung 7 existiert. Sei ohne Einschrinkung
(b—30,b+39) C I fiir ein § > 0 und ¢y < b — 39 sowie tg — 35 > a. Sei C'4 > 1 mit
[A(t)]] < Ca fiir t € [to — 20,b + 26]. Fiir die Losung z(t) erhalten wir aus

z(t) = x(to) + /A(T) ~x(T)dr
fiir alle ¢ € [to, b)

t
WWMSW%W+/Q«M@WW
to
und somit mit dem Lemma von Gronwall

@) < llzol - eC2 17l = ¢y,

also eine gleichméfige Schranke, d.h. C, héingt nicht von ¢ ab. Analog zum Beweis
des Satzes von Picard-Lindelof wollen wir zeigen, dass

() = Az (),
6 {xm) A

fiir alle t; € [b—4,b) und alle ||z1]| < C, auf (t; —¢,t; +¢) fur ein festes € > 0 (das
weder von z; noch von t; abhéngt) 16sbar ist. Setze f(¢,y) := A(t) - y. Es gilt

sup Il <2-Ca-Cp
[b—28,b+26] X Bac,, (0)

sowie

1f(tz) = fE )l <Ca-flz =yl
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fiir alle ¢ € [b — 26,b + 26] und alle z,y € R™. Wihle nun £ > 0 mit ¢ < ¢ und
e-Cy < % Setze

M:={zeC’([t —e,t1 +&],R") : 2(t) € Bac, (0)Vt € [t1 —&,t1 +¢]}.

Setze weiterhin
t

(T(x))(t) =21+ /A(T) ~x(T)dr

ty

fir x € M. Wegen
IO < s +2-Ca -2+ Cy < Cy +Cy = 26,
ist T (M) C M. Weiterhin ist

(T (2))(t) = (T D) = /A(T) (@(r) —y(r)) dr

<e-Ca- sup lz(r) —y(7)l| < 3llz —yllco.
TE[t1—e,t1+€]
Da T: M — M also eine Kontraktion ist, folgt aufgrund des Banachschen Fix-
punktsatzes, dass (3.1) auf [t; —e, t1+¢] fiir jedes t; € [b—4, ) und jedes 21 € B, (0)
16sbar ist. Wir wenden dies mit ¢; =b— £ und z1 = Z (b — £) als Anfangswert an.
Somit ldsst sich 7 bis t = b+ 5 fortsetzen Dies widerspricht der Maximalitit von

b. Damit existiert die maximale Losung auf ganz I. O

Theorem 3.2.2. Sei I C R ein offenes Intervall und sei I > t — A(t) stetig.
Dann bilden die Lisungen x(t) der homogenen linearen Differentialgleichung @(t) =
A(t)z(t) einen Unterraum U von C*(I,R™). Bezeichne mit x(t;to, zo) die Losung
mit x(to) = xo. Dann ist die Abbildung

R*>xo— (I2t— x(t;to,x0)) €U
fir festes tg € 1 ein Vektorraumisomorphismus.

Beweis. Wir haben bereits in Lemma 3.1.4 gesehen, dass U ein Vektorraum ist. Dar-
aus folgt auch, dass ¢ — z(+;to, o) eine lineare Abbildung ist: Die Losung zum An-
fangswert Axzg ist A\x(+;t, o) = x(-; to, Axg), da beides Losungen sind und denselben
Anfangswert haben. Ebenso erhalten wir x(-; to, x1) + z(-; to, 2) = (-, to, 1 + x2).
Da jede Losung der linearen homogenen Differentialgleichung einen Anfangswert
zur Zeit ty besitzt und dieser die Losung eindeutig bestimmt, ist die Abbildung
surjektiv und injektiv. O

Korollar 3.2.3. Die Lisungen (x(-;to, €;))1<i<n bilden eine Basis aller Losungen
der homogenen Differentialgleichung &(t) = A(t)x(t).

Bemerkung 3.2.4.
(i) Sei (x;)1<i<n eine Basis des Losungsraumes. Dann nennen wir (z;); ein Fun-
damentalsystem.
(i) Setze X (t) = (z1(t),...,zn(t)). X (t) mit (z;); wie oben heifit Losungsmatrix.
Sie erfiillt X (t) = A(t)X(t). Jede Losung hat die Gestalt X (t)v fiir ein v €
R™. Ist B € R™*" regulér, so ist X (¢)B ebenfalls eine Losungsmatrix. Alle
Losungsmatrizen sind von dieser Form.
(iii) Ist X.(t) die Losungsmatrix mit X, (to) = 1, so erfiillt eine beliebige Losungs-
matrix X (t)
X(t) = X.(t) - X(t),
denn auf beiden Seiten stehen Losungsmatrizen mit den gleichen Anfangswer-
ten.
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(iv) Eine Losung zum Anfangswert x(tg) = ¢ ist durch X, (t)xo gegeben.

Lemma 3.2.5. Sei A = (a§)1§i,j§n € R™ ™ jnvertierbar. Dann gilt

Odet A
8&3»

=det A- (a_l)f .
Beweis. Wir verwenden Resultate iiber die Determinante und die Inverse einer
Matrix; vergleiche [3, Lemma 2.14] und benachbarte Resultate. Setze

i i+j J

bj = (—1)"7 det A],
wobei (A;) die Matrix bezeichnet, die entsteht, wenn man die ¢-te Zeile und die
j-te Spalte streicht, also die Zeile und Spalte, in der a§- steht. Es gilt

. i J

(a1 =(~ )”jidetAJ __b
i det A  detA’

det A - 6% = Zaébi.

j=1
Daraus erhalten wir, da b{ nicht von aé abhéngt mit i = k

Odet A

3
8aj

Theorem 3.2.6 (Wronski-Determinante). Sei X (t) = (x%(t)) eine Losungsma-
triz des linearen Differentialgleichungssystems x(t) = A(t)z(t) mit A = (aé) €
CO(I,R™*™). Setze @(t) := det X (t). Dann gilt

B(t) = tr A(t) - ().
Beweis. Wir benutzen Lemma 3.2.5 und erhalten

d "\ ddet X (t) Ox’(t) NI B
— = - = X(t) - S 3t
o(t) ool ot et X Z: (z71): 45

ij=1

:bg =detA- (a_l)z. O

=det X(t)- > (¢7)] afat = det X(¢) - tr (X (1) A()X (1))
i,j,k=1
= det X (t) - tr (X (£)(X(t))"TA(t)) = det X (t) - tr A(t). O

Korollar 3.2.7. Sind die Spalten z;, 1 < 1 < n, einer Matriz X mit X(t) =
A()X (t) fiir ein t linear unabhdingig, so gilt dies auch fiir alle anderen Zeiten in
einem Intervall, in dem A(t) stetig ist.

3.3. Inhomogene lineare Systeme.
Bemerkung 3.3.1. Wir wollen das System
z(t) = A(t)x(t) + b(t)
fiir stetige Funktionen ¢ — A(t) € R™™™ und ¢t — b(t) € R™ 16sen. Sei X (t) die

Losungsmatrix des homogenen Systems #(t) = A(t)x(t) mit X (t) = A(t)X(¢) und
X (to) = 1. Wie bei der Variation der Konstanten machen wir einen Ansatz

2(t) = X(t) - v(t)

und versuchen, den im homogenen Fall konstanten Vektor v so zu wéhlen, dass wir
eine Losung der inhomogenen Gleichung mit Anfangswert xg erhalten. Es ist

Ar+b=i=Xv+ X0 =AXv + X0.
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¢
Also sollte b = Xo gelten. Setze daher v(t) := zg + [ X ~1(7)b(7) dr. Somit ist die
to

Losung durch
t
2(t) = X (1) | 0 + / X-1(r)b(r) dr
to

gegeben, denn man rechnet nach, dass diese Formel eine Losung liefert.
3.4. Die Exponentialfunktion fiir Matrizen.

Definition 3.4.1. Eine Norm auf dem Raum R™*"™ der Matrizen und eine Norm
auf R™ heiflen vertréglich, wenn

() [14-B] < ||A] - | B].

(i) [|[Az| < [|A]l - [l=||
fiir alle A, B € R"*™ und alle x € R" gilt.

Beispiele 3.4.2.

@) Jlzll = /> @) und |4 =,/ 3 (a§)2, siehe [3, vor Lemma 1.23]. Mit die-
\ =1 \/ ij=1

ser Norm ist R™*" ein vollstdndiger normierter Raum, d. h. ein Banachraum,
jede Cauchyfolge konvergiert also.

Ebenso gilt, dass jeder normierte endlichdimensionale R- oder C-Vektor-
raum ein Banachraum ist, denn fiir endlichdimensionale Vektorrdume sind
alle Normen dquivalent, d. h. fiir beliebige Normen || - ||; und || - |2 gibt es ein
C > 0 mit

1
— < <C-
el < ol < €l

fiir alle 2.
(ii) Sei || - || eine beliebige Norm auf R™. Definiere
[A[| = P, [ Az]].

Hier ist ||Az|| < ||A|| - ||=| fiir ||| = 1 nach Definition klar und folgt sonst
durch Skalierung. Wegen || Bz|| < || B]| fiir alle ||z|| = 1 und

sup [|Az|| = sup |[Az]|
lell=1 lzll<1

erhalten wir

|[A-B|| = sup [[ABz|| < sup [|Ay[|=[B]- sup [Ay| = [lA]-[B].
llzll=1 lyl=IBll llyll=1
Lemma 3.4.3. Sei I C R offen, I 5t A(t) € R™*" differenzierbar, ebenso B(t)

und I 3 t— x(t) € R"*™. Dann sind auch die folgenden Ausdriicke differenzierbar
und es gilt

d d d
SAMB() = LA®) - B+ A®) - S B(0)

d d d
SAWMa(D) = S AW) - 2(t) + A() - Za(0)

Beweis. Dies folgt direkt aus der Produktregel, angewandt auf die Definition der
entsprechenden Matrixprodukte. O
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Wir wollen e, A eine Matrix, bestimmen und auch ableiten. Dies kann man in
diesem konkreten Fall explizit machen, indem man den eindimensionalen Beweis an-
passt. Das folgende Theorem liefert eine allgemeine Methode dafiir. Eindimensional
wurde es bereits in [3, Proposition 3.32] bewiesen.

Theorem 3.4.4. Seien E, F Banachrdume, Q C E offen und zusammenhdngend.
Sei (fn) eine Folge differenzierbarer Abbildungen fn: Q — F. Gelte:
(i) Es gibt zo € 2, so dass fn(zo) in F konvergiert.
(i) Zu jedem Punkt © € Q gibt es eine Umgebung B.(x) C Q, so dass (f})
gleichmdfig konvergiert.
Dann konvergiert die Folge (f,) in jeder solchen Umgebung B,.(x) gleichmdfig. Fiir
x € Q gilt /
( lim fn(x)) = lim f](x).
n—oo

n—oQ

Beide Voraussetzungen sind nétig; Gegenbeispiele sind die Funktionenfolgen
fo(@)=n und f,(z) = Lsin(nz).

T n

sin(nz)

Beim zweiten Beispiel ist f;, sogar gleichméfig beschréinkt, lim === = 0 ist
n—roo
differenzierbar, aber der Grenzwert der Ableitungen lim f/(z) = lim cos(nx)
n—o0 n— oo

existiert nicht.

Beweis. Fiir y,z € B.(z) gilt

1n(y) = fin(y) — (fal2) = Fm(2)l = (fr = fm) by + (1 — £)2) di

=

(fo = fr)(ty + (1 = )2){y — 2) dt

/
/

<llz—wyll- sup : 1fn(w) = fr(w)l]

weB,(x

(3.2) <2r- sup | fy(w)— fr,(w)]].
weE B, (x)
Mit der umgekehrten Dreiecksungleichung kénnen wir die linke Seite nach unten
mit ... > ||| fn(y) = f @) || — I fn(2) — fm(2)]|| abschéitzen. Wir erhalten
[ fn(y) = fn (W)l < 21 s 1fn (@) = fra (@)l + [1fn(2) = fin(2)]-
weBr(x
Konvergiert f,,(z) fiir n — oo, so konvergiert daher f, gleichméfig in B,.(z).

Dies liefert, dass die Menge der Punkte z, in der f,(x) fiir n — oo konvergiert,
in Q offen, abgeschlossen und nicht leer ist. Somit konvergiert f,, in ganz 2. (Dies
bendtigt etwas Topologie oder ein elementares Argument fiir £ = R.)

Wir definieren

fly):= lim fu(y) und g(y):= lm f(y).

Zur Vertauschbarkeit der Grenzwertbildung mit der Ableitung: Sei € > 0. Wihle
eine Kugel B,.(z) wie in der Annahme. Dann gibt es ein ng, so dass fiir alle m, n > ng
die Abschitzung ||f)(w) — f1,(w)| < e fiir alle w € B,(x) gilt. Sei weiterhin n so
grof}, dass ||g(z) — f](z)]] < e fiir alle a € B,(z) gilt. In (3.2) betrachten wir den
Grenzwert m — oo und erhalten fiir n > ng in B,.(z)

1f () = f(2) = (faly) = fa2) <& lly — 2]
Nach Definition der Ableitung im Punkt z gibt es zu jedem n > ng ein ' < r, so
dass fiir y € B,/ (z) die Abschétzung ||f,(y) — fu(z) — fl(2)(y —2)|| < e - |y — ]|
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gilt. Fiir |ly — z|| < 7’ erhalten wir daher mit Hilfe der obigen Ungleichungen und
der Dreiecksungleichung

1f () = (@) = g(x){y — )| <[If(y) = (@) = (fuly) = ful2))]]
+ 1 fa(y) = ful@) = fu(@)(y — @)
+ 1 fn(@) = g@) - lly — ||
<3e- |y — 2.
Wir haben fiir ein beliebiges € > 0 ein ' > 0 gefunden, so dass || f(y) — f(z) —

g(@)(y—x)|| < e-|ly—=| fir y € By (x) gilt. Damit ist g(z) = f’(x). Die Behauptung
folgt. O

Korollar 3.4.5. Sei g(z) = Z a;x® eine Potenzreihe, die in B,.(0) konvergiert.

=0
Sei I >t — A(t) € RVXN dz[ferenzzerbar mit ||A@)|| < r fir alle t € I fir eine
vertragliche Norm || - ||. Gelte

ADA®) — A()A(t) = [A(t),A(t)] =0.

(Ohne diese Bedingung sieht die Ableitung deutlich komplizierter aus.) Dann exis-
tiert

g(A(t)) == nh_}ngOZazAZ Zaﬁli

ist in I differenzierbar und die Ableitung erfillt

d i— 1 i— 1
%Q(A(t)) = nh_)n;o ZmzA ZZCLZA At).

i=1

Beweis. Hierbei ist A* induktiv durch A° = 1 und A := A - A’ definiert. Wir
wollen Theorem 3.4.4 anwenden. Setze

t) = ZaiAi(t)

(i) Es gilt fir m > n

1fm(8) = fu@®)l = || D a:id(D) Z |ail [ A(2)
i=n+1 1=n+1

Wegen ||A(t)|| < r und da die Potenzreihe fiir reelle z absolut konvergiert, ist
(fn(t)) fiir festes ¢ € I eine Cauchyfolge in (RV*N || -]]). Da (RV*N | -1))
ein Banachraum ist, existiert der Grenzwert lim f,(t) € RV*V

n—oo

(ii) Es gilt aufgrund der Produktregel
fn = Z ia; AL A(L),

da A(t) und A(t) vertauschen. Wie oben sieht man, dass der Grenzwert
lim f!(t) =: h(t) existiert, da Potenzreihen im Inneren ihres Konvergenz-
n—oo

radiusses differenzierbar sind und die Ableitung durch die absolut konvergen-
te Potenzreihe der Ableitungen der Summanden gegeben ist. Sei ¢ in einem
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Intervall J, in dem || A(¢)|| < ro < 7 gilt. Dort gilt fiir m > n

m m
1£® ~ 20 = | 3 iea @A < || Y iaa )| A
i=n-+1 1=n+1
< ( > i|a7;|||A<t>||“> |lA®)|-
i=n+1
Wegen || A(t)|| < ro und der gleichmiifigen absoluten Konvergenz von Y ia;z*
i=0

auf B;,(0) konvergiert auch f/, fiir t € J gleichmiflig: Fiir jedes € > 0 gibt
es ein ng, so dass fiir alle m > n > ng die Abschéitzung || f/,(t) — f1 ()| < e
fiir alle ¢ € J gilt. Mit m — oo sieht man, dass f) gleichméBig gegen ein h(¢)
konvergiert.

Nach Theorem 3.4.4 erhalten wir also

d . d

gt (lim 1) = Jim (dtfn“))
und die Behauptung folgt. O
Korollar 3.4.6. Se: A € R™"*",

d
—eth =M A = Ae!.

dt
Beweis. Fiir die zweite Darstellung schreibt man A(t) im Beweis der Ableitungsre-
geln fiir Potenzreihen auch bei f], bereits nach links. O

Lemma 3.4.7. Seien B,C € R™*"™. Dann gilt
(i) eBTC =eB . €€ falls BC = CB,
(i) (eA) =e“,
(iii) e(sTHA = egA —|— et fir s,t € R,
(iv) eAt M =X eA fiir X e R,
(v) eCT'BC = 1B, falls C invertierbar ist,
(vi) edi2g(AAn) — diag (e>‘1, . ,eA") fiir A; € R.

Beweis.
(i) ef und e konvergieren absolut. Daher diirfen wir die Reihen gliedweise mit-
einander multiplizieren (Beweis wie im Reellen) und erhalten

ZBP qzo iz B’“C”k

n=0 k=0
Bront S (Boy
ZJ;)() :Z_% LON _ ooee

(ii) Folgt aus (i) mit der Rechnung

1=e" =4 =¢. 74,

(iii) Dies folgt unmittelbar aus (i).
(iv) Dies folgt ebenso aus (i), da A1 = 14 gilt.

(v) Per Induktion erhélt man (C~ 1BC’) = C~1B*C fiir alle k. Dies setzt man
in die Anfangsstiicke der Potenzreihe ein und erhélt die Behauptung durch
Grenziibergang.

(vi) Dies funktioniert analog, denn per Induktion erhilt man

diag(A1,..., A\n)F = diag (A}, ..., AF). g
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3.5. Systeme mit konstanten Koeffizienten. Analog zum eindimensionalen
Fall erhalten wir

Lemma 3.5.1. Seien A € R"*™ x9 € R", tg € R. Dann hat das Anfangswertpro-
blem

.’E(t()) = X0

{g'c(t) = Ax(t),

die Losung

z(t) = eAtt0) g

Fiir A = A(t) funktioniert solch ein Vorgehen, mit (¢ — t9)A durch ein Integral
ersetzt, falls alle Matrizen A(t), t € R, kommutieren.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar. Es gilt
i(t) = eAt0) Ay = AeAt0) 1 = Ax(t)

und der Anfangswert ist wie gewiinscht. O

Bemerkung 3.5.2. Lisst sich A mit Hilfe einer invertierbaren Matrix B auf eine
einfache Gestalt C = BAB~! bringen, so konnen wir e? = B~'e“B ecinfacher
bestimmen, z. B. wenn C' eine Diagonalmatrix ist.

Ist A eine Matrix, die aus genau einem Jordankéstchen besteht, so konnen wir

e wie folgt ausrechnen: Sei A € R oder C und
A1 0 ... 0 A0 ... ...00 0o 1 0 ... 0
0 A o 0o A ; 0 0
; A1 A0 ; 0 1
0 0 A 0 0 A 0 0 0
=D+ N.

Per Induktion folgt, dass N* = (kmz), k> 1, mit kmé = 5;““ gilt. N* ist also eine
Matrix, die in der k-ten oberen Nebendiagonalen Einsen und sonst Nullen enthélt.
Die Matrizen D und N kommutieren, somit auch D und alle Potenzen N*, sowie
beliebige Potenzen N* untereinander. Beachte auch, dass N = 0 fiir alle i > n gilt.
Somit erhalten wir

n—1 ,; :
N
elA — gtDHtN _ tD | tN _ tAq (Z -
o 1.
t t2 tn,—l
L3 5 - o
0 1 ' :
— ot 2
o1
. t
: .1 :
0 ... ... 0 1

Besteht A (oder C') aus mehreren Jordankéstchen, so ist fiir jeden Block ent-
sprechend zu verfahren.

Differentialgleichungen hoherer Ordnung sind wie tiblich zun#chst als Systeme
von Differentialgleichungen erster Ordnung umzuschreiben.
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4. NUMERIK GEWOHNLICHER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Wir benutzen [8] und beschréinken uns auf den Fall einer skalaren Differential-
gleichung. Mehr Details gibt es in einer Numerikveranstaltung iiber gewohnliche
Differentialgleichungen.

4.1. Begriffe.

Bemerkung 4.1.1 (Explizites Eulerverfahren). Man ersetzt die Ableitung «(t) =
lim u(t+h)—u(t)
h—0 h
Approximation, z. B. M, h # 0. Damit erhélt man die Gleichung

un(t + hf)b — ) ),

up(t 4+ h) =up(t) + h- f(&, up(t)).

Diese 16st man von einem Startwert uy (tg) = xo ausgehend fir to + h,tg + 2h, to +
3h,....

in einer Differentialgleichung 4 (t) = f(¢,u(t)) durch eine diskrete

Bemerkung 4.1.2.
(i) Ein Verfahren der Form

up(t 4+ h) == up(t) + h - op(t,up(t), up(t + h))

heifit Einschrittverfahren. Bei Mehrschrittverfahren hingt uy (t+h) zusitzlich
noch von weiteren Werten up(t — h),...,un(t — kh) ab. Hingt ¢, nicht von
up(t + h) ab, so heifl das Verfahren explizit, sonst implizit.
(ii) Sei u(t) eine exakte Losung. Die Grofe
_u(t+h) —u(t)

Th = on(t,u(t), u(t+ h))

heifit lokaler Diskretisierungsfehler.
(iii) Ein Einschrittverfahren heifit konsistent, wenn

t+h) —ul(t
lim 75, (t,u) = lim M
h—0 h

50 L - }llgr%) @h(ta u(t)v u(t + h)) -0

=u(t)=f(t,u(t))

fiir die Losung u gilt, oder, dquivalent dazu,
lim op (¢, u(t), u(t + h)) = f(t,u(t))
h—0

fiir die Losung u gilt.
Das Eulerverfahren ist nach Definition konsistent.

(iv) Gilt 7 (¢, u) = O(h?) fur |h| — 0 und v € CP, so heifit ein Verfahren von der
Ordnung p. Dabei schreiben wir g(h) = O(hP) fiir eine Funktion g, wenn es
ein C' > 0 und ein hg > 0 mit [g(h)| < C - |h? fiir alle [h] < hg gibt.

Fiir das Eulerverfahren erhalten wir fiir u € CP mit Taylorentwicklung

u(t + h) = u(t) + ha(t) + Z—Ta(t) +...+ gu(”) (t + 9h)

fiir ein 0 < ¥ < 1. Es folgt
u(t) = f(t,u(t)),
i(t) = % 70, u®) = 21, u0)) + 2L 1, ueyagn

of of
= St u(t) + S (1 u(®) £ u(t)).
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Durch weiteres Differenzieren kann man auch die hoheren Ableitungen von u
durch f und Ableitungen davon ausdriicken. Wir erhalten

MDD iy 4 L 4+ 0 om

r (g{(t,u(t)) + gz(t,u(t))f(t,u(t))) o

:f(t7u)+

und somit bekommen wir beim expliziten Eulerverfahren

_ u(t+h) —u(t)

mh(tu) = —————— —en(t,u(t))
:g (gf@,u(t)) + gi(t,u(t))f(t,u(t))) Lo =0,

das Eulerverfahren ist also ein Verfahren erster Ordnung.
4.2. Konvergenz von Einschrittverfahren.

Definition 4.2.1.
(i) Sei u(t) eine exakte Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung, uy, die
durch ein Einschrittverfahren bestimmte diskrete Losung. Dann heifit

en(t;) == up(t;) — u(ty),
t; = to + th, globaler Diskretisierungsfehler.
(ii) Ein Einschrittverfahren heifit konvergent, falls

li =
Lim en(t) =0

fiir alle ¢ gilt. Ist ¢ fest, so ist die Folge der h’s so zu wiihlen, dass ey, (t) definiert
ist.

Fiir die Konvergenzaussage des diskreten Verfahrens bendtigen wir ein techni-
sches Lemma.

Lemma 4.2.2. Sei (&;);en eine Folge mit & > 0 fir alle i. Gibt es Konstanten
6>0undb>0, so dass
§it1 < (1+6)§ +0b
fiir alle i gilt, so folgt
e —1
)

& <e+b-
Beweis. Wir erhalten induktiv
51 S (1 + 5)50 + ba
<A+ +b<(1+0)%+(1+6)b+b
G<(1+60) 6 +b(1+1+8)+(1+0)+...+(1+8)"1)

i—1
=(1+0)6+b- Y (1+4).
§=0
Wir benutzen eine Teleskopsumme und erhalten die Abschétzung
i—1

; 1=(1+0 (Q+4)°'-1
2O+ =y =t

=0

Mit 146 < e der Folgerung (1446)" < (65)i = e daraus folgt nun die Behauptung.
O

Fiir das diskrete Verfahren erhalten wir die folgende Konvergenzaussage:
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Theorem 4.2.3. Betrachte das Anfangswertproblem
u(t) = f(t u(t)),
’U,(to) = Up
und das explizite Finschrittverfahren
’U,h(t + h) = uh(t) +h- gDh(t7 U(t)),
up (to) = uo.
Sei h > 0. Erfille o, = @n(t,u(t)) (der Einfachheit halber) fir alle v; € R, t € R
und die Losung u € CP, p > 1,
|§0h(tvvl) - @h(tva)‘ <L- |Ul - U2|7
|7 (t, )| <C' - AP
fiir Konstanten C, L > 0. Dann gilt firt > tqg mit t =ty +ih, i € N,
el-(t—=to) _ 1
L

Vergleiche dies mit dem Lemma von Gronwall im kontinuierlichen Fall.

len(t)] < h? - C -

Beweis. Es gilt
en(t+h) =up(t +h) —ut+h)
=up(t) +h-on(t,up(t)) —u(t+ h)

=ep(t) + h-on(t,un(t)) — hw

=en(t) +h- (ent,un(t)) — on(t,u(t)))

SL-|un(t)—u(t)|=L-|en(t)]

+h- <gph(t,u(t)) - W)v

=Th

also

len(t +h)| <len(t)| +h- L-[en(t)] + CRPH
= +h-L)-|en(t)| + ChPT.

Diese Abschitzungen verwenden wir nun in Lemma 4.2.2 mit &; = |e (tp 4 ¢h)| und
erhalten & = |ep(to)| = 0 und daher

hL ihL _

thL _q e
N < p+1€ — p
len(ti)] < ChIH e = O

Fiir t = tg + th = t; folgt daraus

(t—to)L _
|€h(t)| S Chle

wie behauptet. O

Dieses Theorem liefert insbesondere, dass uy, fiir A N\, 0 an den Stellen, an denen
es definiert ist, gegen die tatséchliche Losung der Differentialgleichung konvergiert.
Interpolieren wir zwischen den Stellen, an denen wuy, definiert ist, linear, so erhal-
ten wir eine Approximation, die lokal in C° gegen eine Lésung der gewdhnlichen
Differentialgleichung konvergiert.
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5. STABILITAT

5.1. Stabilitéit linearer Systeme. In einer Vorlesung iiber dynamische Systeme
beschéftigt man sich mit dem Verhalten von Losungen. Wir werden Stabilitéts-
fragen nur im generischen Fall einer linearen gewohnlichen Differentialgleichung in
zwei Raumdimensionen betrachten.

Definition 5.1.1. Sei &(t) = f(t,z(t)) eine gewdhnliche Differentialgleichung,.

(i) Ein Punkt xg heifit stationiir, wenn jede Losung der Differentialgleichung mit
Anfangswert x(tg) = xo fiir ein beliebiges to € I, I ein Intervall, x(t) = x¢ fiir
alle t € I erfiillt.

Ist f im zweiten Argument Lipschitz, so ist xy genau dann stationér, falls
f(t, o) = 0 fiir alle t € I gilt.

(ii) Ein stationéirer Punkt xo heifit stabil (vereinfachte Definition im linearen Fall),

falls jede Losung x(t)

Jim (0 =

erfiillt.
(iii) Andere stationiire Punkte heiflen instabil.

Die Definitionen sind hier nicht iiberall einheitlich.

Bemerkung 5.1.2. Sei A € R?*2. Sei i@(t) = Az(t) ein generisches zweidimen-
sionales lineares System gewohnlicher Differentialgleichungen. Generisch bedeutet
hier, dass das charakteristische Polynom von A in C[X] keine doppelten Nullstel-
len hat und 0 kein Eigenwert ist. Somit ist A diagonalisierbar und 0 der einzige
stationédre Punkt.

Seien A1, Ao € C? die (moglicherweise komplexen) Nullstellen des charakteris-
tischen Polynoms. Ist ein Eigenwert nicht reell, so gilt A\; = Ao, die Eigenwerte
sind also komplex konjugiert zueinander, da sonst das charakteristische Polynom
keine reellen Koeffizienten hétte. Seien x1, x5 € C die Eigenvektoren von A zu den
Eigenwerten Aq, A2. Dann 16sen y; (¢) := eMfz; und yo(t) := e*?**xy die Differenti-
algleichung und bilden ein Fundamentalsystem.

Es treten die folgenden Fille auf:

(i) A1, A2 < 0: 0 ist stabil.

(ii) A1 > 0, A2 < 0 oder umgekehrt: 0 ist instabil, Losungen laufen entlang von
Kurven, die im Fall [A;| = |A2] Hyperbeln sind. (Phasenportrait zeichnen.)
(i) A1, A2 > 0: 0 ist instabil.
(iv) Ay € C\R:
(a) Ay = ir, Ay = —ir, r € R: Komplexe Losungen sind e"*x; = e (a + ib)
und e~"*(a — ib), a,b € R? da aus Az, = Az direkt AZ; = A\ Z; folgt.
Eine reelle Fundamentallésung ist durch

e (a4 ib) + e (a — ib) = (cos(rt) + isin(rt))(a + ib)

+ (cos(rt) — isin(rt))(a — ib)

=2cos(rt)a — 2sin(rt)b

und
i (e (a+1ib) — e " (a — b)) = (—sin(rt) +icos(rt))(a + ib)

+ (—sin(rt) —icos(rt))(a — ib)

= — 2sin(rt)a — 2 cos(rt)b

=2cos (rt—i— %)a— 2sin (rt—i— g) b.

gegeben. Losungen ,rotieren* also um den Ursprung herum.
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(b) Gilt Ay = s+ ir, A2 = s — ir, so erhalten wir dieselben Losungen wie
im Falle s = 0, jedoch mit e* multipliziert. Lésungen ,schrauben® sich
also um den Ursprung herum und n&hern sich ihm, falls s < 0 gilt und
entfernen sich fiir s > 0.

Bemerkung 5.1.3. Bei nichtlinearen gewthnlichen Differentialgleichungen heifit
ein stationédrer Punkt linear stabil, falls ¢ ein stabiler Punkt der affin linearen Dif-
ferentialgleichung &(t) = df (zo)(x(t) — o) ist. Dies ist dquivalent zur Stabilitdt von
0 fiir y(¢t) := x(t) — x¢ unter der linearen Differentialgleichung ¢(t) = df (zo)(y(t)).

Bemerkung 5.1.4. Im nichtlinearen Fall kann man Stabilitdt mit Hilfe von Lyapu-
novfunktionen untersuchen. Eine Lyapunovfunktion ist eine Funktion L, die

() <0
erfiillt. Hiermit kann man unter geeigneten Voraussetzungen folgern, dass z(t) gegen
ein Minimum von L konvergiert.
Beispiel: Sei L: R" — R in C'. Dann erfiillt eine Lésung der Differentialgleichung
(t) = =VL(x(t))
d

S L@(®) = VL(2(1))(#(t)) = =VL(()(VL(()) = = VL@®)]* < 0.

6. RAND- UND EIGENWERTPROBLEME

Sei Q C R” offen. Wir erinnern daran, dass C*(Q) fiir k =0, 1,..., 00 der Raum
aller k-fach (beliebig oft, falls & = oo) in Q stetig differenzierbaren Funktionen
ist. C* (Q) ist der Raum aller dieser Funktionen, deren (partielle) Ableitungen
bis zur Ordnung k sich stetig und beschrinkt auf Q fortsetzen lassen. Ist k <

k
00, so versehen wir ihn mit der C*-Norm [|ul|cx(q) := ;) ‘ |Z, [D%ul| co gy, wobei
lullco() = sup |u(z)| die Supremumsnorm und « ein Multiindex ist. Vergleiche
€N

[5]-

6.1. Charakteristische Matrix. Die Schwingung einer Membran oder Seite wird

durch
2

—u
dt?
) C R™ offen, beschrieben. Der Ansatz u(z,t) = a(t)v(x) fihrt zu der Gleichung

(x,t) = Au(x,t) in Q xR,

& - v = alv.
Fiir eine schwingende nicht gedimpfte Seite ist a(t) = sin(u(t—ty)), also & = —p2a.

Als Gleichung im Ort erhilt man mit A = >
v"(x) + Av(z) =0 in (a,b),
v(a) =v(b) = 0.

2

)2

’”“‘“))7 k€N, fiir A =

k2r
b—a a

(b—

=
Q:
2]
=1
=
0]
[¢]
=]
&.
=]
o
=
@
o]
=
=]
=
=y
©]
B
[¢)
B
<
—~
8
S~—
|
<
=]
/

Bemerkung 6.1.1. Wir hatten gesehen, dass das System
@(t) = F(t)x(t) +9(b),
F € C°([a,b],R™*"), g € C°([a,b],R™) mit einer Fundamentalmatrix
X(t) = F(t)X(t)
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des inhomogenen Systems die Losung

(1) = X()d + X (¢ /X

besitzt.
Dies bleibt auch auf dem abgeschlossenen Intervall richtig, man kann die Daten
némlich stetig {iber [a,b] hinaus fortsetzen.

Theorem 6.1.2. Seien F € C° ([a,b],R"*"), g € C°([a,b],R"), A, B € R™™" und
c € R". Betrachte das Randwertproblem

@(t) = F(t)x(t) +9(1),
Az(a) + Bxz(b) = c.

Sei X eine Fundamentalmatriz des zugehdrigen linearen Systems. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Das Randwertproblem ist fiir beliebige g € C° ([a,b], R™) und c € R™ ldsbar.
(ii) Die charakteristische Matriz Cx = AX (a) + BX (b) ist invertierbar.
(i4i) Das zugehirige homogene Randwertproblem

&(t) = F(t)x(t),
Az(a) + Bxz(b) =0

besitzt nur die triviale Lésung x = 0.

Beweis. Die allgemeine Losung des inhomogenen Systems hat die Form
x(t) = X(t)d+ X(t / X~
Wir setzen dies in die Randbedingung ein und erhalten

(6.1) (AX(a) + BX(b))d+ BX (b /X Jg(r)dr = c.

=Cx

Dies ist fiir beliebige ¢ € R™ genau dann nach d auflésbar, wenn C'x regulér ist.
Im Spezialfall g = 0 und ¢ = 0 erhélt man eine Bedingung dafiir, dass eine
Losung der homogenen Differentialgleichung existiert. Sie ist genau dann eindeutig
losbar, wenn es nur ein d gibt, das die Bedingung erfiillt. Aus (AX (a)+ BX(b))d =
Cxd = 0 sieht man, dass dies genau dann der Fall ist, wenn C'x regulir und damit
invertierbar ist. (]

6.2. Die Greensche Funktion. Wir betrachten wieder das Randwertproblem

&(t) = F(t)z(t) + ¢(t) in [a,b],
(6.2) {Ax(a) + Bz(b) = 0.

Theorem 6.2.1. Sei Cx invertierbar. Dann existiert eine Abbildung
G: la,b] X [a,b] — R™*"™,

die Greensche Matriz, mit folgenden Figenschaften:
(i) Die Einschrinkungen von G auf {(t,s): a <t < s < b} (,oberhalb der Dia-
gonalen®) und {(t,s): a < s <t < b} sind stetig.
(i1) Fira <t<b gilt

h{‘n G(r,t) — hm G(r,t)=1.
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(iii) Sei g € C°([a,b],R™). Dann ist
b

x(t) = /G(t, s)g(s) ds

a

eine Losung des Randwertproblems (6.2).

Beweis. In der bisherigen Notation ist die eindeutige Losung von (6.2) durch
/X ) dr + X ()d = wo(t) + X ()d

mit d := —C5'Bxo(b) gegeben (beachte (6.1)). Ausgeschrieben bedeutet das
b

x(t) = /X(t)X*l(s)g(s)dsfX(t)c);lB/X(b)Xfl(s)g(s) ds

b
= /G(t,s)g(s) ds

mit
X(t) = X()Cx'BX ()X (s)
G(t,s):=S=X(t) (1 - Cx'BX(b)) X 1(s), a<s<t<hb,
~X(t)Cx'BX(b)X1(s), a<t<s
(i) Die Stetigkeit ist klar.
(ii) Es gilt
hgi G(r,t)— li;% G(r,t) = 1-X()Ox' BX(D)X () + X (t)Ox' BX (D)X (t) = 1.
(iii) Gilt nach Definition von G. O

Bemerkung 6.2.2. Aus Cy = AX(a) + BX(b) erhalten wir 1 — C'BX(b) =
Cx'AX (a) und daher eine weitere Darstellung von G

Gt s) = X()Ox'AX(a)X~Y(s), a<s<t<b,
)= ~X(H)C'BX()X(s), a<t<s<b.

Die Werte auf der Diagonalen A = {(¢,t): t € [a,b]} sind beliebig, da sie bei der
Integration keine Rolle spielen.

Lemma 6.2.3. Seien die Voraussetzungen wie in Theorem 6.2.1, insbesondere sei
Cx invertierbar.
Folgende vier Eigenschaften bestimmen die Greensche Funktion aufSerhalb der
Diagonalen eindeutig:
(i) G ist auf [a,b]*> \ A stetig,
(i) Fira<t<b gilt

ll\mt G(r,t) — 11;1; G(r,t) = 1.
(i1i) Fir jedes feste s € [a,b] lost G(-, s) die homogene Matriz-Differentialgleichung
%G(t s) = F(t)G(t, s)
fiir t € [a,b] \ {s}.
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(iv) Fiir jedes feste s € (a,b) erfillt G(-,s) die homogenen Randbedingungen
AG(a, s) + BG(b,s) = 0.

Beweis. ,,=—>*“: Sei G eine Greensche Funktion wie in Theorem 6.2.1.

(i) Die Stetigkeit folgt aus Theorem 6.2.1.
(ii) Die Grenzwertbeziehung folgt ebenso aus 6.2.1.
(iii) Fiir ¢t < s oder ¢ > s ist G(t,s) von der Form X (¢)S(s) fiir eine Matrix S(s).
Da X(t) eine Fundamentalmatrix ist, folgt die Behauptung.
(iv) Sei s € (a,b) fest. Dann folgt mit Cx = BX(b) + AX (a)

AG(a,s) + BG(b,s) = A (—X(a)C;BX(b)X—l(s))
+ B (X()CK AX ()X (s))
= [-AX(a)Cx' (Cx — AX(a))

+(Cx — AX(a))C';(lAX(a)] X1(s)
=0.

=" Sei G eine weitere Funktion, die diese Eigenschaften besitzt. Setze H :=
G — G. Da beide Funktionen dieselbe Sprungbedingung fiir s = ¢ erfiillen, l&sst sich
H stetig auf ganz [a, b]? fortsetzen. Nehme dies an. Die Differentialgleichung

)
SH(ts) = F(OH(t,s)

ist ebenso fiir alle ¢ erfiillt. H(¢, s) erfiillt die Randbedingungen
AH(a,s)+ BH(b,s) =0

fiir alle @ < s < b. Da Cx invertierbar ist, gilt nach Theorem 6.1.2 H(t, s) = 0 fiir
alle a < s < t. Da H stetig ist, folgt {iberall — bis auf die Diagonale - G = G. O

6.3. Randwertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen héherer
Ordnung. Indem man gewohnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung als
Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen schreibt, erhdlt man analoge Aussa-
gen auch fiir diese Gleichungen.

Betrachte die Gleichung

Fou™ () + )V (O) + ...+ fatju(t) =~(t)  in [a,b],
Riu:= Y abul=Y(a) 4+ 3 Biul=Y(b) =+, i=1,...,n
j=1

Jj=1

(6.3)

mit a < b, fo,..., fn,7 € C%[a,b],R), fo(t) # 0 fiir t € [a,b], und ozj-,ﬁ;,'yi e R.
Wir schreiben dies als System
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mit
0 1 0 0
1 0

F(t) = Cen=| .
: 1 0 ’ Wot
0 0 1 70 (1)
— L2 (1) —2(t) Bt
u(t)

z(t) = : ;
w1 (t)

A= (Oé;-)lgi’jgn’ B = (@)g@jgn und ¢ = (’Vi)1§ign'

Theorem 6.3.1. Angenommen, das homogene System (6.4) mit v = 0, ' = 0,
1 < i < n besitze nur die triviale Losung x = 0. Dann gibt es eine Funktion
G: [a,b]? = R, die in [a,b]? \ A stetig ist, so dass

b
u(t) = /G(t,s)y(s) ds, € lab],

die Differentialgleichung in (6.3) mit homogenen Randbedingungen Riu = 0, 1 <
i < n, lost. G heifit Greensche Funktion des Randwertproblems.

Beweis. Sei M die Greensche Matrix des zugehorigen linearen Systems erster Ord-
nung. Wir haben gezeigt, dass dann

b
z(t) = /M(t, s)g(s)ds

eine Losung dieses Systems ist. Aus den Eintrégen von x und g folgt, dass wir G(t, s)
als den Eintrag in der rechten oberen Ecke von M(t, s), dividiert durch fo(s), also

G(t,s) = A%((Z’)S), wiahlen kénnen. O

Lemma 6.3.2. Sei n > 1. Angenommen, das homogene System zu (6.4) besit-
ze nur die triviale Losung. Dann ist die Greensche Funktion G: [a,b]> — R zum
Randwertproblem (6.3) durch die folgenden vier Figenschaften eindeutig bestimmi:

(i) G ist stetig. Fiir festes s € [a,b] ist G(-,8) € C"2([a, ], R).
(ii) Flir festes s € [a,b] ist G(-,s) in [a,b] \ {s} sogar n-mal stetig differenzierbar
und es gilt fiir s € (a,b)

n—1 n—1 1

.0 _ 1
G(r,t) — lim ——G(7,t) = o

Tt orn—1
(iii) Fiir festes s € [a,b] lost G(-,s) die homogene Differentialgleichung in (6.3),
d.h. G(-,s) erfillt die Differentialgleichung mit v =0, in [a,b] \ {s}.
(iv) Fiir festes s € [a,b] erfillt G(-,s) die homogenen Randbedingungen in (6.3),
d. h. G(-,s) erfiillt die Randbedingungen mit v* = 0.

lim ——
TN\t orn—1
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Beweis. ,,—“: Sei M = (sz")lgi,jgn die Greensche Matrix. Daher gilt die folgende
Differentialgleichung fiir s # ¢, die wir mehrfach im Beweis verwenden werden:

MmyoMmy;o... M}
o | ME MF ... M
ot i
My My M)
0 1 0 ... 0
Lo : MIOME o M)
: Mp M3 M2
oy g
_%(t) —%(t) —%(t)
Es ist G(t,s) = Aﬂ%gi’;). Es folgt
M2 =1},
Y N

. 9 n—1

M = (at) M}

(i) Da M2 (-, s) fiir t # s in C! ist, ist M!(-, s) dort in C™ und es gibt von jeder
Seite C-Fortsetzungen bis ¢ = s. Induktiv erhalten wir iiberall, da M JZ fiir
i # j fiir alle s,t € [a,b] stetig ist, M?~2(-,s) € Ct, M"3(-,;s) € C?, ...,
Mi(-,s) _ e

) = G(,5) € O 2.
(ii) Sei s € (a,b), t € [a,b] \ {s}. Die Differenzierbarkeit haben wir uns bereits

iiberlegt. Es gilt

an—l ) an—l
H, s 070 = i s G0
1 o1 o1
= 1 M) (7, t) = lim —— M, (7.t
fo(t) <'r\t 87‘” 1 (T ) 'ant 87’ (T )>

1 n _ b
fo<)<9\“1M( ) = lim My (7, )>‘fo<t>'

(iii) Sei s € [a,b], t € [a,b] \ {s}. Betrachte den Eintrag rechts unten bei der
Matrizenmultiplikation M (t) = F(t)M (t):

O m_  Inan fo-1i,0 N
—M" = —M, M . M"
ot " fo fo " o
0=foM + fiMP + foMy™ "+ ...+ fu M,
— fo (MD™ + £ (MY 4 fsy (MDY + £

(iv) Die Greensche Matrix erfiillt die homogenen Randbedingungen. Wie oben
folgt auch hier aus der letzten Spalte der Gleichung AM (a) + BM (b) =0

0=ajM,(a) + apM(a) + ...+ BIMY(b) + ...
= My (a) +ay (M )()() L+ BIMIb) + ... = R MY,
0 =aiM,(a) + a3Mi(a) + ...+ BT M,(b) + . ..

L(a) +af (Mh)" (a)+---+ﬁlMi(b)+...ERQM;,

a

=aiM}(a



30 6. RAND- UND EIGENWERTPROBLEME

,<="%: Argumentiere wie beim entsprechenden Satz fiir Systeme. Benutze jedoch
C™1-Funktionen statt stetiger Funktionen und die Differentialgleichung statt der
Matrixdifferentialgleichung fiir die Greensche Matrix. O

6.4. Sturm-Liouville Randwertprobleme. Wir betrachten Randwertprobleme
der Form

(L2)(t) = =g (p(D)E(1) + q(t)ax(t) = r(t) in [a,b],
(6.5) Rz =«

mit p € C'([a,b],R), p(t) # 0 fiir alle t € [a,b], ¢, € C°([a,b],R) und o, B,7* € R
mit (a}, a%) £ 0, (Bf, B%) # 0. Solch ein Randwertproblem heif3t Sturm-Liouville-
sches Randwertproblem.

Theorem 6.4.1. Nehme an, dass das homogene Randwertproblem zu (6.5) nur
die triviale Lésung besitzt. Seien p,1 € C%([a,b],R) mit Ly = L) =0, Rlp =0,
R%p £ 0 und R' # 0, R?Yp = 0. Sei

W (t) = W(p, ¥)(t) = p(t)i(t) — (1) (1) = det (ig ﬁg)

die Wronski-Determinante der als System zweiter Ordnung geschriebenen Glei-
chung. Dann ist

G(t 5) - 7m¢(t)¢(5)a a S t S S S b,
’ —sow@P(S)Y(E), a<s<t<b

die Greensche Funktion von (6.5).

Beweis. Zur Existenz von ¢ und : Fixiere p(a) # 0 und ¢'(a) mit R'¢ = 0. Lose
das zugehorige Anfangswertproblem fiir die homogene Differentialgleichung. Dann
gilt R%p # 0. Sonst widerspriiche dies der eindeutigen Losbarkeit des homogenen
Systems zu (6.5), das bereits die Nullldsung besitzt. Verfahre analog mit ¢, b und
R?. ¢ und v sind linear unabhiingig, wie man mit Hilfe der Randbedingungen sieht.
Wir wollen nun die Bedingungen aus Lemma 6.3.2 nachrechnen um zu sehen, dass
G ein Greensche Funktion ist. Aus den Randbedingungen an der Stelle a sehen wir,
dass W(a) # 0 gilt.
(i) Die Stetigkeit ist offensichtlich.
(i) G(-,8) € C?in [a,b] \ {s} ist klar. Wir behaupten zuniichst, dass W (¢)p(t) in
t konstant ist. Dazu kénnten wir Theorem 3.2.6 verwenden, miissten die Glei-
chung dafiir aber zunéchst auf Standardform bringen. Wir rechnen stattdessen

direkt
d, . L
0= - @(W)Jrqw: —pp — PP + qp,
0= —pY—pi + qv,

W) p(t)) = (0% — gV + (09 — g

dt
= (=pp — pp + qp) ¥ — (—p — pib + qp) p = 0.
=0 =0
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Damit folgt

TNt OT T/t 0T
1 .
= W@ () (t) — p(t)(t))
1 1

0}
(iii) Dies folgt unmittelbar, da die homogene Differentialgleichung linear ist und

G(-,s) fiir t < s und fiir ¢t > s jeweils die Differentialgleichung erfiillt.
(iv) Dies folgt wieder direkt aus Rlg = 0 = R%.

Somit ist G nach Lemma 6.3.2 die gesuchte Greensche Funktion. O

6.5. Selbstadjungierte Eigenwertprobleme. Wir untersuchen das Sturm-Liou-
villesche Eigenwertproblem

(La)(t) = — 5y [G(®2() — a(O)z(t)] = Az(t) in [a,b],
(6.6) Rz = alz(a) + ali(a) = 41,
(b) +

mit p € C'([a,b],R), p(t) # 0 fiir alle t € [a,b], ¢, € C°([a,b], R) mit r(t) > 0 fiir
alle ¢ € [a, b, aé—,,@j-,yi € R mit (o&,a%) # 0 und (,8%,6%) # 0 sowie A € C und
z € C?%([a,b],C). Hier ist es wichtig, dass die auftretenden Koeffizienten reellwertig
sind.

Definition 6.5.1.
(i) Definiere den Operator

A: {z € C*([a,}],C): R'z =0 = R’z} — C°[a,b],C)

=D(A)CC?([a,b],C)

durch Az := Lz fir x € D(A).

(ii) Eine Zahl A € C heifit Eigenwert von A, falls es ein u € D(A) \ {0} mit
Au = Au gibt. u heifit Eigenfunktion von A zum Eigenwert .

(iii) Zum Eigenwertproblem (6.6) definieren wir ein zugehériges unitéres Skalar-
produkt durch

b
(u,v)p, == /r(t)u(t)@dt

fiir u,v € C°([a, b],C).

Bemerkung 6.5.2.

(i) X ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn Au = Au nicht eindeutig lésbar
ist, da Au = Au stets die triviale Losung v = 0 besitzt.

(i) Sei {1 = @1(t, N), 2 = @a(t, A)} ein Fundamentalsystem der gewdhnlichen
Differentialgleichung Au — Au = 0. Dann ist eine beliebige Losung x = ¢ty +
cpy, ¢ € C, genau dann eine Losung von (6.6), falls

2
> IRp;(-A) =0
j=1
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fiir i = 1,2 gilt. Mit Linearer Algebra erhalten wir, dass Losungen (cl, 62) #0
genau dann existieren, falls

R'o1( ) Rloa(, )
A(X) := det ’ ’ =0
o= e (203 R0
gilt.
(iii) Die Konstruktion aus Theorem 6.4.1 liefert, dass die Greensche Funktion reell
ist.
Theorem 6.5.3.
(i) A ist ein symmetrischer Operator, d. h. fir u,v € D(A) gilt

<Au7 v>L = <ua AU>L~

(ii) Alle Eigenwerte A sind reell. Die zugehdrigen Eigenfunktionen kénnen wir
ebenfalls reellwertig wihlen.
(iii) Seien ui,us € D(A) Eigenfunktionen zu Figenwerten Ay # Aa. Dann gilt

<U1,UQ>L = 0

Beweis.
(i) Mit partieller Integration erhalten wir

b
(Au,v)p = */

(p(t)a(®))v(t) — q(t)u(t)o(t) di

=

(u, Av)p, = /p(t)ﬂ(t)ff(t) + q(t)ut)v(t) dt — p(t)u(t)o(t)

(A, )~ u, Av), = p(t) (w(t)oD — (oD =0

Die beiden Randterme fallen einzeln, d.h. fiir £ = a und ¢t = b, weg, denn aus
den Randbedingungen folgt (hier nur fiir ¢ = b vorgerechnet)

R*u = ftu(b) + Bu(b) =0,
R2v = Biu(b) + B30(b) = 0.
Wegen (%, 33) # 0 hat die Matrix

also einen nichttrivialen Kern. Daher verschwindet die oben als Randterm
auftretende Determinante davon.
(ii) Gelte Au = Au mit v € D(A) \ {0}. Es folgt

Mu,u)p, = Qu,u)p = (Au,u)p = (u, Au)p = (u, M), = Mu,u)r.

Daher ist A reell.

Sei u eine Eigenfunktion. Da die Koeffizienten und A in der linearen Glei-
chung (A — X\)u = 0 alle reell sind, sind auch der Realteil und der Imaginérteil
von u Eigenfunktionen zum selben Eigenwert. Eine dieser beiden Funktionen
ist von Null verschieden.
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(iii) Zur Orthogonalitét beziiglich des (-, -)p-Skalarproduktes: Auch hier rechnet
man genau wie in der Linearen Algebra unter Benutzung von A; € R

A (u, ), = (Mur,ug), = (Aug,ug)r, = (ug, Aus)r, = Ao (ur, ua), = Aa(uq, ua)r.

Hieraus folgt (uq,us)r, = 0. O

Bemerkung 6.5.4. Man kann mit Zusatzaufwand folgendes zeigen: Ist 0 kein
Eigenwert von A, so besitzt A unendlich viele Eigenwerte A\; € R, i € N. Nach
Umnummerierung gilt |\;| — oo fiir ¢ — oc.

Seien u; zugehorige normierte und paarweise orthogonale Eigenfunktionen, d. h.
gelte Au; = A\ju,; und (u;,u;j)p = &;; fiir alle 4, j. Dann kénnen wir f € D(A) als

oo

f(t) = Z(f, Ui) LU

i=1
mit noch genauer zu definierender Konvergenz schreiben.
Fiir weitere Details, auch im Falle von mehreren Raumdimensionen, siehe [6].
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