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1. METRISCHE RAUME

1.1. Metrische Raume. In Dieser Vorlesung beschéftigen wir uns mit topologi-
schen R&dumen und deren Eigenschaften. Wir werden sehen, dass jeder metrische
Raum ein topologischer Raum ist. Einige Aussagen fiir topologische Rdume sind
schon aus den Grundvorlesungen fiir den Spezialfall von metrische Rdume bekannt.
Wenn wir diese hier wiederholen, so dient dies dazu, Parallelen zwischen metrischen
und topologischen Raumen aufzuzeigen.
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Definition 1.1 (Metrik). Sei X eine Menge. Eine Funktion d : X x X — R heift
Metrik, falls die folgenden Axiome fiir alle x, y, z € X erfiillt sind:

(i) d(x,y) > 0 mit Gleichheit genau dann, wenn z = y ist.
(i) d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie).
(iii) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung).

Definition 1.2 (Offene Menge). Sei X ein metrischer Raum.

(i) Sei @ € X und r > 0. Wir definieren eine (offene) Kugel mit Mittelpunkt a
und Radius r durch

B.(a) :={zx € X :d(z,a) <r}.
(ii) Eine Teilmenge A C X heift offen, falls fiir alle x € A ein r > 0 existiert, so

dass B,(z) C A gilt.
(iii) Eine Teilmenge B C X heiflt abgeschlossen, wenn X \ B offen ist.

Satz 1.3. Fine offene Kugel ist eine offene Menge.

Beweis. Sei By(a) die offene Kugel und sei b € B,(a). Definiere p := r — d(a,b).
Fir alle z € B, (b) gilt aufgrund der Dreiecksungleichung

d(z,a) < d(z,b) +d(b,a) < p+(r—p)=r.
Somit ist B,(b) C B,(a) und die Behauptung folgt. O

Satz 1.4. In einem metrischen Raum (X,d), d. h. in einem Raum X mit Metrik
d, gilt

(i) Die leere Menge O und X sind offene Mengen.

(i) Jede Vereinigung von offenen Mengen ist offen.
(iii) Der endliche Durchschnitt offener Mengen ist offen.

Beweis.

(i) Ist offensichtlich, da fiir die leere Menge die Offenheit fiir keinen Punkt iiber-
priift werden muss und da alle Kugeln in X enthalten sind.

(ii) Ist A die Vereinigung offener Mengen {O; };c; und = € A, so gibt es ein i € T
und eine zugehorige offene Menge O; sowie ein r > 0, so dass B,.(z) C O; ist.
Wegen O, C A folgt auch B,.(z) C A und A ist eine offene Menge.

(iii) Seien I = {1,...,n}, {O;}ier eine endliche Familie offener Mengen und A :=

(N O;. Wir wollen nachweisen, dass A offen ist. Fixiere also x € A. Somit gilt
iel

x € O; fir alle i € I. Da die Mengen O; offen sind, gibt es Zahlen r; > 0,
so dass By, (x) C O; ist. Wir definieren nun r := mnIa r;. Da I endlich ist, ist

r > 0. Da r < r; ist, folgt B,(x) C B;,(x) C O,. Damit ist aber B, (x) auch
im Schnitt der Mengen O; enthalten, also B,.(z) C A. Dies war zu zeigen. [

1.2. Stetige Abbildungen.

Definition 1.5 (Stetigkeit). Seien (X,d) und (Y,d’) metrische Rdume.

(i) Eine Abbildung f : X — Y heift stetig in z € X, falls zu jedeme > Oeind > 0
existiert, so dass folgendes gilt: Ist d(a, z) < §, so folgt auch d’'(f(a), f(z)) < e.

(ii) Eine Abbildung f : X — Y heift stetig, falls sie in allen Punkten x € X stetig
ist.



TOPOLOGIE 3

1.3. Aufgaben.
Aufgabe 1.1.

(i) Sei X C R. Definiere d : X x X durch d(x,y) := |x —y|. Zeige, dass (X, d) ein
metrischer Raum ist.
(ii) Sei nun speziell X = [0, 3). Welche der folgenden Mengen sind in (X, d) offen,
welche sind abgeschlossen?
| (0.0 [ 0,123 [ 3 L] 0.3 ] L2 1,2
offen
abgeschlossen

Aufgabe 1.2. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Definiere auf X x X die Funktionen

. d(z,
(1) dl(xay) = 1+(dx(£l’)y)a

(i) d2(x,y) ;== min{1,d(z,y)}.
Zeige, dass dies ebenfalls Metriken auf X sind.

Aufgabe 1.3. Seien (X,d) und (Y,d’) metrische Rdume und f : X — Y eine
Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.
(i) f ist stetig.

(i) wEVX sio 520 ta € Bs(x) = f(a) € B(f(x)).

(iii) f~1(B) ist offen fiir alle offenen Mengen B C Y.

Aufgabe 1.4. Seien (X,d) und (Y,d') metrische Rdume und f : X — Y eine
Abbildung. Kreuze bei den folgenden Aussagen genau die an, die dquivalent zur
Stetigkeit von f sind:

(i) f(A) ist offen fiir alle offenen Mengen A C X.
(ii) f~!(B) ist abgeschlossen fiir alle abgeschlossenen Mengen B C Y.
iti) f(A) ist abgeschlossen fiir alle abgeschlossenen Mengen A C X.

)

(iii

(iv) Fir alle € > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass fir x, y € X mit d(z,y) < ¢ auch
d'(f(z), f(y)) < e folgt.

Aufgabe 1.5 (Hausdorffabstand). Sei X ein metrischer Raum. Bezeichne mit
F(X) die Menge aller beschridnkten abgeschlossenen nichtleeren Teilmengen von

X. Eine Teilmenge A C X heiflt dabei beschrinkt, wenn sup d(z,y) < oo gilt.
T, yEA

Definiere den Hausdorffabstand von zwei Mengen A, B € F(X) durch

dru(A, B) i= max {sup o(z, B), sup plz, A)} ,
T€A reB

wobel

A):= inf d
pla, A) = inf d(z,y)

der Abstand eines Punktes zu einer Menge ist.
Zeige, dass (F(X), d3) ein metrischer Raum ist.

2. TOPOLOGISCHE RAUME

Definition 2.1 (Topologie). Sei X eine Menge. Sei O C P(X) eine Teilmenge der
Potenzmenge von X bzw. eine Menge von Teilmengen von X oder O € P(P(X)).
O heiftt Topologie auf X, falls die folgenden Axiome erfiillt sind:

(i) eO, Xeo0.



(i)

(iii)

OLIVER C. SCHNURER

O ist unter beliebigen Vereinigungen abgeschlossen, d. h.
0;c0, iel = [|Joieo
il

O ist unter endlichen Schnitten abgeschlossen, d. h.

0,€0, i=1,...,n = ﬂOie(’).

i=1

Definition 2.2 (Topologischer Raum).

(i)

(i)
(iii)

Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, ©), wobei X eine Menge und O eine
Topologie auf X ist. (Wir werden spéter auch sagen, dass X ein topologi-
scher Raum ist, wenn es bei der Wahl der Topologie nicht zu Verwechslungen
kommen kann.)

Eine Teilmenge A C X heifit genau dann offen, wenn A € O gilt.

Eine Teilmenge A C X heifit genau denn abgeschlossen, wenn ihr Komplement
offen ist, (X \ A) € O.

Beispiele 2.3 (Topologische Raume).

(i)
(i)
(i)

Sei X eine Menge. Dann ist O := {0, X} eine Topologie auf X. Sie heift
indiskrete Topologie.

Sei X eine Menge. Dann ist O := P(X) eine Topologie auf X, die diskrete
Topologie.

Sei X = R. Enthélt O gerade die Vereinigungen von offenen Intervallen (a, b)
mit a, b € R, so ist R ein topologischer Raum. Diese Topologie heifst natiirliche
Topologie oder Standardtopologie.

Sei X = R. R wird auch zum topologischen Raum, wenn O genau aus §), R
und allen Intervallen der Form (—oo,a) mit a € R besteht.

Sei X = R. R wird ebenso zum topologischen Raum, wenn O genau aus (), R
und allen Vereinigungen von Intervallen der Form (—o0, a] mit a € R besteht.
Sei X eine beliebige Menge. Sei A € O genau denn, wenn X \ A eine endliche
Menge ist oder A = () ist. Diese Topologie heifit kofinite Topologie.

Sei (X,d) ein metrischer Raum. Die Metrik d erzeugt eine Topologie O auf
X vermége der Definition A :€ O genau dann, wenn A die Vereinigung von
offenen Kugeln B, (z), z € X, r > 0, ist. Auf diese Weise induziert die Stan-
dardmetrik auf R™ die natiirliche Topologie oder Standardtopologie des R™.
Falls nicht anders angegeben, werden wir auf metrischen Rdumen stets diese
von der Metrik induzierte Topologie verwenden.

Definition 2.4 (Topologisch dquivalente Metriken). Zwei Metriken d und d’ auf
einem Raum X heifsen topologisch dquivalent, wenn die jeweils induzierten Topo-
logien iibereinstimmen.

Definition 2.5 (Basis). Eine Familie B von offenen Mengen eines topologischen
Raumes (X, O) heifst Basis der Topologie O, wenn jede offene Menge von (X, O)
Vereinigung von Mengen aus B ist.

Satz 2.6. Sei B eine Familie von offenen Mengen von (X, 0). Dann ist B genau
dann eine Basis von (X, 0), wenn zu jedem x € X und zu jedem O € O mit x € O
ein B € B existiert mit x € B C O.
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Beweis. Folgt direkt aus der Definition. O

Satz 2.7. Sei B eine Familie von Teilmengen von X mit den folgenden Eigenschaf-
ten:
(1) U B=X,
BeB
(i) Seien B, B' € B und x € BN B'. Dann gibt es eine Menge A € B mit

x € AC BNDB, d h. der Schnitt BN B’ ist Vereinigung von Mengen aus B.

Besteht O aus allen Vereinigungen von Mengen aus B, dann ist O eine Topologie
auf X und B eine Basis von O. O heifst die durch B definierte Topologie. (Die leere
Menge erhdlt man als Vereinigung tiber die leere Menge als Indexmenge.)

Jede Topologie O’ auf X, die B als Basis besitzt, stimmt mit O tiberein.

Beweis. Die Menge B ist gerade so definiert, dass O insbesondere auch endliche
Schnitte von zwei (und damit von endlich vielen) offenen Mengen enthilt.

Die Eindeutigkeit folgt, da sich in jeder Topologie jede offene Menge als Verei-
nigung von offenen Mengen aus der Basis darstellen ldsst. O

Beispiele 2.8 (Basen der Topologie). Wir setzen das Beispiel 2.3 fort.

(i) Auf R mit der Standardtopologie ist B = {(a,b) : a < b,a,b € Q} eine Basis
der Topologie.

(ii) Sei X = R™ versehen mit der Standardmetrik. Dann bilden die Kugeln mit
rationalen Koordinaten und rationalen Radien eine abzédhlbare Basis der Stan-
dardtopologie.

(iii) Im Beispiel mit den Intervallen der Form (—o0, a), a € R, bilden die Intervalle
der Form (—o0,a), a € Q, eine Basis.

(iv) Im Beispiel mit den Intervallen der Form (—o0,al, a € R, bilden die Intervalle
der Form (—o0,a], a € Q, keine Basis.

Definition 2.9 (Subbasis). Sei § eine Familie von Teilmengen einer Menge X. Sei
B definiert als die Menge aller endlichen Durchschnitte von Mengen in S, so ist B
eine Basis (direktes Nachrechnen). Die Basis erzeugt eine Topologie O, sie heifit die
von S induzierte Topologie. Die Familie S heifst Erzeugendensystem oder Subbasis
dieser Topologie. (Beachte, dass man die Menge X als Schnitt iiber die leere Menge
als Indexmenge bekommt.)

Definition 2.10 (Umgebung). Sei (X, O) ein topologischer Raum, x € X. Eine
Teilmenge U von X heifst Umgebung von z, wenn es eine offene Menge O € O mit
x € O C U gibt. Ist U zusitzlich offen, so heifft U eine offene Umgebung von z.
Die Menge aller Umgebungen von z heifft Umgebungssystem und wird mit U (x)
bezeichnet.

Satz 2.11. In einem topologischen Raum sind die folgenden Aussagen dquivalent.
(i) O ist offen.

(i) O ist eine Umgebung fiir alle x € O.

(iii) Zu jedem x € O gibt es eine Umgebung U € U(x) mit U C O.

Beweis.

e (1) = (2) = (3) folgt direkt indem man U = O wahlt.
e (3) = (1) erhédlt man, indem man die nach Definition einer Umgebung
von z existierende offene Menge A mit A C U C O und = € A betrachtet.
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Satz 2.12. Ein Umgebungssystem U(x) hat die folgenden Eigenschaften:
(i) Aus U CU" und U € U(z) folgt U' € U(x).
(1) Gilt Uv, ... U, € U(x), so folgt N U; € U(x).
i=1

(i11) Ist U € U(x), so gilt x € U. -
(iv) Ist U € U(x), so gibt es eine Menge V € U(x), so dass fir alle y € V die
Aussage U € U(y) gilt.

Beweis.

(i) Klar.
(ii) Betrachte den Schnitt der zugehorigen offenen Mengen, die einen festen Punkt
x enthalten.
(iii) Dies folgt direkt aus der Definition.
(iv) Wéhle eine offene Menge V, die in U enthalten ist. Nach Satz 2.11 ist V
Umgebung aller y € V, also gilt V € U(y) fiir alle y € V. Da U D V ist, folgt
auch U € U(y). O

Satz 2.13. Sei X eine Menge und sei jedem v € X ein System U(z) C P(X)
zugeordnet, das die Eigenschaften aus Satz 2.12 erfillt. Dann gibt es genau eine
Topologie auf X, so dass fir alle x € X die Systeme U(z) ein Umgebungssystem
von x sind.

Beweis.

Eindeutigkeit: Seien O; und O zwei Topologien mit dieser Eigenschaft. Gelte
O € O;. Nach Satz 2.11 ist O Umgebung jedes seiner Punkte. Damit ist O genau
in allen U (z) mit € O enthalten. Diese Umgebungssysteme stimmen fiir O; und
05 iiberein. Nochmals nach Satz 2.11 ist aber O als Umgebung aller seiner Punkte
eine offene Menge, auch in der Topologie Os. Damit stimmen O; und O, iiberein.

Existenz: Definiere, motiviert durch Satz 2.11,

O0:={0CcX:0e€U(x) VzeO}.
O ist unter Vereinigungen abgeschlossen, da Umgebungssysteme auch Obermengen
enthalten. Nach Satz 2.12 ist O auch unter endlichen Schnitten abgeschlossen. (),
X € O ist klar. Somit ist O eine Topologie.

Es bleibt also zu zeigen, dass das von der Topologie induzierte Umgebungssys-
tem U'(x) fiir einen Punkt z € X mit dem vorgegebenen Umgebungssystem U ()
iibereinstimmt. Sei also U’ € U’(z). Nach Definition des Umgebungssystems U’ (x)
existiert daher ein O € O mit « € O C UY’. Nach Definition von O gilt O € U(z).
Da U(x) auch Obermengen enthélt, folgt U’ € U(z).

Sei nun umgekehrt U € U(z). Definiere

U:={y:Uecl(y)}.
Wir behaupten, dass z € U und U € O gelten. Da U € U(z) ist, folgt = € U. Sei
nun y € U. Nach Satz 2.12 existiert daher eine Menge V' € U(y), so dass fiir alle
z € V auch U € U(z) gilt. Daher ist V' eine Teilmenge von U, V. C U. Da V' € U(y)
ist, gilt dies erst recht fiir die Obermenge U, also ist U € U(y) fiir ein beliebiges

Yy € U. Wir haben daher z € U ¢ U und U € O. Nach Definition des von der
Topologie O induzierten Umgebungssystems folgt daher U € U’ (z).
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Damit stimmen die beiden Umgebungssysteme iiberein. O

Definition 2.14 (Umgebung einer Menge). Sei A € X und B € U(zx) fiir alle
x € A, so heift B Umgebung der Menge A.

Definition 2.15 (Umgebungsbasis). Ein Teilsystem B(x) des Umgebungssystems
U(z) heilt Umgebungsbasis von z, wenn zu jedem U € U(z) ein B € B(z) mit
B C U existiert.

Beispiel 2.16. Sei X ein metrischer Raum, x € X. Dann bilden die Kugeln B (x)
eine Umgebungsbasis von .

Definition 2.17 (Abzihlbarkeitsaxiome). Sei (X, ) ein topologischer Raum.

(i) X erfiillt das erste Abzdhlbarkeitsaxiom, wenn jeder Punkt eine abziéhlbare
Umgebungsbasis besitzt.

(ii) X erfiillt das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom, wenn die Topologie O eine abzihl-
bare Basis besitzt.

Beispiele 2.18.

(i) Jeder metrische Raum erfiillt nach Beispiel 2.16 das erste Abzahlbarkeits-
axiom.
(ii) Der R™ erfiillt das zweite Abz&hlbarkeitsaxiom. (Benutze Kugeln mit rationa-
len Radien, deren Mittelpunkte rationale Koordinaten haben.)
(iii) Ist X nicht abzéhlbar, so erfiillt X mit der kofiniten Topologie das erste Ab-
zéhlbarkeitsaxiom nicht.

Definition 2.19 (Rand, ...). Sei (X,O) ein topologischer Raum, A C X eine
Teilmenge von X.
(i) « € X heifst Beriihrpunkt von A, wenn jede Umgebung von z einen nichtleeren
Durchschnitt mit A hat.
(ii) Die Menge der Beriihrpunkte von A heiflt Abschluss (oder abgeschlossene
Hiille) von A und wird mit A bezeichnet.
(iii) Ein Punkt x ist ein innerer Punkt von A, falls A eine Umgebung von z ist.
(iv) Das Innere von A ist als die Menge der inneren Punkte definiert und wird mit
A bezeichnet, der einfachereren Schreibweise wegen aber auch mit int(A).
(v) Ein Punkt z heift Randpunkt, z € A, wenn er Beriihrpunkt von A und von
X\ A ist.

Satz 2.20. Sei (X, 0) ein topologischer Raum.
(1) Z ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthdlt.
(it) A ist die grofte offene Menge in A.

(iii) OA = A\ A.

Bewets.

(i) Das Komplement besteht gerade aus den Punkten, die eine zu A disjunkte
offene Umgebung besitzen. Die Vereinigung dieser Umgebungen ist gerade
das Komplement von A. Oder dquivalent: A ist gerade der Schnitt aller dieser
Komplemente, die nach Konstruktion abgeschlossen sind und A enthalten. Die
kleinste Menge, die A enthélt, existiert, da Schnitte abgeschlossener Mengen
wieder abgeschlossen sind.

(ii) Analog zur Aussage fiir den Abschluss.
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(iii) Ein Punkt x ist ein Berithrpunkt von A und X \ A genau dann, wenn jede
(offene) Umgebung von z einen nichtleeren Schnitt mit A und X\ A hat. Oder
dquivalent: Keine Umgebung von « ist ganz in A oder in X'\ A enthalten. Keine
Umgebung in A impliziert, dass 2 ¢ A ist. Keine Umgebung in X \ A liefert
x € A O

Definition 2.21 (Dichtheit). Sei (X, O) ein topologischer Raum.
(i) Eine Menge A C X heifit dicht in X, falls A = X ist.
(ii) Eine Menge A C X heift nirgends dicht in X, falls A = () gilt.

2.1. Aufgaben.

Aufgabe 2.1. Zeige, dass die beiden Metriken aus Aufgabe 1.2 topologisch dqui-
valent sind.

Aufgabe 2.2. Sei X ein topologischer Raum. Zeige die folgenden Aussagen:
(i) A C X ist genau dann offen, wenn AN JA = () gilt.

(i) A= AUOA.
Aufgabe 2.3 (Zariski-Topologie). Sei X = R™. Eine Menge A C R™ heift offen,
wenn es Polynomfunktionen p; € R[z!, ..., 2"] gibt, so dass R™ \ A = p; *({0})

gilt. Die abgeschlossenen Mengen sind also gerade die gemeinsamen Nulltstellen der
gegebenen Polynomfunktionen. Zeige, dass dies eine Topologie auf R™ definiert.
Hinweis: Formuliere die Axiome einer Topologie zunéchst als Bedingungen fiir
abgeschlossene Mengen.
Zusatz: Benutze den Hilbertschen Basissatz um zu zeigen, dass es auch geniigt,
endliche Mengen von Polynomfunktionen zu betrachten.

3. STETIGE ABBILDUNGEN

Definition 3.1 (Stetigkeit). Seien (X, 0;) und (Y, O3) topologische Raume. Eine
Abbildung f : X — Y heift stetig (von (X, ;) nach (Y, Os)), falls die Urbilder
beliebiger offener Mengen in (Y, O3) offene Mengen in (X, O;) sind, d. h.

-1
o 1) e O

Satz 3.2. Seien (X, 01) und (Y, O2) topologische Riume. FEine Abbildung f : X —
Y st genau dann stetig, wenn die Urbilder abgeschlossener Mengen in Y abge-
schlossene Mengen in X sind.

Beweis. Betrachte die Komplemente. Ist Y = AUB, so gilt auch
X = fHAUfF(B). O
Beispiele 3.3.

(i) Sei (X,0;) ein diskreter topologischer Raum. Dann ist jede Abbildung f :
X — Y fiir jeden beliebigen topologischen Raum (Y, Os) stetig. Diese Eigen-
schaft charakterisiert die diskrete Topologie.

(ii) Sei (Y, O2) ein indiskreter topologischer Raum. Dann ist jede Abbildung f :
X — Y fiir jeden beliebigen topologischen Raum (X, O;) stetig. Diese Eigen-
schaft charakterisiert die indiskrete Topologie.
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(iii) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Funktion f : X — R heift unterhalbst-
etig, wenn fiir alle Folgen x,, = 2 (n — 00) in X

liminf f(,) > f(2)
gilt. f ist genau dann unterhalbstetig, wenn f beziiglich der Topologie
O :={(a,00) : a € R} U {0, R}
stetig ist.

Der folgende kurze Beweis zeigt die Vorteile der topologischen Definition der
Stetigkeit gegeniiber der e-§-Definition.

Satz 3.4. Seien (X, 01), (Y,0s) und (Z,O3) topologische Raume. Sind die Abbil-
dungen f: X =Y und g:Y — Z stetig, so ist auch die Abbildung go f: X — Z
stetig.

Beweis. Es gilt (go f)™t = f~1og ! Ist A C Z offen, so auch g~1(A) und
ftog 1(A) und damit (go f)~1(A). O

Definition 3.5 (Feinheit). Seien @; und Oy Topologien auf einer Menge X. Dann
heifst O, feiner als Oy und Os grober als Oy, falls Oy C O ist, d. h., falls jede offene
Menge beziiglich der Topologie von Qs auch beziiglich der Topologie O offen ist.

Satz 3.6. Auf einer Menge X st die Topologie O1 genau dann feiner als die
Topologie O2, wenn idx : X — X eine stetige Abbildung von (X, O1) nach (X, O3)
15t.

Beweis. Direkt aus der Definition. O

Satz 3.7. Seien (X,01) und (Y, O3) topologische Riume. Sei S eine beliebig ge-
wdhlte Subbasis von Os. Dann ist eine Abbildung f : X — Y ist genau dann stetig,
wenn die Mengen f~1(S) fiir alle S € S offen in (X,01) sind.

Beweis. Benutze, dass fiir alle Mengen A; C Y, i € I, die folgenden beiden Identi-
tiaten gelten:

! (U Ai> =UJr ') wmd ! (ﬂ Ai> =4

i€l i€l i€l i€l
g

Die folgende Definition dhnelt der e-d Definition fiir Stetigkeit aus der Analysis
Grundvorlesung.

Definition 3.8 (Stetigkeit in einem Punkt). Seien (X, O;) und (Y, Oz) topologische
RéAume. Eine Abbildung f : X — Y heifst im Punkte z € X stetig, falls zu jedem
Vel(f(x)) ein U € U(z) mit f(U) CV existiert.

Satz 3.9. Seien (X, 01) und (Y, Os) topologische Riume. Eine Abbildung f : X —
Y ist genau dann stetig, wenn sie in jedem Punkt von X stetig ist.

Bewets.

,=="“ Sei f stetig, x € X und V C Y eine Umgebung von f(z). Dann enthilt
V eine offene Umgebung V' von f(x). U := f~1(V’) ist eine offene Menge, die x
enthilt und daher eine Umgebung von x mit f(U) =V’ C V.
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»<=" Sel V C Y offen. Sei z € X beliebig mit f(z) € V. V ist eine Umgebung
von f(x). Somit gibt es eine (ohne Einschrankung) offene Umgebung von x, U, so
dass f(Uy) C V gilt. Dann ist

U= U U,

zef~H(V)
offen und gleich f=*(V), da z € U, und f(U,) C V gelten. O

Satz 3.10. Seien (X,01) und (Y, O2) topologische Riume. Dann ist f : X =Y
genau dann im Punkte x € X stetig, wenn fir beliebige Umgebungsbasen B(x) und
B(f(xz)) folgendes gilt: Fiir alle B € B(f(x)) existiert eine Menge A € B(x) mit
f(A) C B.

Beweis. Dies folgt direkt aus der Definition. O

Wir haben bereits gesehen, dass die Bilder von offenen oder abgeschlossenen
Mengen unter stetigen Abbildungen im allgemeinen nicht offen oder abgeschlossen
sind.

Definition 3.11 (Offene Abbildungen). Eine Abbildung f : X — Y zwischen
topologischen Raumen (X, ;) und (Y, O3) heifit offen, wenn die Bilder offener
Mengen wieder offen sind. Sie heifft abgeschlossen, wenn die Bilder abgeschlossener
Mengen abgeschlossen sind.

Satz 3.12. Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Riumen (X, 1)
und (Y, O2) ist genau dann offen, wenn die Bilder einer Basis von O1 offen sind.

Beweis. Direkt aus der Definition. O

Satz 3.13.
Seien (X, 01) und (Y, O2) topologische Riume und f : X —'Y eine Abbildung.
(i) Sei f abgeschlossen. Ist B C Y und U C X offen mit f~Y(B) C U, dann
existiert eine offene Menge V.2 B mit f~*(V) C U.
(ii) Sei f offen. Ist B C'Y und A C X abgeschlossen mit f~*(B) C A, dann
existiert eine abgeschlossene Menge F D B mit f~1(F) C A.
(iii) f ist offen < fir alle x € X gilt: Ist U € U(x), so ist f(U) € U(f(x)).

Beweis.

(i) Die Menge X \ U ist abgeschlossen, damit auch f(X\U). V : =Y\ (f(X\U))
ist nun gerade die gesuchte offene Menge. Nach Definition gilt f~1(V) c U
und V O B.

(ii) Funktioniert analog. X \ A und f(X \ A) sind offen. F :=Y \ (f(X \ A4)) ist
die gesuchte abgeschlossene Menge mit F' > B und f~1(F) C A.

(iii) ,,=*: Klar.

»<=" Sei V C X offen. Zeige, dass auch f(V) offen ist. Sei z € V. Es
geniigt zu zeigen, dass f(x) eine (offene) Umgebung in Y besitzt, die in f(V)
enthalten ist. Sei dazu U € U(z) mit U C V. Dann gilt f(U) C f(V) und
f(U) € U(f(z)) und die Behauptung folgt.

O

Definition 3.14 (Homdomorphismus). Eine bijektive Abbildung f : X — Y
zwischen topologischen Rdumen heifst Homéomorphismus oder topologische Ab-
bildung, falls f und f~' stetig sind.



TOPOLOGIE 11

Satz 3.15. Sei f: X — Y eine bijektive Abbildung zwischen topologischen Réu-
men. Dann ist f genau dann ein Homdomorphismus, wenn f stetig und offen (oder
abgeschlossen) ist.

Beweis. Direkt aus den Definitionen. O

Bemerkung 3.16. Seien (X, 0;) und (Y, O2) topologische Réume. Ein Hom6omor-
phismus f : X — Y ordnet die offenen Mengen von (X, ;) bijektiv den offe-
nen Mengen von (Y,0s) zu. Die Zuordnung F : O; — O ist gegeben durch
F(O) := f(O) fir O € Oy.

3.1. Aufgaben.

Aufgabe 3.1. Seien X und Y topologische Rdume. Zeige, dass eine Abbildung
f+ X =Y genau dann stetig ist, wenn fiir alle A C X die Beziehung

f(A) C f(4)
gilt.
Kleiner Zusatz: Gilt fiir stetige Funktionen stets f(A) = f(A)?

Aufgabe 3.2. Sei-: P(X) — P(X) eine Abbildung mit den folgenden Eigenschaf-
ten:

i) 0= L
(ii) A C A fiir alle A C X,
(iii) A= A fiir alle A C X,

(iv) AUB=AUB fiir alle 4, B C X.

Diese Abbildung heifit Hiillenoperator. Zeige, dass auf X genau eine Topologie
existiert, so dass A gerade die abgeschlossene Hiille fiir alle A C X ist. Zeige auch,
dass in einem topologischen Raum X die Abbildung, die A auf die abgeschlossene
Hiille abbildet, ein Hiillenoperator ist.

H:us‘

Aufgabe 3.3. Sei X ein topologischer Raum, A C X eine Teilmenge. Die charak-
teristische Funktion y 4 : X — R von A ist definiert durch

1 z€A,
XA(m)_{O e A

R sei mit der natiirlichen Topologie versehen. Zeige, dass x4 genau in X \ (0A)
stetig ist.

Aufgabe 3.4. Sei X ein topologischer Raum, A C X abgeschlossen. Zeige, dass A
genau dann nirgends dicht in X ist, wenn X \ A dicht in X ist.

Aufgabe 3.5. Sei X ein topologischer Raum, a € X und f, g: X — R zwei in a
stetige Funktionen mit f(a) = g(a). R trage die Standardtopologie. Zeige:

(i) Ist h : X — R eine Funktion, fiir die in einer Umgebung U € U(a) die
Ungleichungen
f(2) < h(z) < g(z) VreU
gelten, dann ist h ebenfalls in a stetig
(ii) Die Funktion h mit R 3 2 + zsin1 € R fiir # # 0 und 0~ 0 ist stetig.
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Aufgabe 3.6. Sei W := 9 ([0,1]®) C R® die Einheitswiirfeloberfléiche, versehen
mit der induzierten Metrik und der dadurch induzierten Topologie. Sei (X, O) ein
topologischer Raum. Zeige, dass f : W — X genau dann stetig ist, wenn die
Abbildungen f|(i—.) fiir alle i € {1,2,3} und c € {0,1} stetig sind.

Aufgabe 3.7. Sei (X,d) ein metrischer Raum, A C X. Zeige, dass die folgenden
beiden Funktionen stetig sind:

(i) Die Metrik d : X x X — R.
(ii) f: X — R, definiert durch f(z) :=d(z, A) = igg d(z,y).
y

4. ERZEUGUNG TOPOLOGISCHER RAUME

In diesem Kapitel lernen wir Methoden kennen, mit denen man aus topologischen
R&umen neue topologische Rdume konstruieren kann.

4.1. Unterraumtopologie.

Bemerkung 4.1 (Erinnerung: Metrische Rdume). Sei (X,d) ein metrischer Raum
und E C X eine Teilmenge. Dann wird E durch die induzierte Metrik d' := d|gx g
auf natiirliche Weise zu einem metrischen Raum.

E wird damit auch zu einem topologischen Raum. Die offenen Mengen in (F,d")
sind gerade die Mengen O’ C E, fiir die es eine offene Menge O C X mit O’ = ONE
gibt. (Vergleiche Aufgabe 1.1).

Definition 4.2 (Unterraumtopologie). Sei (X, O) ein topologischer Raum, E C X.
Definiere O := {ONE : O € O}. (Wir werden gleich zeigen, dass dies eine Topo-
logie ist. Sie heifit Unterraumtopologie, induzierte Topologie oder Spurtopologie.)

Satz 4.3. Sei (X, 0) ein topologischer Raum, E C X. Dann ist (E,OFg) ein topo-
logischer Raum.

Beweis. Wiahle fiir jede offene Menge O C E eine offene Menge O’ € X mit O =
O’ N E und benutze, dass X ein topologischer Raum ist. O

Bemerkung 4.4. Sei (X, Q) ein topologischer Raum und E C X. Die offenen (bzw.
abgeschlossenen) Mengen in (F,Og) sind gerade die Schnitte von offenen (bzw.
abgeschlossenen) Mengen in X mit E.

Im allgemeinen sind die offenen (bzw. abgeschlossenen) Teilmengen von E als
Teilmengen von X nicht offen (bzw. abgeschlossen). Es gilt aber der folgende Satz.

Satz 4.5. Sei (X,0) ein topologischer Raum, E C X. Die offenen (bzw. abge-
schlossenen) Teilmengen von E sind genau dann offen (bzw. abgeschlossen) in X
(beziiglich der natirlichen Inklusion), wenn die Menge E offen (bzw. abgeschlossen)
i X ist.

Beweis. Direkt aus der Definition. O

Beispiel 4.6. Sei X ein topologischer Raum und A ¢ B C X. Trégt B die von
X induzierte Unterraumtopologie, so stimmen die von B und von X induzierten
Unterraumtopologien auf A {iberein.

Satz 4.7. Sei X ein topologischer Raum, E C X und j : E — X die Inklusionsab-
bildung. Die Unterraumtopologie O auf E hat die folgenden Figenschaften:
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(i) Fiir jeden topologischen Raum Y und jede Abbildung g : Y — E gilt: g ist
genau dann stetig, wenn jog:Y — X stetig ist.

(ii) Og ist die grobste Topologie auf E, so dass die kanonische Injektion j : E —
X stetig ist.

Beweis.

(i) Es gilt: j o g ist stetig
<= (jog)1(O) ist fiir alle offenen Mengen O C X offen
< g~ (j71(0)) ist fiir alle offenen Mengen O C X offen
<= ¢ 1O N E) ist fiir alle offenen Mengen O C X offen
<= ¢~ 1(O) ist fiir alle offenen Mengen O C E offen (d.h. fiir alle O € OF)
<= g ist stetig.
(ii) Folgt direkt aus der Definition der induzierten Topologie. (]

Satz 4.8. Seien X und Y topologische Riume, A C X sei mit der Unterraumto-
pologie versehen und f : X — Y sei stetig im Punkt x € A. Dann ist auch die
Restriktion fla : A =Y stetig in x.

Beweis. Dies folgt direkt aus der Definition. O

Bemerkung 4.9. Beachte aber, dass die Stetigkeit der Restriktion f|4 nicht impli-
ziert, dass f : X — Y in einem Punkt aus A stetig ist. Beispiel: X =Y = R,
A=Q, f=xq. fist nirgends stetig, aber f|4 ist in jedem Punkt stetig.

Den folgenden Satz benutzt man, wenn man Abbildungen von einem Raum be-
trachten will, der aus Zellen zusammengesetzt ist.

Satz 4.10. Seien Aq,..., A, abgeschlossene Mengen eines topologischen Raumes
und
n
x=JA.
i=1

Sei Y ein weiterer topologischer Raum. Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann
stetig, wenn fiir alle i die Restriktionen f|a, stetig sind.

Beweis. ,,—*: Gilt nach Satz 4.8.
»<=" Sei B eine abgeschlossene Teilmenge von Y. Wir wollen nachweisen, dass
f~Y(B) in X abgeschlossen ist. Es gilt

[NB) =/ (B)NX = BN (U Az)

=lJ U Bna) = J(fla) M (B)
i=1 i=1
Da f|a, stetig ist, ist (f|a,)"*(B) in A; abgeschlossen. Da A; selber abgeschlossen
ist, ist (f]a,) ' (B) auch in X abgeschlossen. Die endliche Vereinigung abgeschlos-
sener Mengen ist wieder abgeschlossen. Also ist f~!(B) in X abgeschlossen. ([l

Definition 4.11. Seien X, Y topologische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y
heifst Einbettung von X in Y, wenn f ein Hom6omorphismus von X auf f(X),
versehen mit der Unterraumtopologie, ist.
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Satz 4.12. Seien X, Y topologische Riume. Die Abbildung f: X — Y ist genau
dann eine Einbettung, wenn die folgenden Kriterien alle erfillt sind:
(i) [ ist injektiv,
(i) f ist stetig,
(iii) fir alle offenen Mengen U C X ist die Bildmenge f(U) in f(X) eine offene
Menge, d. h. f: X — f(X) ist eine offene Abbildung.

Beweis. Folgt direkt aus der Definition eines Homdomorphismusses. ([l

4.1.1. Aufgaben.

Aufgabe 4.1 (Eingebettete Mannigfaltigkeiten). Sei f : R” — R"™* eine C1-
Abbildung. Fiir alle Punkte € R™ mit f(x) = 0 sei Df(x) surjektiv. (Man sagt,
dass 0 ein reguldrer Wert ist.) Dann heiflt f~!(0) Mannigfaltigkeit.
(i) Sei g: R* — R! von der Klasse C'. Dann ist graph g := {(z, g(z)) € R¥ x R}
eine Mannigfaltigkeit. (Betrachte zunéchst den Fall k =1 =1.)
(ii) Die Sphiire S™ = {z € R"*!: || = 1} ist eine Mannigfaltigkeit.
(iii) Die orthogonalen Matrizen O(n) sind eine Mannigfaltigkeit.

Definition 4.13 (Topologische Mannigfaltigkeiten). Sei X ein topologischer Raum.
X heifit topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n, falls X die folgenden Axio-
me erfiillt:

(i) X ist hausdorffsch, d.h. fiir alle Punkte 2 # y € X gibt es disjunkte offene
Umgebungen U € U(z) und V € U(y), UNV = .
(ii) X besitzt eine abzihlbare Basis.
(iii) X ist lokal hom6omorph zum R™, d.h. fiir jedes x € X gibt es eine offene
Umgebung U, eine offene Menge V' C R™ und einen Homéomorphismus A :
U—=1V.

Aufgabe 4.2 (Topologische Mannigfaltigkeiten I). Zeige, dass S? C R3, versehen
mit der Unterraumtopologie, eine topologische Mannigfaltigkeit ist.

Aufgabe 4.3 (Topologische Mannigfaltigkeiten II). Zeige, dass auch jede eingebet-
tete Mannigfaltigkeit im Sinne von Aufgabe 4.1 eine topologische Mannigfaltigkeit
ist.

Aufgabe 4.4 (Topologische Mannigfaltigkeiten III). Seien M und N topologische
Mannigfaltigkeiten. Dann ist auch M x N eine topologische Mannigfaltigkeit.

4.2. Produkttopologie.

Bemerkung 4.14 (Erinnerung: Metrische Rdume). Seien (Xi,d;) und (X, ds) me-
trische Raume. Dann ist X; x X5 mit der Metrik

d((z1,72), (y1,92)) = \/dl(:vl, Y1)? + da(x2,y2)?

ebenfalls ein metrischer Raum. Dies liefert, induktiv angewandt, gerade die Stan-
dardmetrik auf R™. Aquivalente Metriken erhélt man durch die Definitionen

d((z1,22), (y1,y2)) = max{di (21, y1), d2(22, y2) }
oder
d((z1,22), (Y1,92)) = di(w1,y1) + d2(22, Y2).
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Dies lésst sich auch direkt auf das Produkt von endlich vielen metrischen Rdumen
verallgemeinern. Dabei heiffen Metriken d und d’ auf einer Menge A dquivalent,
falls es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so dass fiir allea, b€ A

1
- d(a,b) < d'(a,b) <c-d(a,b)

gilt. Wie im Falle des R™ mit unterschiedlichen Normen sieht man, dass diese Me-
triken alle dquivalent sind. Im Sinne von Definition 2.4 sind diese Metriken damit
insbesondere topologisch dquivalent.

Wir beobachten, dass in endlichen Produkten

n
HXi:Xlx---xXn
=1

Mengen der Form
Xy X X Xjo1 X O X Xy X oo X Xy

und endliche Schnitte davon eine Basis der von der Metrik induzierten Topologie
bilden, wobei O C X, eine offene Menge ist. Mit Hilfe dieser Beobachtung wollen
wir auf dem Produkt topologischer Rdume eine Topologie definieren.

Definition 4.15 (Produkttopologie). Sei (X;, O;)ics eine Familie topologischer
R&ume. Definiere X := ][ X; sowie die natiirlichen Projektionen p; : X — X;
iel
durch X 3z = (29)jer = 2" € X,.
Auf X definieren wir Elementarmengen: Sei K C I endlich und O C X}, offen

flir alle kK € K. Dann heifst

() P '(Or)

keK
Elementarmenge von X. Die Elementarmengen bilden die Basis einer Topologie O
(da insbesondere endliche Schnitte von Elementarmengen wieder offen sind). Diese
Topologie heikt Produkttopologie. (X, O) heift Produktraum oder topologisches
Produkt der (X;, O;)icr-

Beispiele 4.16.

(i) Auf R™ stimmt die natiirliche Topologie mit der Produkttopologie iiberein.

(ii) Seien X; topologische Rdume und 4; C X;. Dann stimmt auf [ A; C [] X; die
Unterraumtopologie der Produkttopologie von [ X; mit der Produkttopologie
der Unterraumtopologie der A; C X; iiberein.

Satz 4.17.
Sei X = [] X; ein topologischer Raum mit der Produkttopologie.
iel
(i) Die Projektionsabbildungen p; : [ X; — X; sind stetig und offen.
iel
(i) Die Produkttopologie auf || X; ist die grobste Topologie auf X, so dass alle
icl
Progektionen p; : X — X stetig sind.

Beweis.

(i) Direkt aus der Definition.
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(i) Sei O C Xj offen, k € I. Daher ist p; '(O) offen. Diese Elementarmengen
bilden eine Subbasis der Topologie. In jeder anderen Topologie sind diese
Mengen aufgrund der Stetigkeit der pj aber auch offen. Daher kann solch eine
Topologie héchstens feiner sein. [

Sei (g;)ier eine Familie von Abbildungen g; : Y — X; zwischen topologischen

Raumen. Dann definiert dies eine Abbildung ¢ : ¥ — ][ X; vermoge g(y) =
iel
(9:(y))icr- Es gilt g; = p; o g. Umgekehrt sei nun eine Abbildung ¢ : YV — [[ X,
ierl
gegeben. Dann definiert dies Abbildungen g; : Y — X; vermoge g; := p; o g.

Satz 4.18. Sei (Y,0) ein topologischer Raum, X = [] X; das Produkt von topo-
iel

logischen Raumen (X;, O;). Dann ist die Abbildung g : Y — X genau dann stetig,

wenn fur alle i € I die Abbildungen g; := p; o g stetig sind.

Beweis. ,,=—*: Die Abbildungen g; sind als Kompositionen stetiger Abbildungen
wieder stetig.

»<=" Wir wollen benutzen, dass es nach Satz 3.7 geniigt zu zeigen, dass die
Urbilder einer Subbasis offen sind. Sei also O € O; offen fiir ein i € I. Mengen der
Form p; ' (O) bilden eine Subbasis der Topologie auf [[ X;. Wir erhalten

iel
g (171(0) = (piog) ' (0)=g;'(0) €O
und die Behauptung folgt. O

Satz 4.19. Seien X; undY; topologische Riume, i € I, mit X; # 0 fir alle j € I.
Seien f; : X; — Y;, i € I, Abbildungen. Dann ist die Abbildung
0 x=11v
iel iel
(i)ier = (fi(@i))ier
genau dann stetig, wenn die Abbildungen f; fiir alle i € I stetig sind.

Beweis. Seien p; : X — X; bzw. 7; : Y — Y; die natiirlichen Projektionsabbildun-
gen

nx. 7 _1Iv
i€l icl

4‘1 \L
Si | | Pi el
i

\ 1

X, —" v,

»=—": Seien die Abbildungen f; stetig. Dann ist f; op; : [[ X; — Y; stetig und
icl
nach Satz 4.18 ist damit auch f stetig, da f; o p; = m; o f gilt.
»<=" Sei nun f stetig. Sei (a;);cs ein fester Punkt aus [] X;. Definiere fiir jedes

il
j € I die Abbildung s; : X; — X durch
sj(wj) = (2i)ier mit z; = {ai Z # j.’
T 1=].

Nach Satz 4.18 sind die Abbildungen s; stetig. Es gilt f; = 7; o f o s;. Daher ist
auch f; fiir jedes j € I stetig. O
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Bemerkung 4.20. Vergleichen wir noch einmal die definierenden Eigenschaften der
Untterraumtopologie und der Produkttopologie.

(i) Nach Satz 4.7 ist die Unterraumtopologie die grobste Topologie auf £ C X,
so dass die kanonische Inklusionsabbildung j : £ — X stetig ist.
(ii) Nach Satz 4.17 ist die Produkttopologie die grobste Topologie auf [] X;, so
il
dass die Projektionsabbildungen p; : [] X; — X stetig sind.
il
(iii) Weiterhin haben wir gesehen (Sétze 4.7 und 4.18), dass eine Abbildung g
von einem topologischen Raum Y in einen Teilraum E C X bzw. in einen

Produktraum [] X; genau dann stetig ist, wenn j o g bzw. p; o g fiir jedes
i€l
1 € I stetig sind.
4.3. Initialtopologie. Die Eigenschaften aus Bemerkung 4.20 wollen wir verwen-
den, um die Initialtopologie zu definieren. Sie verallgemeinert die Produkttopologie
und die Unterraumtopologie.

Definition 4.21 (Initialtopologie). Sei E eine Menge, (X;, O;);csr eine Familie
von topologischen Rdumen und (f; : E — X;);cr eine Familie von Abbildungen.
Eine Topologie auf F heift Initialtopologie beziiglich (X;, O;, fi)icr, wenn sie die
folgende Eigenschaft hat: Fiir jeden topologischen Raum Y und jede Abbildung
g :Y — FE ist g genau dann eine stetige Abbildung, wenn f; o g fiir jedes i € I
stetig ist.

y 2o F

f& J/fi

X,

Beispiel 4.22. Ist die Indexmenge I einelementig, ist also nur ein f : £ — X
gegeben, so sind die offenen Mengen in E in der Initialtopologie gerade die Urbilder
offener Mengen in X.

Satz 4.23 (Eindeutigkeitssatz). Falls eine Initialtopologie T auf E beziglich der
Familie (X;, O;, fi)ic1 existiert, so ist I die grobste Topologie, fir die die Abbildun-
gen f; stetig sind. Daher ist T eindeutig bestimmit.

Beweis. Betrachte die beiden kommutativen Diagramme

(B,7) % (B,7) wd (B,0) % (B,1)

fi —m lf'i \ lf'i

Xi Xi~

Im ersten Diagramm wéhlen wir ¢ = id. Nach Definition ist ¢ genau dann stetig,
wenn f;og = f; stetig ist. Die Identitét ist stetig, da wir in beiden R&umen dieselbe
Topologie verwenden. Somit ist f; stetig.

Sei auch im zweiten Diagramm g = id. Sei weiterhin (E,O) ein topologischer
Raum, so dass jede Abbildung f; : (E,O) — X stetig ist. Dann ist nach Definition
der Initialtopologie auch g selber stetig. Damit muf aber die Topologie O feiner als
die Topologie 7 sein. [
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Satz 4.24 (Existenzsatz). Definiere M; = {f7'(0): 0 € O;}. Dann ist S =
U M, eine Subbasis der Initialtopologie auf E beziglich (X;, Oy, fi)icr-

i€l

Beweis. Die Mengen M; und S sind gerade so definiert, dass die Abbildungen
fi B — X stetig sind. Ist also g stetig, so ist damit auch f; o g stetig.

Sei nun f; o g fiir jedes ¢ € I stetig. Wir wollen nachweisen, dass dann auch g
stetig ist. Sei also S € S. Nach Satz 3.7 geniigt es, nachzuweisen, dass g~ 1(9) offen
ist. Nach Definition von S existieren ein i € I und ein O € O, so dass S = f; }(O)
ist. Es gilt nun

g7 (S) =97 (£710)) = (fie9)~(0).
Da nach Voraussetzung f; o g fiir alle i € I stetig ist, ist g71(S) = (fi o g)~1(O)
offen, was zu zeigen war. O

4.4. Finaltopologie, Quotiententopologie. Wir wollen wieder universelle Ei-
genschaften fiir die Definitionen dieser Topologien verwenden. Hier verwenden wir
nun zu den obigen universellen Eigenschaften ,duale” Eigenschaften.

Definition 4.25 (Finaltopologie). Sei E eine Menge, (X;, O;);cr eine Familie to-
pologischer Rdume und (f; : X; — E);e; eine Familie von Abbildungen. Eine
Topologie auf E heift Finaltopologie beziiglich der Familie (X;, O;, fi)ier, falls sie
die folgende Eigenschaft hat:

XiL>E

"N

Y

Fiir jeden topologischen Raum Y und jede Abbildung g : F — Y ist g genau dann
stetig, wenn g o f; fiir jedes i € I stetig ist.

Wie bei der Initialtopologie haben wir einen Existenz- und einen Eindeutigkeits-
satz sowie eine Charakterisierung der Finaltopologie.

Satz 4.26 (Eindeutigkeitssatz). Fualls auf E eine Finaltopologie beziglich der Fa-
milie (X;,O;, fi)icr existiert, so ist sie die feinste Topologie auf E, fir die die
Abbildungen f; stetig sind. Daher ist sie eindeutig bestimmt.

Beweis. Ahnlich wie bei der Initialtopologie; Ubung. (Il

Satz 4.27 (Existenzsatz). Definiere M; := {O C E: f7'(0) € O;} und M :=
() M;. Dann ist M die Finaltopologie auf E.

iel

Beweis. Ahnlich wie bei der Initialtopologie; Ubung. ]

Definition 4.28 (Quotiententopologie). Sei X ein topologischer Raum und ~ eine
Aquivalenzrelation auf X. Sei 7 : X — X/~ die kanonische Projektion auf die
Aquivalenzklassen X /~. Die finale Topologie auf X/~ beziiglich 7 heift Quotien-
tentopologie auf X/~. Versehen mit dieser Topologie heifit X/~ Quotientenraum
oder Faktorraum beziiglich der Relation ~.

Bemerkung 4.29. Die Quotiententopologie auf X/~ ist die feinste Topologie, fiir
die 7 : X — X/~ stetig ist, d.h. A C X/~ ist genau dann offen, wenn 7~1(A) offen
in X ist.
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Beispiel 4.30. Betrachte auf R die Aquivalenzrelation z ~ y <= z —y € Z. Der
Quotientenraum R/~ ist homdomorph zum Einheitskreis S*.

4.4.1

. Aufgaben.

Aufgabe 4.5. Beweise Satz 4.26.

Aufgabe 4.6. Beweise Satz 4.27.

4.5. Identifizierungstopologie, Zusammenkleben von Riumen.

Satz 4.31. Seien X und Y topologische Riume und f : X — Y eine stetige
Abbildung. Definiere auf X die Aquivalenzrelation ~ durch

zey = f(z) = f(y)

Zerlege f wie folgt in eine surjektive, eine bijektive und eine injektive Abbildung:

(4.1)

X ! Y

N, A

X/~ —T s ().

Dann gilt

()
(i)

Die Abbildungen 7, f und j sind stetig.

Die Abbildung f ist genau dann ein Homéomorphismus, wenn das Bild jeder
offenen (oder jeder abgeschlossenen) Menge der Form f~'(A) unter f offen
(bzw. abgeschlossen) in f(X) ist.

Beweis.

(i)

Nach Definition der Quotiententopologie auf X/~ ist 7 stetig. Die Abbildung
7 ist als die kanonische Injektion des mit der Unterraumtopologie versehenen
Raumes f(X) C Y in Y stetig. Die Unterraumtopologie auf f(X) stimmt
nach Beispiel 4.22 mit der Initialtopologie beziiglich der Injektionsabbildung
j ¢ f(X) — Y diberein. Die Abbildung f = j o f o 7 ist stetig. Dies ist
nach Definition der Initialtopologie dquivalent zur Stetigkeit von fon. Da die
Quotiententopologie auf X/~ mit der Finaltopologie beziiglich 7 : X — X/~
iibereinstimmt, ist die Stetigkeit von f o 7 #quivalent zur Stetigkeit von f.

Die Mengen in X/~ sind gerade von dieser Form, wobei A C Y beliebig ist.
Daher folgt die Aussage, denn eine stetige offene bijektive Abbildung ist ein
Homéomorphismus (Satz 3.15). O

Definition 4.32 (Identifizierungstopologie). Ist in der Zerlegung in (4.1) die Ab-
bildung f ein Homdomorphismus, so heift f identifizierende Abbildung. Ist f zu-
sdtzlich surjektiv, so heiftt die Topologie von Y Identifizierungstopologie beziiglich
f. (Es handelt sich dann ndmlich um dieselbe Topologie wie auf X, wenn man dort
Punkte mit gleichen Bildern identifiziert und die Quotiententopologie beziiglich
dieser Identifikation verwendet.)



20 OLIVER C. SCHNURER

Bemerkung 4.33. Tragt Y die Identifizierungstopologie, so vereinfacht sich die Zer-

legung von f in (4.1) zu

X/~

Satz 4.34. Ist f : X = Y stetig, surjektiv und offen oder abgeschlossen, so trigt
Y die Identifizierungstopologie beziiglich f.

Beweis. Beachte dazu, dass die Voraussetzungen an Offenheit oder Abgeschlossen-
heit stérker sind als in Satz 4.31. O

Beispiele 4.35.

(i) Sei f :[0,27r] — S! gegeben durch x + (sinx,cosz). Dann ist f eine ab-
geschlossene surjektive stetige Abbildung. Somit ist [0, 27]/~; hom&omorph
zum Einheitskreis. (Dasselbe Beispiel funktioniert auch mit f : R — S*, nur
muss man dann benutzen, dass f offen ist.)

(ii) Sei X := R"*!\ {0}. Definiere auf X eine Aquivalenzrelation ~ durch z ~
Y = Eo : * = \y. Die Abbildung f : X/~— S" mit f([z].) = 7 ist
ein Homéomorphismus. Sei m : X — X/~ die kanonische Projektion. Die

Identifizierungstopologie auf S beziiglich f = f o m stimmt daher mit der
Unterraumtopologie von S™ iiberein.

Definition 4.36 (Topologische Summe). Sei (X;, O;)ics eine Familie disjunkter

topologischer Rdume. Dann heifft |J X;, versehen mit der Finaltopologie beziiglich
il
der kanonischen Injektionen j; : X; — |J X;, topologische Summe von (X;)e;r.
il
Sind die Teilmengen X; nicht disjunkt, so geht man vorher zur Familie (X; x
{i})ier uUber.

Bemerkung 4.37. Eine Teilmenge O C |J X; ist genau dann offen, wenn fiir jedes
il
1 € I die Menge ON X; in X; offen ist. Auf den Mengen X; induziert die Topologie

auf |J X; als Teilraumtopologie die urspriingliche Topologie O; auf X;.
i€l

Definition 4.38 (Zusammenkleben von Réumen). Seien X und Y disjunkte to-
pologische Rdume, A C X eine abgeschlossene Teilmenge und f : A — Y eine
Abbildung. Wir definieren auf X UY eine Aquivalenzrelation ~ durch

(21,22 € A und  f(z1) = f(22)) oder

(21 € A, 29 € f(A) und f(z1) =22) oder

(€A, 21 € f(A) und f(22) =2) oder

(Zl = 22).

Den Faktorraum (X UY')/~ bezeichnen wir mit ¥ Uy X. Y Uy X heiflt der durch
Zusammenkleben von X mit Y mittels f entstandene Raum.

21 ~ 29 i

Bemerkung 4.39. Insbesondere werden beim Zusammenkleben von XUY zu YUy X
die Punkte aus f(A) mit allen ihren Urbildern identifiziert.
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Beispiele 4.40.
(i) Sei X =1[0,1], A= {0} U {1}, Y = [2,3] und f(0) = 2, f(1) = 3. Dann ist
X Uy Y homdomorph zu S'.
(ii) Sei X = B1(0) C R", A =9B1(0), Y = {p} eine einpunktige Menge und sei
f(z) =p fir alle x € A. Dann ist Y Uy X hom6omorph zu S™.

Definition 4.41 (Ankleben von Zellen). Definiere D™ := B;(0) C R"™ als die
abgeschlossene n-dimensionale Einheitskugel, e® := B;(0) C R" als die offene
n-dimensionale Einheitskugel und S"~! := 9B;(0) = D" \ D" als die (n — 1)-
dimensionale Sphére. Wir nennen auch D" einen n-dimensionalen Ball, e" eine
n-dimensionale Zelle und S™ eine n-dimensionale Sphére.

Sei X ein topologischer Raum und f : S~ ! — X eine Abbildung. Wir sagen, dass
X Uy D™ (oder ein dazu homéomorpher Raum) durch Ankleben (oder Anheften)
einer n-Zelle mittels f entstanden sei. Man schreibt auch laxerweise X Uy e™ statt
X Uy D™,

Bemerkung 4.42. Seip: X UD"™ — X Uy D™ die kanonische Projektion. Dann ist
Plen : €™ — p(e™) ein Homdomorphismus. Dies erklart, warum man vom Anhef-
ten/Ankleben einer n-Zelle spricht.

Beispiele 4.43.

(i) Sei X = D" und f : S"~! — D" die kanonische Inklusionsabbildung (in einen
zweiten n-Ball). Dann ist X Uy D™ eine n-dimensionale Sphére.

(i) Sei X :={(z,y) eR?:0<2<1,0<y<1},A:={(z,y) eX:2 =0V =
1}, Y :=[0,1]. Sei f : A — Y definiert durch f(0,y) :=y und f(1,y) :=1—y.
Dann ist M :=Y Uy X homéomorph zu dem Mdbiusband.

Der Rand M = M \ M des Mdbiusbandes ist homdomorph zu S!. Somit
lasst sich an M eine 2-Zelle mittels einer Abbildung g : S' — OM ankleben.
Wir konnen fiir g einen Homdomorphismus wéahlen. Wir erhalten einen neuen
Raum. (Dieser ist homdomorph zu P2.)

Wir kénnen auch mehrere Zellen gleichzeitig ankleben.

Definition 4.44. Seien D™ x {i}, i € I, n-Bélle und f; : S"~! x {i} — X stetige

Abbildungen der dazugehérigen (n — 1)-Sphéren in einen topologischen Raum X.

Sp~t = U (S"7! x {i}) ist ein Unterraum von D7 := |J (D" x {i}). Wir erhalten
il i€l

eine stetige Abbildung f : S¥~! — X durch die Definition f(z,i) := fi(z). Man

sagt, dass X' := X Uy D} durch Ankleben der n-Zellen e x {i}, i € I, an X

entstanden sei.

CW-Komplexe wurden von J. H. C. Whitehead eingefiihrt. Sie werden induktiv
definiert. (CW steht fiir “closure-finite weak topology”.)

Definition 4.45 (CW-Komplex). Ein nulldimensionaler CW-Komplex ist eine
Menge von Punkten, die mit der diskreten Topologie versehen ist.
Ein n-dimensionaler CW-Komplex ist ein Raum der Form X Uy e}, wobei f

stetig, X ein k-dimensionaler CW-Komplex mit k¥ < n und e} = |J (e* x {i}) die
=
topologische Summe von n-Zellen mit n > 1 ist.
Wir fordern zusétzlich, dass die Gesamtzahl der Zellen endlich ist.
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Beispiele 4.46.

(i) S? ist homdomorph zu einem zweidimensionalen CW-Komplex. Man klebt
zunéchst eine 1-Zelle e! an einen Punkt und erhilt einen zu S' homdomorphen
Raum. Durch Ankleben von zwei 2-Zellen e? und e3 an den entstandenen
Raum erhilt man einen zu S? homéomorphen Raum.

(ii) Man erhilt auch einen zu einer S homéomorphen CW-Komplex, indem man
eine 2-Zelle an einen Punkt klebt.

(iii) Klebt man eine n-Zelle an einen Punkt, so erhilt man einen n-dimensionalen
CW-Komplex homéomorph zu S™.

4.5.1. Aufgaben.

Aufgabe 4.7. Sei X ein topologischer Raum. Tragen A C X und B C X die
Unterraumtopologie. Gelte X = AU B. Sei M eine Menge mit M C AN B. Ist
M C AN B offen (abgeschlossen) in A und in B, so ist M auch offen (abgeschlossen)
in X.

Aufgabe 4.8. Seien X und Y topologische Rdume und gelte A C X sowie B C Y.
Zeige:

(i) int(A x B) =int A x int B

(i) Ax B=AxB

(iii) O(A x B) = (A x B) U (A x 0B)
Aufgabe 4.9. Sei p; : RxR — R die Projektion auf den ersten Faktor, p;(z,y) :=
x. Zeige, dass p; nicht abgeschlossen ist.

Aufgabe 4.10. Seien X;, i € I, topologische Rdume und seien A; C X; Teilmengen
mit der induzierten Topologie (Unterraumtopologie).
(i) Die Produkttopologie auf [] A; und die Unterraumtopologie, die von [] X;
i€l iel
auf [] A; induziert wird, stimmen iiberein.
icl
(ii) Fixiere j € I. Die Finaltopologie auf X; beziiglich der Projektionsabbildung
pj : [ Xi = X ist gerade die urspriingliche Topologie auf X .
i€l
Aufgabe 4.11. Gib eine Basis fiir die folgenden Topologien an:

(i) Die feinste Topologie auf dem Einheitskreis S! C R?, so dass die Abbildung
t — (cost,sint), t € [0,2n], stetig ist. (Das Intervall [0, 27| triagt dabei die
iibliche Topologie.)

(ii) Die feinste Topologie auf dem Einheitskreis S' € R?, so dass die Abbildung
t +— (cost,sint), t € (0,27), stetig ist.

(iii) Die feinste Topologie auf dem Einheitskreis S' C R?, so dass die Abbildung
t — (cost,sint), t € [0, 2), stetig ist.
(iv) Die grobste Topologie auf St so dass die Abbildung

(cost,sint) — cost,
also die Projektion auf die erste Komponente, fiir ¢ € [0, 27) stetig ist.

Aufgabe 4.12 (Box-Topologie). Sei (X;);cr eine Familie von topologischen Rau-

men. Dann bilden in [] X; die Mengen der Form [] U;, wobei U; C X; offen ist,
i€l el

eine Basis einer Topologie. Zeige dies. Diese Topologie heifsit Box-Topologie.
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Aufgabe 4.13. Seien X und Y topologische Rdume und f : X — Y eine Abbil-
dung. Sei (A;);cs ein System von abgeschlossenen Teilmengen von X, die eine lokal
endliche Uberdeckung von X bilden, d.h. es gilt:

(i) Jedes A;, i € I, ist abgeschlossen.
(i) U A; = X, d.h. X ist die Vereinigung der Mengen A;.
iel
(iii) Zu jedem z € X gibt es eine Umgebung U(x), so dass U(z) nur mit endlich
vielen A;’s einen nichtleeren Schnitt hat, also {i € I : A, NU(x) # 0} endlich
ist, d. h. die Vereinigung ist lokal endlich.

Dann gilt: Sind alle Abbildungen f|a, : A; — Y stetig, so ist auch f : X — Y
stetig. (Die Umkehrung gilt ebenfalls.)

5. ZUSAMMENHANGENDE RAUME

Definition 5.1 (zusammenhéngend). Ein topologischer Raum (X, O) heift zu-
sammenhéngend, wenn X nicht disjunkte Vereinigung von zwei offenen nicht leeren
Mengen ist. D. h. gilt X = O; U Oy fiir zwei offene nicht leere Mengen O; und Oa,
so gilt O1 N Oy # 0.

Bemerkung 5.2. Aquivalent dazu ist die Definition, wenn man ,offene Mengen*
durch ,abgeschlossene Mengen* ersetzt.

Satz 5.3. Fin topologischer Raum (X, O) ist genau dann zusammenhdangend, wenn
() und X die einzigen Mengen sind, die sowohl abgeschlossen als auch offen sind.

Beweis. Klar (Ubung). O

Satz 5.4. FEin topologischer Raum (X, O) ist genau dann nicht zusammenhéingend,
wenn es eine stetige surjektive Abbildung von X auf einen diskreten Raum mit
mindestens zwei Punkten gibt.

Beweis. Klar (Ubung). O

Satz 5.5. Sei (X,0) ein zusammenhingender topologischer Raum und f : X — Z
eine stetige Abbildung. Dann ist f konstant.

Beweis. Klar (Ubung). O

Definition 5.6. Sei (X, ) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifst
zusammenhéangend, wenn A, versehen mit der induzierten Topologie, ein zusammen-
héngender Raum ist. D. h. es gibt keine offenen Mengen O; und O mit O1UO3 D A,
OlﬂOQQA:(Z), OlﬂA;«é(Z)undOgﬂA#@.

Beispiele 5.7.

(i) Intervalle der Form [a,b], [a,b), (a,b] und (a,bd) mit a, b € RU {—o00, 00} sind
zusammenhéngend. (Wire eines dieser Intervalle nicht zusammenhéngend, so
finden wir Punkte z und y (ohne Einschrinkung z < y) mit x € O; und
y € O mit offenen Mengen O; und O wie in der Definition einer zusam-
menhéngenden Teilmenge. Betrachte ¢ := sup{z € [z,y] : z € O1}. t € O
widerspricht der Maximalitét, ¢ € Oy der Definition von ¢, da das Supremum
von Punkten in Oy durch Punkte in O; von unten approximierbar ist. Da aber
t € O1 UOs gilt, erhalten wir einen Widerspruch.)

(ii) AuRer der leeren Menge sind alle anderen Teilmengen von R als die oben
aufgefiihrten Intervalle nicht zusammenhéngend.
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(iii) Die leere Menge und ein Raum, der genau einen Punkt enthélt, sind zusam-
menhéngend. Ein diskreter Raum mit zwei oder mehr Punkten ist nicht zu-
sammenhéngend.

(iv) Q ist nicht zusammenhéngend. (Zerlege an einer irrationalen Zahl.)

Satz 5.8. Sei X ein topologischer Raum und A C X zusammenhingend. Gill
A C B C A, so ist auch B zusammenhdngend.

Beweis. Angenommen B wiére nicht zusammenhéngend. Dann gibt es zwei offene
Mengen O; und Os in X mit (BNO1)U(BNO3) =B, (BNO1)N(BNO2) =10
und BNO; # § fir ¢ = 1, 2. Es folgt, dass auch (AN O;) U(AN0Os3) = A und
(ANO1)N(ANO2) = B gelten. Wihle nun Punkte b; € BN O; fiir i = 1, 2. Es gilt
b; € A. Somit gilt fiir jede offene Menge O C X mit b; € O auch O N A # (). Dies
liefert aber insbesondere O; N A # (. Mit Hilfe der beiden offenen Mengen O; und
O4 koénnte man also zeigen, dass A nicht zusammenhéngend ist. Widerspruch. O

Satz 5.9. Sei X ein topologischer Raum und A C X sei zusammenhdingend. Sei
B C X. Enthdlt A einen inneren Punkt von B und einen dufSeren Punkt von B
(d. h. einen Punkt, der eine zu B disjunkte Umgebung besitzt), so enthdlt A auch
einen Randpunkt von B.

Beweis. Wenn A keine Randpunkte von B enthielte, wiren die beiden Mengen B
und int (X \ B) eine Uberdeckung von A durch zwei offene Mengen, deren Schnitt mit
A jeweils nichtleer wire. Da A aber zusammenhéngend ist, ist dies unmoéglich. [

Satz 5.10. Sei X zusammenhdngend und f : X —'Y stetig. Dann ist auch f(X)
zusammenhdngend.

Beweis. Falls nicht, so gibt es in f(X) offene disjunkte nichtleere Mengen O; und
Oz mit O; UOy = f(X) und O; N Oy = . Dann sind die Urbilder f~*(O;) und
f71(0y) offene disjunkte nichtleere Mengen, die X iiberdecken. Widerspruch. [

Korollar 5.11 (Zwischenwertsatz). Sei X eine zusammenhdingende Menge und
f X — R eine stetige Funktion. Seien s, t € f(X). Dann nimmt f jeden Wert
zwischen s und t an.

Beweis. f(X) ist ein Intervall. O

Wir wollen zeigen, dass die Vereinigung zweier zusammenhingender Mengen
wieder zusammenhéngend ist, wenn ihr Durchschnitt nichtleer ist. Dazu bendtigen
wir etwas Vorbereitung.

Definition 5.12. Sei X ein topologischer Raum und a, b € X. Eine einfache Kette
zwischen a und b ist eine Folge von offenen Mengen Uy, ..., U, in X mit
(i) a €Uy, a g U, firi#1,
(ii) be U,, b¢ U, fir i #n,
Beachte, dass wir nicht voraussetzen miissen, dass die offenen Mengen auch zu-
sammenhangend sind.

Lemma 5.13. Sei X ein topologischer Raum und U eine Uberdeckung von X durch
offene Mengen. Definiere auf X eine Relation ~ durch a ~ b <= FEs gibt eine ein-
fache Kette zwischen a und b mit Elementen aus U. Dann ist ~ eine Aquivalenzre-
lation und die Aquivalenzklassen sind offen und abgeschlossen (als Teilmengen von

X).
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Beuweisskizze. Reflexivitdt und Symmetrie sind klar. Zur Transitivitdt: Fiigt man
die beiden einfachen Ketten aneinander, so erhélt man eine verbindende Kette Uy,
ooy Upy V1, ..., Vi Durch Herauslassen von offenen Mengen (am Ende der ,,U-
Kette“ und dann auch noch am Anfang der ,,V-Kette) erhilt man eine einfache
Kette. Dies zeigt die Transitivitat.

Einfache Ketten bestehen aus offenen Mengen. Also sind die Aquivalenzklassen
offen. Das Komplement einer Aquivalenzklasse ist die Vereinigung aller anderen
Aquivalenzklassen und damit auch offen. Somit ist jede Aquivalenzklasse abge-
schlossen. (]

Satz 5.14. Sei X ein topologischer Raum. Dann ist X genau dann zusammenhdn-
gend, wenn es zu je zwei Punkten a, b € X und jeder Uberdeckung U von X durch
offene Mengen eine Kette zwischen a und b gibt, deren Elemente aus U sind.

Beweis. ,,<=": Sei X nicht zusammenhéngend. Dann gibt es zwei nicht leere offene
Mengen O7 und Oy C X, so dass O U Oy = X und O; N Oy = ) gelten. Dann
ist U := {O1,0} eine offene Uberdeckung von X. Ist a € O; und b € Oy (solche
Punkte existieren, da die beiden Mengen nicht leer sind), so gibt es keine einfache
Kette von a nach b, die aus Elementen von U/ besteht.

,==": Betrachte die in Lemma 5.13 beschriebenen Aquivalenzklassen. Diese sind
nach diesem Lemma gleichzeitig offen und abgeschlossen. Gibt es zwei Punkte,
die nicht durch eine Kette verbunden werden kdnnen, also auch nicht zur selben
Aquivalenzklasse gehoren, so bilden die zugedrigen Aquivalenzklassen (ggf. nach
Vereinigung mit weiteren Aquivalenzklassen) O; und O, eine Zerlegung von X in
zwei offene nichtleere Mengen. Somit kann X nicht zusammenhéngend sein und die
Behauptung folgt. O

Satz 5.15. Seien A, B zusammenhdngende Teilmengen eines topologischen Raum-
es X. Gilt AN B # 0, so ist AU B zusammenhdngend.

Beweis. Nach Satz 5.14 geniigt der Nachweis, dass es zwischen je zwei Punkten zu
jeder Uberdeckung U von AU B durch offene Mengen eine einfache Kette zwischen
a und b aus offenen Mengen gibt. Seien also a € A und b € B beliebig. (Wenn beide
Punkte in A oder in B liegen, folgt die Existenz einer einfachen Kette zwischen
diesen beiden Punkten, da A und B zusammenhéngend sind.) Sei ¢ € AN B # ()
beliebig. Dann gibt es eine einfache Kette von a nach ¢ (A ist zusammenhéngend)
und eine einfache Kette von ¢ nach b (B ist zusammenhingend). Aufgrund der
Transitivitit der Aquivalenzrelation ,es gibt eine einfache Kette aus Mengen in
U“ gibt es also auch eine einfache Kette von a nach b und es folgt, dass AU B
zusammenhéangend ist. O

Satz 5.16. Sei X = [[ X; das topologische Produkt nichtleerer Mengen X;. Dann
il

ist X genau dann zusammenhdngend, wenn jede Menge X; zusammenhdngend ist.
Beweis. ,—*: Ist X zusammenhingend, so ist auch X; = p;(X), das Bild unter
der stetigen Projektionsabbildung, zusammenhéngend.

<" Seien alle Mengen X; zusammenhingend. Sei a € [[ X;. Sei E als die

iel
Menge aller Punkte in [] X; definiert, die mit a in einer gemeinsamen zusammen-
icl

héngenden Menge liegen. Aus dem Beweis von Satz 5.15 folgt dann, dass auch die
Menge E zusammenhéngend ist, da E die Vereinigung von zusammenhingenden
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Mengen ist, die alle den fixierten Punkt a enthalten. Wir wollen nun nachweisen,

dass E = X ist. Dann folgt die Behauptung, denn nach Satz 5.8 ist mit £ auch der

Abschluss zusammenhéngend. Betrachte also eine Elementarmenge U # (). Wir wol-

len zeigen, dass ENU # () ist. Die Elementarmenge habe die Form U = ( p; ' (Uy),
keEK

wobei K C I eine endliche Teilmenge ist und die Mengen ) # U, C X} offen
sind. Wir diirfen annehmen, dass K = {1, ..., n} gilt. Wihle Punkte b, € Uy, fiir
1 < k < n. Wir definieren nun die folgenden Mengen:

E, = {x = HXi : xp beliebig, z; = q; sonst} ,
i€l

By = {m S HXi 1wy = by, xo beliebig, x; = a; sonst} ,
iel

ey

E, = {x S HXZ' tx; =b;, fir 1 <i<mn-—1, z, beliebig, x; = a; sonst} .
iel

Die Mengen F; sind homéomorph zu X; und daher zusammenhéngend. Nach De-

finition ist fiir 1 <4 <n F; N E;1; # (. Daher ist auch A := |J E; nach Satz 5.15

=1
zusammenhéngend. Es gelten a € A und a € E. Nach Definition von E folgt also
A C E. Nach Definition von E,, ist ) # E, NU, also auch ANU # (. Wir erhalten
ENU # () und die Behauptung folgt. O

Definition 5.17 (Zusammenhangskomponente). Sei X ein topologischer Raum
und z € X. Die Vereinigung aller zusammenhé&ngenden Mengen von X, welche x
enthalten (und damit die grofte zusammenhéngende Menge, die = enthilt), heifst
Zusammenhangskomponente K (z) von z.

Satz 5.18. Sei X ein topologischer Raum. Fiir x € X ist die Zusammenhangskom-

ponente von x, K(x), zusammenhdingend und abgeschlossen. Es gilt |) K(z) = X.
reX
Fir z, y € X ist entweder K(x) = K(y) oder K(z) N K(y) = 0. Ist O eine offene

und abgeschlossene Menge, die x enthdlt, so gilt K(x) C O.

Beweis. Benutze insbesondere die Satze 5.8 und 5.15 und die Definition von zu-
sammenhéngend. O

Somit ist K (z) im Durchschnitt aller gleichzeitig offenen und abgeschlossenen
Mengen von X, die x enthalten, enthalten. Das folgende Beispiel zeigt, dass hier
aber im allgemeinen keine Gleichheit gilt.

Beispiel 5.19. Bestehe X C R? aus den Punkten u := (0,0), v := (0,1) und
den Strecken s; := {(},y) :0<y <1} fir i € N\ {0}. X trage die Unterraum-
topologie. Die Mengen s; sind beziiglich dieser Topologie offen, abgeschlossen und
zusammenhéngend. Gilt (z,y) € s;, so folgt K((x,y)) = s;. Die librigen Zusam-
menhangskomponenten von X sind durch K(u) = {u} und K(v) = {v} gegeben.
Sei nun O eine offene und abgeschlossene Teilmenge von X mit v € O. O ist offen,
also enthélt O Punkte aus fast allen Mengen s;. Da O offen und abgeschlossen ist,
enthilt O alle Zusammenhangskomponenten, aus denen O Punkte enthilt. Somit
gilt fiir fast alle ¢ auch s; C O. Wir sehen also, dass v ein Beriihrpunkt von O ist.
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Da O abgeschlossen ist, folgt auch v € O. Es gilt also {u,v} C O. Daher ist K (u)
nicht gleich dem Durchschnitt aller offenen und abgeschlossenen Mengen von X,
die u enthalten, da jede solche Menge aufgrund der obigen Uberlegungen auch v
enthalt.

Satz 5.20. Sei X = [[ X; und x = (x;) € X. Dann gilt K(x) = [[ K(z;), wobei
i€l i€l
K(x;) die Zusammenhangskomponente von x; in X; ist.
Beweis. Nach Satz 5.16 ist die Menge [[ K(z;) zusammenhingend. Wegen = €
iel

[T K(z;) folgt auch K(z) D [[ K(x;). Nun ist aber auch K(z) selber zusammen-
icl iel

hingend. Daher sind die kanonischen Projektionen (als stetige Bilder zusammen-
héngender Mengen) p;(K(z)) zusammenhingend und enthalten z;. Es folgt also
pi(K(z)) C K(x;). Daher gilt also auch K(z) C ][ K(z;) und die Behauptung

iel

folgt. O

Definition 5.21 (total unzusammenhingend). Ein topologischer Raum X heifst
total unzusammenhéngend, falls die Zusammenhangskomponente jedes Punktes nur
aus diesem Punkt besteht, also K(z) = {«} fiir alle € X gilt.

Beispiele 5.22.

(i) Ein diskreter topologischer Raum (also ein Raum, versehen mit der diskreten
Topologie), ist total unzusammenhéngend.
(ii) Q@ C R ist total unzusammenhéngend.

5.1. Wegzusammenhang, lokaler Zusammenhang.

Definition 5.23 (wegzusammenhingend). Sei X ein topologischer Raum und I :=
[0,1] C R. Eine stetige Abbildung f : I — X heifit ein Weg in X. Der Raum X heifst
wegzusammenhéngend, wenn es zu je zwei Punkten x, y € X einen Weg f : I — X
mit f(0) =z und f(1) =y gibt.

Satz 5.24. Fin wegzusammenhdngender Raum ist zusammenhdngend.
Beweis. Jeder Weg ist in einer Zusammenhangskomponente enthalten. (I

Definition 5.25 (lokal zusammenhéngend). Ein topologischer Raum X heifit lokal
zusammenhéngend, wenn es zu jedem Punkt 2 € X und jeder Umgebung U € U(x)
eine zusammenhéngende Umgebung V € U(z) mit V C U gibt.

5.2. Aufgaben.

Aufgabe 5.1. Zeige, dass die folgende Menge zusammenhéngend, aber nicht weg-
zusammenhéangend ist:

G = {(aj,sini) ‘z € (0,1]} U{(0,9) 1y € [-1,1]} C R2.

Aufgabe 5.2.

(i) Sei X ein topologischer Raum und seien A, B C X abgeschlossen. Sind AN B
und A U B zusammenhéngend, so sind A und B zusammenhéngend.
(ii) Die Aussage aus (i) wird falsch, wenn A oder B nicht abgeschlossen sind.



28 OLIVER C. SCHNURER

Aufgabe 5.3. Seien X und Y zusammenhéngende Rdume. Gelte A C X und
B C Y. Zeige, dass dann das Komplement von A X B, (X X Y) \ (A x B), zusam-
menhéangend ist.

Aufgabe 5.4. Sei A C R™ nicht leer offen und zusammenhéngend. Dann ist A
wegzusammenhangend.

6. FILTER UND KONVERGENZ
Filter verallgemeinern den Begriff einer Folge.
6.1. Folgen.

Definition 6.1 (konvergente Folgen). Sei X ein topologischer Raum und (z,,)nen
eine Folge von Punkten in X. Dann konvergiert die Folge (z,,)nen gegen z € X,
T, — x, wenn es zu jeder Umgebung U von x ein ng € N gibt, so dass z,, € U fir
alle n > ng.

Ein Punkt z € X heifst Hiufungspunkt der Folge (x,,)nen, falls in jeder Umge-
bung von x unendlich viele Folgeglieder liegen.

Bemerkung 6.2. Es geniigt fiir den Beweis der Konvergenz, eine Umgebungsbasis
zu betrachten.

Mit Hilfe von Ordinalzahlen und mit dem Wohlordnungssatz kann man eine
unstetige Funktion bekommen [4, Beispiel 5.3], so dass aus z,, — z aber stets
noch f(z,) — f(z) folgt. Daher verallgemeinern wir den Begriff einer Folge und
definieren Filter.

6.2. Filter.

Definition 6.3 (Filter). Ein Filter F auf einer Menge X ist ein System von Teil-
mengen mit den folgenden Eigenschaften:

(i) 0¢F, X eF,

(11) Fi,Fhe F= FNkKeF,

(iii) FeFund FC F/ = F' ¢ F.
Eine Teilmenge Fy C F heifit Filterbasis fiir F, wenn jedes Element aus F ein
Element aus F( enthélt. Sei also B ein System von Teilmengen von X. Dann ist
B genau dann eine Filterbasis, wenn es ein nicht leeres System ist, nur nicht leere
Teilmengen enthélt und fiir By, By € B stets ein B3 C X enthélt, B3 € B, mit
B3 C B1 N Bs.

Beispiele 6.4 (Filter).

(1) Sei X ein topologischer Raum und = € X. Dann ist U (z), das Umgebungs-
system von z, ein Filter, der Umgebungsfilter von x.

(2) Sei (;)ien eine Folge in X. Das System B, bestehend aus den Mengen
By :={x; : i > k}, k € N, ist eine Filterbasis fiir einen Filter F auf X. F
heift der von der Folge erzeugte Filter oder der zur Folge (z;);cn gehorige
Filter.

(3) Sei B := {(a,00) : a € R}. B ist Basis eines Filters F auf R. F heifit
Fréchet-Filter auf R.

Definition 6.5. Sei F ein Filter. F heift frei, falls (| F = 0 gilt und fixiert, falls

FeF
N F # 0 ist.
FeF
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Beispiele 6.6. Der Fréchet-Filter auf R ist ein freier Filter, der Umgebungsfilter
U(z) ist ein fixierter Filter. Nimmt man auf R zum Umgebungsfilter I (z) noch zu
allen Mengen U € U(x) die Mengen U \ {z} hinzu, so erhélt man einen freien Filter.

Definition 6.7 (feiner, Ultrafilter). Seien F; und F3 Filter auf X. Dann heifst F;
feiner als Fo, falls Fo C F; gilt. F2 heifst dann gréber als F7.

Ein Filter F auf X heifst Ultrafilter, wenn es keinen Filter auf X gibt, der echt
feiner (= feiner und ungleich) als F ist.

Satz 6.8. Jeder Filter F ist in einem Ultrafilter enthalten.

Beweis. Wir wollen das Zornsche Lemma verwenden. Sei ® die Menge aller Filter,
die feiner als F sind. ® ist partiell geordnet durch die Relation C. Sei ®; eine linear

geordnete Teilmenge. Dann ist |J F eine obere Schranke von ®;. Man iiberlegt
Fed,y
sich direkt nach der Definition eines Filters, dass auch dies wieder ein Filter ist.

Aufgrund des Zornschen Lemmas existiert also ein maximales Element in ®. Dies
ist nicht mehr verfeinerbar, also der gesuchte Ultrafilter. ]

Satz 6.9. Ein Filter F ist genau dann ein Ultrafilter, wenn fir jedes A C X
entweder A € F oder X \ A € F gilt.

Beweis. Sei X der zugrunde liegende topologische Raum.

»==" Sei F ein Ultrafilter. Es gilt AN (X \ A) = 0. Daher ist hochstens eine
dieser beiden Mengen im Filter enthalten. Betrachte zwei Mengen F; und Fb, so
dass F; C A und Fy, C X \ A gilt. Zwei solche Mengen kénnen nicht gleichzeitig
in F sein. Also gilt fiir alle F € F, dass FNA # 0 oder FN(X\A) # 0 ist.
(Falls nicht, so finden wir ndmlich zwei Mengen F3y, Fy € F mit der Eigenschaft
FiFNA=0und Fo,N(X\A) =0, also F; C X\ Aund F», C A und wir erhalten
einen Widerspruch zu den obigen Uberlegungen.) Wir nehmen ohne Einschrinkung
(da A eine beliebige Menge war) an, dass F N A # () fiir alle F € F.

Daher ist {FFNA: f € F} eine Filterbasis. Der zugehdrige Filter G ist feiner als
F und enthélt A. Nach Voraussetzung ist aber F ein Ultrafilter und somit folgt aus
F C G, dass F =G gilt. Da A € G ist, ist auch A € F.

=" Sei F ein Filter, der fiir alle Teilmengen A C X entweder A oder X \ A
enthélt. Gabe es einen Filter G, der echt feiner als F wére, so gibt es ein G € G, so
dass G ¢ F ist. Nach Voraussetzung gilt dann aber X \ G € F und auch X \ G € G,
da G feiner als F ist. Der Filter G enthélt daher G und X \ G. Widerspruch. O

Satz 6.10. FEin Filter F auf X ist genau dann ein fizierter Ultrafilter, wenn F =
{F C X :x¢€F} fir einen Punkt x € X gilt.

Beweis.

»,=—>": Sei F ein fixierter Ultrafilter. Dannist (| F #(.Seix € (| F. Sei A eine
FeF FeF
beliebige Menge mit « € A. Nach Definition von z ist X \ A ¢ F. Also folgt nach

Satz 6.9, dass A € F gilt.
,<=" Klar. O

Definition 6.11 (Limes, Beriihrpunkt). Sei X ein topologischer Raum und F ein
Filter.

(i) F konvergiert gegen z € X, F — =z, falls F D U(x). x heift Limespunkt des
Filters F.
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(ii) Ein Punkt z € X heiRt Beriihrpunkt des Filters F, wenn F N U # ) fiir alle
U € U(x) und alle F € F gilt. Die Menge der Beriihrpunkte ist daher () F.
FeF

Beispiele 6.12.

(i) Ein Limespunkt eines Filters F ist auch Berithrpunkt von F.

(ii) Sei (zn)nen eine Folge in einem topologischen Raum X. Sei F der von der
Folge erzeugte Filter. Dann ist z genau dann ein Haufungspunkt der Folge
(Zn)nen, wenn z ein Beriithrpunkt des Filters F ist.

(iii) Der Fréchetfilter auf R besitzt keine Berithrpunkte.

(iv) Sei F der von der Filterbasis {(0,¢) : € > 0} auf R erzeugte Filter. Dann gilt
F—0.

Satz 6.13. Sei F ein Filter auf X. Dann ist x € X genau dann ein Berihrpunkt
von F, wenn es einen Filter G gibt, der feiner als F ist und der gegen x konvergiert.

Beweis.
»=—=": Sei = Beriihrpunkt des Filters F. Dann ist {UNF : U € U(z), F € F}
Filterbasis fiir einen Filter G, der feiner als F ist und der gegen x konvergiert. (Nach
der Definition von Beriihrpunkt rechnet man direkt nach, dass dies eine Filterbasis
ist.)

,<=" Sei F C G und gelte G — x. Daher ist U € G fur alle U € U(z) (Kon-
vergenz) und F € G fir alle FF € F (G ist feiner als F). Da U, F € G gilt, folgt
U N F # (). Nach Definition ist daher x ein Beriihrpunkt von F. O

Wir werden nun sehen, wie man mit Hilfe von Filtern die Stetigkeit von Abbil-
dungen beschreiben kann.

Definition 6.14 (Bildfilter). Sei F ein Filter auf X und f : X — Y eine Abbildung.
Wir bezeichnen mit f(F) den Filter auf Y, der {f(F) : F € F} als Basis hat. f(F)
heifsit das Bild des Filters F unter f oder der Bildfilter.

Satz 6.15. Seien X und Y topologische Riume und sei A C X.

(i) Es ist x € A genau dann, wenn ein Filter F auf X emistiert, so dass A € F
und F — x gelten.

(i) Die Abbildung f: X —'Y ist genau dann in x € X stetig, wenn das Bild jedes
gegen x € X konvergierenden Filters gegen f(x) konvergiert.

(F = ax= f(F)—= f(x)).
Beweis.

(i) ,=“ Sei # € A. Dann ist {ANU : U € U(z)} eine Filterbasis fiir einen
Filter, der A enthélt und gegen = konvergiert.
»<=" Gelten F — x und A € F, so ist = insbesondere Beriihrpunkt von
F.Damitist z € | F C A.
FeF
(ii) ,=* Sei f : X = Y in z stetig und F ein Filter auf X mit 7 — z. Da finx
stetig ist, gibt es zu einer (beliebigen) Umgebung V von f(x) eine Umgebung
U von z, so dass f(U) C V gilt. Da F — x konvergiert, ist U € F. Somit ist
V € f(F). V war beliebig, also folgt f(F) — f(x).
»<=" Gelte nun fiir jeden Filter F mit F — x auch f(F) — f(z). Eine
Umgebung V von f(z) gehort damit zum Bildfilter f(F), V € f(F). Nach
Definition des Bildfilters gibt es daher ein U € F mit f(U) C V. Nehmen wir
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fiir 7 den Umgebungsfilter U (x), so folgt, dass U auch eine Umgebung von x
ist. Somit ist f in z stetig. ([

Satz 6.16. Sei X eine Menge, (X;);cr sei eine Familie topologischer Riume und X
trage die Initialtopologie beztiglich der Abbildungen f; : X — X;. Dann konvergiert
ein Filter F auf X genau dann gegen x € X, wenn fi(F) — fi(z) fir allei € I
konvergiert.

Beweis. ,,—>*: Klar, da die Abbildungen f; stetig sind.
,<=" Das System

{ () fi'(Ux) : K C I endlich, Uy € L{(fk(x))}
keK
ist eine Umgebungsbasis fiir z. Es ist nachzuweisen, dass eine solche Menge zum

Filter F gehort. Es geniigt zu zeigen, dass es ein F € F gibt mit F € () f, ' (U).
keK
Nach Annahme gibt es zu U, € U(fr(x)) ein F € F, so dass fr(F)) C Uy ist.

Daher ist F:= () Fy € F. Nach Konstruktion ist aber Fy, C fk_l(Uk) und es folgt
keK

Fc N fi'(Uy), wie behauptet. O
keK

Korollar 6.17. Sei (X;);er eine Familie topologischer Raume. [[ X; trage die
i€l

Produkttopologie. Seien p; : X — X; die kanonischen Projektionsabbildungen. Dann

konvergiert ein Filter F auf X genau dann gegen ein x € X, wenn p;(F) — pi(zx)

fiir alle i € I gilt.
Beweis. Die Produkttopologie ist eine Initialtopologie. (I

Satz 6.18 (Spurfilter). Sei X eine Menge und ) # A C X.

(i) Sei F ein Filter auf X. Dann ist die Spur FNA:={FNA:F € F} von
F auf A genau dann ein Filter auf A, wenn FNA # 0 fir alle F € F gilt.
F N A heifit dann Spurfilter.

(i) Sei F ein Ultrafilter auf X. Dann ist F N A genau dann ein Filter auf A,
wenn A € F ist. In diesem Fall ist F N A ein Ultrafilter auf A.

Beweis. Folgt aus den bisherigen Uberlegungen. Ubung. (]

Korollar 6.19. Sei X ein topologischer Raum und sei A C X. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent.
(i) = € A.
(i) Fir den Umgebungsfilter U(x) von x ist die Spur U(xz) N A auf A ein Filter.
(iii) Es gibt einen Filter auf A, dessen Bild unter der Injektion A C X gegen x
konvergiert.

Beweis. Folgt aus den bisherigen Uberlegungen. Ubung. O

6.3. Aufgaben.

Aufgabe 6.1 (Punktweise Konvergenz). Sei (f,)nen eine Folge von Funktionen

fn iR =R, also f, € RE wobei wir R = [] R x {z} mit der Produkttopologie
z€R

versehen. Sei f € RF. Zeige, dass f, — f genau dann gilt, wenn f,(z) — f(z)

fiir alle z € R gilt. (Die Produkttopologie beschreibt also gerade die punktweise

Konvergenz.)
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Aufgabe 6.2. Sei F ein Ultrafilter auf X und sei AUB € F. Dann ist A € F oder
BeF.

7. TRENNUNGSEIGENSCHAFTEN
Dieses Kapitel wollen wir nicht allzu sehr vertiefen.

Bemerkung 7.1 (Metrische Rédume). Sei (X, d) ein metrischer Raum und seinen A,
B C X abgeschlossen mit AN B = (). Dann gibt es disjunkte Umgebungen U und
V von A und B.

Beweis. Fiir jeden Punkt a € A ist der Abstand zu B positiv. Er sei gleich r, > 0.

Fixiere B, /3(a). Wiederhole diese Konstruktion fiir alle Punkte a € A. Deren

Vereinigung |J B,,/3(a) ist eine offene Umgebung von A, die zu B disjunkt ist.
acA

Dies ist U. Analog erhélt man von B ausgehend eine offene Umgebung V' von B.
Nach Konstruktion gilt U NV = {. O

7.1. Trennungsaxiome. In allgemeinen topologischen Rdumen braucht solch eine
Aussage nicht richtig zu sein. Rdume, in denen man trotzdem Mengen voneinander
durch Umgebungen ,trennen* kann, erfiillen entsprechende Trennungsaxiome.

Definition 7.2 (Trennungsaxiome). Sei X ein topologischer Raum.

(i) X heikt T3-Raum, falls je zwei Punkte 2 und y aus X Umgebungen U € U(x)
und V' € U(y) besitzen, die jeweils den anderen Punkt nicht enthalten, = ¢ V
und y € U.

(ii) X heift T5-Raum oder Hausdorffraum, wenn je zwei Punkte disjunkte Umge-
bungen besitzen.

(iii) X heift T3-Raum, wenn jede abgeschlossene Menge A C X und jeder Punkt
z ¢ A disjunkte Umgebungen besitzen.

(iv) X heifit T3,-Raum, wenn es zu jeder abgeschlossenen Menge A C X und
jedem Punkt = ¢ A eine stetige Funktion f : X — [0, 1] gibt, so dass f(z) =1
gilt und f(a) =0 fiir alle a € A.

(v) X heiflt Ty-Raum, falls es zu je zwei disjunkten abgeschlossenen Mengen dis-
junkte Umgebungen gibt.

Definition 7.3.

(i) Ein topologischer Raum heift regulédr, wenn er ein T5- und ein 73-Raum ist.
(ii) Ein topologischer Raum heift vollstindig regulir, wenn er ein T3,- und ein
Ti-Raum ist.
(iii) Ein topologischer Raum heifft normal, falls er ein Ty- und ein 77-Raum ist.

Satz 7.4. Sei X ein topologischer Raum. Dann sind die folgenden Aussagen dqui-
valent:

(i) X ist ein Th-Raum.

(ii) Jede einpunktige Menge ist abgeschlossen. ,Punkte sind abgeschlossen.*
(iii) Jede Teilmenge A C X ist Durchschnitt aller ihrer Umgebungen.

Beweis.
(i) = (ii): Sei @ € X. Die Menge |J U, ist offen, wenn alle Mengen U, offen
T#a
sind. Wihle fiir U, jeweils eine offene Menge mit « € U,, aber a € U,, die aufgrund
der T}-Eigenschaft existiert.
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(ii) = (i): Verwende als offene Mengen gerade die Komplemente zu einem ge-
gebenen Punkt.

(i) = (iii): Sei a ¢ A. Wéhle dann als Umgebung von A die Menge |J U, mit
€A
Mengen U, wie oben.

(iii) = (i): Sei z € X. Sei a # z. Da die Menge {a} Durchschnitt aller ihrer
Umgebungen ist, gibt es insbesondere eine Umgebung, die x nicht enthélt. Man
vertausche nun die Rollen von z und a. O

Korollar 7.5. Sei X ein regulirer (T5 + T1) topologischer Raum. Dann ist X
hausdorffsch.

Beweis. Nach Satz 7.4 sind Punkte abgeschlossen. Somit folgt aus T3 auch T5. O

Satz 7.6. Sei X ein topologischer Raum. Dann sind die folgenden Aussagen dqui-
valent:

(i) X ist hausdorffsch.
(i) Fir jeden Punkt x € X ist der Durchschnitt aller seiner abgeschlossenen
Umgebungen gleich der Menge {x}.
(iii) Die Diagonale A C X x X ist abgeschlossen in X x X. (A = {(z,x) € Xx X :
x € X})
(iv) Jeder konvergente Filter auf X besitzt genau einen Limespunkt.

Beweis.

(i) = (iv): Sei F ein konvergenter Filter. Seien x und y Limespunkte von F.
Nach Definition von Konvergenz gilt dann U (z) C F und U(y) C F. Ist x # y, so
gibt es Umgebungen U € U(z) und V e U(y) mit UNV =0. DalU € Fund V € F
gelten, folgt auch U NV € F, also ) € F und wir erhalten einen Widerspruch zur
Definition eines Filters.

(iv) = (ii): Seiy € () U, liege also im Schnitt aller abgeschlossenen Umge-

Uel(x)
bungen von z. Nach Definition ist damit y Beriihrpunkt von U (z). Nach Satz 6.13
gibt es also einen Filter F, der feiner ist als ¢(x) und der gegen y konvergiert. Da-
mit sind aber  und y Limespunkte des Filters F. Es gilt also nach Voraussetzung
x=y.

(ii) = (i): Seien z # y € X. Nach (ii) gibt es eine abgeschlossene Umgebung
U € U(z) mit y ¢ U. Sei ohne Einschriinkung U offen. Dann ist X \ U eine offene
Umgebung von y, die zur offenen Umgebung U von z disjukt ist. Somit ist X
hausdorffsch.

(i) = (iii): Sei X hausdorffsch und gelte (z,y) € A C X x X, also z # y. Dann
gibt es offene Umgebungen U € U(z) und V € U(y) mit U NV = (. Die Menge
(U xV) C (X x X) ist eine Umgebung von (z,y). Da UNV = { ist, gilt auch
(UxV)NA = (. Da aus (z,y) ¢ A also (x,y) € A folgt, ist die Diagonale A
abgeschlossen.

(iii) == (i): Nehme nun an, dass die Diagonale abgeschlossen ist. Sei = # y, also
(z,y) ¢ A. Daher gibt es eine offene Umgebung von (z,y), die einen leeren Schnitt
mit der Diagonalen A hat. Da offene Umgebungen der Form U x V eine Basis der
offenen Mengen bilden, finden wir auch eine solche Menge, die (z,y) enthilt, so
dass (U x V)N A = ). Also sind U und V disjunkte offene Umgebungen von z und
Y. (I
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Satz 7.7. Sei X ein topologischer Raum. Dann ist X genau dann T3, wenn fir
jeden Punkt x € X die abgeschlossenen Umgebungen von x eine Umgebungsbasis
bilden.

Beweis.
»=—" Sei X ein T3-Raum und sei U eine Umgebung von = € X. Dann ist X \ U
abgeschlossen und enthélt den Punkt z nicht. Somit gibt es offene disjunkte Mengen

V und W mit z € V und (X\U) C W.Esgilt V c X\ W.Da die Menge X \ W

abgeschlossen ist, folgt auch V' C X \ W. Da nach Wahl von W die Inklusion
X\ U C W gilt, folgt, dass X \W C U C U gilt. Zusammengenommen erhalten wir
also V.C X\ W C U. Damit ist V eine in U enthaltene abgeschlossene Umgebung
mit z € V; die Behauptung folgt.

»,<=—" Sei nun A # X eine abgeschlossene Teilmenge und = € X \ A. Dann ist
X \ A eine offene Umgebung von z und enthélt daher auch eine abgeschlossene
Umgebung U mit € U C X \ A. Daher sind U und X \ U offen und disjunkt.
Weiterhin gilt z € U und A € X \ U. Daher ist X ein T3-Raum. O

7.2. Vererbbarkeit von Trennungseigenschaften.

Satz 7.8. Sei X ein Hausdorffraum und A C X. Dann ist auch A (versehen mit
der Unterraumtopologie) ein Hausdorffraum.

Beweis. Folgt direkt aus der Definition. O

Bemerkung 7.9. Man kann zeigen, dass sich die Trennungsaxiome 77, T5, T3 und
T3, auf Untterrdume vererben. Ein abgeschlossener Unterraum eines T;-Raumes ist
wieder T}y.

Beweis. [4, Kapitel 6 B] O

Satz 7.10. Sei X ein topologischer Raum, ~ eine Aquivalenzrelation auf X und
m: X — X/~ die kanonische Projektion. Dann gilt

(i) Ist X/~ ein Hausdorffraum, dann ist die Relation ~ abgeschlossen in X x X,
d. h. die Teilmenge {(z,y) € X X X : x ~ y} ist abgeschlossen in X X X.

(ii) Sei X regulir (T + T3) und A C X abgeschlossen. Sei ~ eine Aquivalenzre-
lation, definiert durch x ~ y <= (v =y oder (x € A und y € A)). Dann
ist X/~ hausdorffsch.

Beweis.

(i) Betrachte die Abbildung 7 x 7 : X x X — (X/~) x (X/~). Da X/~ haus-
dorffsch ist, ist die Diagonale A C (X/~) x (X/~) abgeschlossen. Also ist auch
das Urbild der Diagonalen unter der stetigen Abbildung 7 x 7 abgeschlossen.
Dieses Urbild ist aber gerade die Relation ~.

(ii) Seiz € A, y € A. Dann folgt die fiir die Hausdorffeigenschaft nétige Trennung
gerade aus der T3-Eigenschaft. Seien x ¢ A und y ¢ A, so argumentiere man
wie in Aufgabe 7.3, um zu A disjunkte Umgebungen zu erhalten. Der Fall
x € A, y € A tritt nicht auf, da diese beiden Punkte identifiziert werden.

O
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7.3. Fortsetzbarkeit stetiger Abbildungen.

Satz 7.11. Sei X ein topologischer Raum und Y ein Hausdorffraum. f,g: X —Y
seien stetige Abbildungen. Dann gilt:

(i) {z € X : f(z) =g(x)} ist abgeschlossen in X.

(i) Ist D C X dicht und gilt f|p = g|p, so ist f =g.
(iii) graph f = {(x, f(x)) : © € X} ist abgeschlossen in X xX Y.
(iv) Ist f injektiv und stetig, so ist X hausdorffsch.

Bewess.
(i) Betrachte die stetige Abbildung
(f,9): X =Y xY,

z=(f(x),9(z)).

Dann ist {z € X : f(x) = g(x)} = (f,9)"*(A) als Urbild der Diagonalen, die
in einem Hausdorffraum abgeschlossen ist, abgeschlossen.

(ii) Definiere A := {z € X : f(z) = g(x)}. Dann ist D C A. A ist abgeschlossen
und D ist dicht in X, also gilt A D D = X.

(iii) Der Graph von f ist gerade das Urbild der Diagonalen A C'Y x Y unter der
stetigen Abbildung (z,y) — (f(x),y).

(iv) Die Abbildung f~1: P(f(X)) — P(X) mit f(A) — A ist eine offene Bijekti-
on. Sei also z # y € X. Wihle nun disjunkte Umgebungen zu f(z) und f(y)
und bilde diese dann mit f~! wieder nach X ab. (Il

Satz 7.12. Sei X ein topologischer Raum, D C X sei eine dichte Teilmenge.
Sei Y regulir (Th + T3) und f : D — Y eine stetige Abbildung. Dann besitzt f
genau dann eine stetige Fortsetzung F : X — 'Y, wenn fir jedes x € X der Filter
U)ND:={UND:U € U(x)} unter f auf einen konvergenten Filter abgebildet
wird.

Beweis. ,—*: Sei f stetig fortsetzbar. Sei x € X. Der von U (z)N D auf X erzeugte
Filter ist feiner als U (x). Also konvergiert er gegen x. Nach der Stetigkeitscharak-
terisierung mit Hilfe von Filtern (Satz 6.15 (ii)) konvergiert aufgrund der Stetigkeit
der von F(U(x) N D) = f(U(xz) N D) erzeugte Filter. Somit ist die angegebene
Bedingung notwendig.

»<—" Nehme also an, dass fiir jedes © € X der Filter U(x) N D unter f auf
einen konvergenten Filter abgebildet wird. Sei « € X beliebig. Nach Korollar 7.5
ist Y hausdorffsch. Also konvergiert der Filter f(U/(x) N D) gegen einen eindeutig
bestimmten Limespunkt. Bezeichne diesen mit F'(x). Ist « € D, so gilt F(z) = f(z),
denn U(z) N D ist der Umgebungsfilter von = in D und f ist stetig, bildet diesen
Filter also gerade auf einen Filter ab, der gegen f(x) konvergiert.

Wir wollen noch nachweisen, dass F fiir alle x € X stetig ist. Sei dazu x € X
und W eine Umgebung von F(z). Der Raum Y ist regulir. Somit existiert nach
Satz 7.7 auch eine abgeschlossene Umgebung V' von F(x), so dass V. C W ist.
Da F'(x) als Limespunkt des Bildfilters definiert ist (also enthélt der Bildfilter den
Umgebungsfilter), gibt es eine (ohne Einschrdnkung offene) Umgebung U von z, so
dass f(U N D) C V ist. Wir wollen nun zeigen, dass F(U) C V gilt, was dann die
behauptete Stetigkeit liefert. Da U offen ist, gilt fiir beliebige y € U, dass U € U(y)
ist. Hieraus folgt insbesondere f(U N D) € f(U(y) N D). Nach Definition von F(y)
ist F(y) Limespunkt (und damit auch Berithrpunkt) des Bildfilters f(U(y) N D).
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Somit ist nach Definition 6.11 (ii) insbesondere F(y) € f(U N D). Wir hatten V als
abgeschlossene Umgebung von F'(z) gewéhlt. Es folgt daher (wir hatten oben ein-
gesehen, dass f(UND) C V gilt) f(UN D) C V. Wir hatten y als einen beliebigen
Punkt in U gewéhlt, erhalten also F(U) C V und die Behauptung folgt. O

7.4. Aufgaben.

Aufgabe 7.1. Sei X := (R\ {0}) U {0,4,05}. Eine Teilmenge A C X heifit offen,
falls

(i) 0, € A, 0p ¢ Aund A C R ist offen.

(ii) 0, € A oder 0, € A und (AU {0}) \ {04,05} C R ist offen.

Zeige, dass X ein topologischer Raum ist, aber kein Hausdorffraum.

Aufgabe 7.2. Zeige, dass die Zariski-Topologie auf R™, n > 1, nicht hausdorffsch
ist.

Aufgabe 7.3. Sei X ein Hausdorffraum und aq, ..., a, € X seien paarweise
verschiedene Punkte. Dann gibt es disjunkte offene Umgebungen U;, 1 <4 < n, mit
a; € U;.

8. NORMALE RAUME

Eine reellwertige Abbildung, f : X — R, wollen wir Funktion nennen. In diesem
Abschnitt behandeln wir die Lemmata von Tietze und Urysohn sowie Partitionen
der Eins aus topologischer Perspektive.

8.1. Das Lemma von Urysohn. Wir wollen hier untersuchen, wie sich abge-
schlossene Mengen durch stetige Funktionen trennen lassen.

Satz 8.1 (Urysohns Lemma). Sei X ein Ty-Raum und seien A, B C X disjunkte
nicht leere abgeschlossene Mengen in X. Dann gibt es eine stetige Funktion f :
X —[0,1] C R miat f(A) = {0} und f(B) = {1}.

Beweis. Wir wollen im Beweis héufiger die folgende Tatsache benutzen: In einem
Ty-Raum gibt es zu einer abgeschlossenen Menge C' und zu einer offenen Menge
O mit C C O stets eine offene Menge O, so dass C C O; C O; C O gilt (Man
betrachtet dazu die beiden abgeschlossenen Mengen C' und X \ O und benutzt die
T,-Eigenschaft.).

Betrachte die Menge

D::{%:O§p§2k,p€N,k€N>o}

und die folgende Aufzihlung ihrer Elemente

113 1 3 2" —1
75,1717...,27’277..., 2’]7, PRI
Wir wollen nun geméfs dieser Aufzéhlung den Zahlen Mengen zuordnen, die wir
entsprechend der iiblichen Ordnung < auf R geschachtelt wahlen. Wahle zunéchst
offene Mengen Gy und Gy, so dass

ACGQC@()CGlCalCX\B

gilt. Per Induktion ordnen wir nun jeder Zahl 7 in der obigen Aufzéhlung eine
Menge G zu. Sei dazu ¢ mit ¢ < 7 maximal aus den Zahlen der Aufzéhlung, die

0,1
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bereits verwendet wurden und b mit 7 < b minimal aus denselben Zahlen. Wir
wéhlen nun eine offene Menge G, so dass G, C G, C G, C Gy gilt.
Definiere schlielich fiir beliebige ¢ € [0, 1] eine Menge G, durch

Wir beobachten, dass die Mengen G¢, 0 < ¢ < 1, alle offen sind und dass die Defini-
tion fiir die Mengen, die wir oben schon definiert haben, mit der obigen Definition
iibereinstimmt. Weiterhin gilt fiir ¢ < 7 die Inklusion G; C G,. Wir definieren nun
eine Funktion f: X — R durch

f@) = inf{t €[0,1]:x € Gt} x € Gy,
e v & Gh.

Es gilt 0 < f(z) <1 fiir alle x € X. Weiterhin ist f(A4) = {0} und f(B) = {1}.
Wir wollen nun noch nachweisen, dass f stetig ist. Definiere dazu G, := (), falls
t < 0ist und G; := X, falls ¢t > 1 gilt. Seien zg € X und & > 0 beliebig. Dann ist
O = Gy(ry)+e/2 \éf(xo),g/g eine offene Umgebung von zy. Nach Definition von f
gilt f(O) C (f(zo)—¢, f(xo)+e¢). Daher ist die Funktion f im Punkte z stetig. O

Satz 8.2. Sei X ein topologischer Raum. Dann ist X genau dann ein Ty-Raum,
wenn es zu je zwei disjunkten abgeschlossenen nicht leeren Teilmengen A und B C

X eine stetige Funktion f: X — R mit f(A) = {0} und f(B) = {1} gibt.

Beweis. (Falls die Teilmengen leer sein diirfen erhélt man nur Aussagen wie f(a) =
0 fir alle a € A.)

,=—=>“ Ist genau die Aussage von Urysohns Lemma.

,<=": Wihle als offene Umgebungen f~! ((—oo7 %)) und f~! ((%7 oo)) O
Korollar 8.3. Ein normaler Raum (Ty + T1) ist vollstindig requlir (Tsq + T1).

Beweis. Ein normaler Raum ist T;. Also sind Punkte abgeschlossen und die Be-
hauptung folgt aus dem Urysohnschen Lemma. ([l

Um zu sehen, ob es auch eine Funktion f gibt, die genau auf einer gegebenen
abgeschlossenen Menge den Wert 1 annimmt, brauchen wir zunéchst die folgende
Definition.

Definition 8.4. Sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A von X heifit
Gs-Menge, wenn sie als Durchschnitt von abzéhlbar vielen offenen Mengen G; dar-
gestellt werden kann:
A=()G:
i=1

Eine Teilmenge B C X heifit F,,-Menge, wenn sie als Vereinigung von abzéhlbar
vielen abgeschlossenen Mengen F; dargestellt werden kann:

B:GB
i=1

(Eselsbriicke: G: Gebiet, offen, F': fermé, abgeschlossen, §: Durchschnitt, o: Summe,
Vereinigung.)
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Satz 8.5. Sei X ein Ty-Raum. Sei ) # A C X abgeschlossen. Dann gibt es genau
dann eine stetige Funktion f: X — R mit f~1({0}) = A, wenn A eine Gs-Menge
1st.

Beweis.
,==": Sei f eine stetige Funktion mit f~1({0}) = A, so gilt

o0

A= i) = 1t (m (- 1)) G

i=1
Dabher ist A eine Gg-Menge.
»<—" Seien nun G; C X offene Mengen und A = [ G;. Nach dem Urysohn-

i=1
schen Lemma finden wir stetige Funktionen f; : X — [0,1], so dass f;(A) = {0}
und f;(X \ G;) C {1} gelten. Definiere eine Funktion f : X — R durch

f(z) = Z 3 fi(z) fiirz € X.
i=1

Nach Aufgabe 8.1 ist f eine stetige Funktion. Nach Konstruktion gilt f(x) = 0
genau dann, wenn = € A ist. |

Wir erhalten damit die folgende Verschiarfung des Urysohnschen Lemmas.

Satz 8.6. Sei X ein Ty-Raum. Seien A, B C X nichtleere disjunkte abgeschlossene
Gs-Mengen, so gibt es eine stetige Funktion f : X — [0,1], so dass f(z) = 0
<z € Aund f(x) =1 <= x € B gelten.

Beweis. In Satz 8.5 konnen wir die Funktion f so konstruieren, dass f(z) = 0
<= 1 € Aund f(B) = {1} gelten. Sei g : X — R eine Funktion, so dass g(z) =
1 <= 2 € B und g(4) = {0} gelten. Dann leistet die Funktion i(f + g) das
Geforderte. O

Aufgabe 8.1. Sei x ein topologischer Raum und f,, : X — R eine Folge stetiger
Funktionen.

(i) Konvergiert f,, gleichméRig gegen f, so ist f stetig.

(i) Gilt |fn(2)| < ay, fir alle 2 € X und konvergiert ioj ay, dann ist g, = zn: fi
gleichméfig konvergent und g : X — R mit g(x) n:Ozllgo gi(x) fiir alle xZZEOX
ist eine stetige Funktion.

8.2. Fortsetzung stetiger Abbildungen. Das Urysohnsche Lemma besagt, dass
eine spezielle stetige Funktion auf A U B sich fiir disjunkte nichtleere abgeschlos-

sene Mengen A, B C X zu einer stetigen Funktion auf X fortsetzen ldsst. Dies
verallgemeinern wir nun.

Satz 8.7 (Tietze). Sei X ein topologischer Raum. Dann ist X genau dann ein Ty-
Raum, wenn sich jede auf einer abgeschlossenen Menge definierte stetige Funktion
zu einer stetigen Funktion auf ganz X fortsetzen ldsst.

Aufgabe 8.2. Lies und verstehe den Beweis des Satzes von Tietze, z.B. in [4,
Kapitel 7 BJ.
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8.3. Lokal endliche Systeme und Partition der Eins.

Satz 8.8. Sei X ein normaler Raum und U = (U;);cr eine lokal endliche Uberde-
ckung von X. Dann gibt es eine U untergeordnete Zerlegung der Eins.

Aufgabe 8.3. Lies und verstehe den Beweis dieses Satzes (einschlieflich Definitio-
nen), z. B. in [4, Kapitel 7 C].

9. KOMPAKTE RAUME

Aus der Analysis wissen wir, dass im R™ beispielsweise Folgenkompaktheit und
Uberdeckungskompaktheit iibereinstimmen. In R™ sind folgen- und iiberdeckungs-
kompakte Teilmengen jeweils gerade die beschrinkten und abgeschlossenen Teil-
mengen. Wir wollen hier Kompaktheit etwas genauer untersuchen.

9.1. Kompakte Riume.

Definition 9.1 (Kompaktheit). Sei X ein topologischer Raum.

(i) X heift quasikompakt, wenn jede offene Uberdeckung (U;)ie; von X eine
endliche Teiliiberdeckung (U;);cp mit I’ C I und #I' < oo enthilt.
(ii) Ein topologischer Raum heifit kompakt, wenn er quasikompakt und haus-
dorffsch ist.
(iii) Eine Teilmenge A C X heift quasikompakt (kompakt), wenn der Unterraum
A quasikompakt (kompakt) ist.
(iv) A C X heifit relativ kompakt, wenn A kompakt ist.

Satz 9.2. Sei X ein topologischer Raum. Dann sind die folgenden Eigenschaften
dquivalent.

(i) X ist quasikompakt.
(i1) Jede Familie (A;)icr abgeschlossener Mengen von X mit (| A; = 0 enthdlt
iel
eine endliche Familie (A;);ep mit (| A; = 0.
el
(i3) Jeder Filter auf X besitzt einen Bertuhrpunkt.
(iv) Jeder Ultrafilter ist konvergent.

Beweis.
(i) = (ii): Man betrachtet die Komplemente: Ist (A;);cs eine Familie abgeschlos-
sener Mengen mit () A; = 0, so ist (X \ A;)ics eine offene Uberdeckung von X.

iel
Daher gibt es eine endliche Teilmenge I’ C I, so dass |J (X \ 4;) = X gilt. Es folgt
g
N A; =0.
el o o
(ii) = (iii): Hat F keinen Beriihrpunkt, so ist [\ F = (. Die Mengen F sind
FeF

aber auch in F enthalten. Somit ist der Schnitt von jeweils endlich vielen von ihnen

nichtleer. Nach (ii) und wegen (| F = () folgt aber gerade, dass [\ F = 0 fiir eine
FeF Fel
endliche Teilmenge I C F gilt. Widerspruch.

(iii) = (iv): Dies folgt direkt aus Satz 6.13, denn ein Filter mit Hiufungspunkt
lasst sich zu einem konvergenten Filter verfeinern. Nach (iii) hat ein gegebener
Filter einen Haufungspunkt. Die Verfeinerung davon, die konvergiert, stimmt fiir
einen Ultrafilter mit diesem tiiberein. Also konvergiert schon der Ultrafilter.



40 OLIVER C. SCHNURER

(iv) = (i): Sei (U;)ies eine endliche offene Uberdeckung, die keine endliche

Teiliiberdeckung enthélt. Definiere Ap, := X\ |J U; fiir endliche Teilmengen L C I.
i€L

Da die Familie (U;);er keine endliche Teiliiberdeckung besitzt, ist A, # 0. Da

(X\ U Ui> N (X\ U Ui) =X\ U Ui gilt und diese Mengen stets nichtleer
i€L icK i€ LUK
sind, bilden sie eine Filterbasis zu einem Filter F. Verfeinere F zu einem Ultrafilter

G. Nach (iv) konvergiert G gegen ein z € X. Da die Mengen U; eine Uberdeckung
von X bilden, gibt es ein ig, so dass « € U, ist. Da G — x gilt und U;, € U(z) ist,
folgt U;, € G. Nach Konstruktion gilt aber (X \ U;,) € F C G. Da G ein Filter ist,
erhalten wir einen Widerspruch. O

Korollar 9.3. In einem quasikompakten Raum X besitzt jede unendliche Folge
einen Hdufungspunkt.

Beweis. Die Folge (z;);en induziert einen Filter F. Da X quasikompakt ist, besitzt
der Filter F nach Satz 9.2 einen Berithrpunkt. Nach Beispiel 6.12 besitzt die Folge
(2)ien somit einen Haufungspunkt. O

Satz 9.4. Sei X quasikompakt und A C X abgeschlossen. Dann ist A quasikompakt.

Beweis. Sei (UZ) eine offene Uberdeckung von A. Zu jeder offenen Menge U; C A
il -

finden wir eine offene Menge U; C X mit U; N A = U;. Dann iiberdeckt (U;);er

zusammen mit X \ A die Menge X. Da X quasikompakt ist, gibt es eine endliche

Menge L C I, so dass X = (X \ A)U |J U; gilt. Es folgt A = |J U;. Also ist A

i€l i€l
quasikompakt. O
Satz 9.5. Sei X ein Hausdorffraum, K eine kompakte Teilmenge von X. Dann
existiert zu jedem Punkt x € X \ K eine Umgebung U von K und eine Umgebung
Vowonz mitUNV ={.

Beweis. Nach Voraussetzung ist X ein Hausdorflraum. Also gibt es zu . € X \ K
und y € K offene Umgebungen U(y) € U(y) und V(y) € U(z) mit U(y)NV (y) = 0.
Die offenen Mengen (U(y))yer bilden eine offene Uberdeckung von K. Sei K’ C K

endlich, so dass K C U := |J U(y) gilt. Definiere V := (] V(y). Dann ist V
yeK’ yeK’
eine offene Umgebung von z mit UNV = (. O

Es gibt Beispiele [4, Aufgabe 8.4] von quasikompakten Teilmengen eines quasi-
kompakten Raumes, die nicht abgeschlossen sind. Jedoch gilt der folgende Satz.

Satz 9.6. Sei X ein kompakter Raum. Dann ist A C X genau dann kompakt, wenn
A abgeschlossen ist.

Bewets.
,=": Sei A C X kompakt. Aus Satz 9.5 folgt insbesondere, dass jeder nicht in A
enthaltene Punkt eine zu A disjunkte offene Umgebung besitzt. Somit ist X \ A
eine offene Menge und A C X abgeschlossen.

,<=—": Dies folgt aus Satz 9.4.

Alternativ: Sei A abgeschlossen. Dann ist X \ A offen. Sei (U;);er eine offene
Uberdeckung von A. Zusammen mit X \ A iiberdecken diese Mengen X. Also gibt

es nach Satz 9.4 eine endliche Teilmenge I’ C I, so dass (X \ A)U |J U; = X gilt.
el
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Wir erhalten |J U; = A. Da eine Teilmenge eines T>-Raumes wieder ein Tp-Raum
iel’
ist, folgt die Behauptung. O

Korollar 9.7. Ein kompakter Raum ist requldr (Ty + T3).

Beweis. In einem Th-Raum sind Punkte abgeschlossen, also ist er auch ein T;-
Raum. Es folgt aus Satz 9.6, dass ein abgeschlossener Teilraum eines kompakten
Raumes selbst wieder kompakt ist. Nach Satz 9.5 folgt also, dass das Trennungs-
axiom T3 erfullt ist. O

Es gilt noch mehr.
Satz 9.8. FEin kompakter Raum ist normal.

Beweis. Seien A und B abgeschlossene Teilmengen eines kompakten topologischen
Raumes mit AN B = (). Dann sind A und B nach Satz 9.6 selbst wieder kompakt.
Wir gehen nun ganz dhnlich wie im Beweis von Satz 9.5 vor. Benutze Satz 9.5 und
erhalte fiir jedes x € A offene Umgebungen U(z) € U(x) und V(z) von B mit
U(x)NV(z) =0. Sei K C A eine endliche Teilmenge, so dass A C U := |J U(x)
reK
gilt. Definiere V' := (| V(z). Dann sind U und V disjunkte offene Umgebungen
zeK
von A und B. O

Definition 9.9 (Folgenkompaktheit). Ein topologischer Raum heift folgenkom-
pakt, wenn jede Folge eine konvergente Teilfolge (siehe Definition 6.1) besitzt.

Satz 9.10. Eine Teilmenge A C R™ ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlos-
sen und beschrdinkt ist.

Beweis.

,2=—=" Wire A kompakt, aber nicht beschrénkt, so bilden die Kugeln (B;(x))zern
eine offene Uberdeckung ohne endliche Teiliiberdeckung. Wire A kompakt, aber
nicht abgeschlossen, so gibt es z € A\ A. Nach Definition des Abschlusses gilt

B.(z) N A # ( fiir alle e > 0. Also ist (R" \ B;_(x)) . eine offene Uberdeckung
i i€

von A, zu der es keine endliche Teiliiberdeckung gibt.

,<=" Mittels Intervallhalbierung sieht man (vergleiche die Grundvorlesung),
dass A folgenkompakt ist.

Dann gibt es fiir jedes ¢ > 0 endlich viele Punkte z; € A, i € I, so dass

A C U Be(z;) gilt. (Wir benotigen hier nicht z; € A und so kann man die Bél-
el
le auch explizit hlnschreiben) Sonst findet man nadmlich induktiv eine Folge von

Mittelpunkten, so dass U B.(z;) fiir ein ¢ > 0 fiir kein N die Menge A iiber-
deckt. er diirfen annehmen dass wir die Punkte so gewéhlt haben, dass auch
TN+l & U B.(z;) gilt. Da nun die Punkte (x;);cy eine Folge von Punkten bilden,

die JeWGllS |xl — xj| > ¢ fiir i # j erfiillen, konvergiert keine Teilfolge.

Nehme also an, es gibe eine Uberdeckung (U;)ie; von A, die keine endliche
Teiliiberdeckung besitzt. Dann gibt es fiir jedes £ > 0 einen Ball B.(z.) wie oben,
der nicht schon durch endlich viele der Mengen U; iiberdeckt wird. Die Punkte z.
enthalten eine konvergente Teilfolge, die gegen einen Punkt = € A konvergiert. Da
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x in einer Menge Uj;, enthalten ist, gibt es ein § > 0, so dass Bs(x) C Uj, ist. Ist
nun ¢ > 0 so klein, dass |z. — x| < §/2 gilt, so folgt fiir a € B.(x.) die Ungleichung

la —z| <|a— x|+ |z — 2| <e+ 3
Ist also € < /2, so gilt Be(z.) C Bs(x) C U, im Widerspruch zu Annahme, dass

sich B.(z.) nicht schon durch endlich viele Menge aus (U;);¢cy iiberdecken ldsst. Die
Behauptung folgt. O

Der folgende Satz besagt: ,,Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt.“
Satz 9.11. Sei X quasikompakt und f : X — 'Y stetig, so ist f(X) quasikompakt.

Beweis. Sei (U;);e; eine offene Uberdeckung von f(X). Dann ist (f_l(Ui))iel eine
offene Uberdeckung von X. Aufgrund der Quasikompaktheit von X existiert ei-
ne endliche Teiliiberdeckung (f *1(U,'))i ¢, von X. Dann ist (U;)icr eine endliche

Uberdeckung von f(X) und die Behauptung folgt. O

Satz 9.12. Sei X quasikompakt, Y hausdorffsch und f : X — 'Y stetig. Dann ist
f abgeschlossen. Ist f injektiv (bijektiv), so ist f eine Finbettung (ein Homdomor-
phismus).

Beweis. Sei A C X abgeschlossen. Wir wollen nachweisen, dass auch f(A) abge-
schlossen ist. Nach Satz 9.4 ist A als abgeschlossener Teilraum eines quasikompakten
Raumes selbst quasikompakt. Nach Satz 9.11 ist damit auch das Bild f(A) quasi-
kompakt. Da Y Hausdorffraum ist, ist f(A) sogar kompakt. Nach Satz 9.6 ist damit
f(A) abgeschlossen.

Ist f injektiv, so ist f : X — f(X) eine offene Abbildung. Sei namlich O C X
offen. Dann ist f(X \ O) = f(X)\ f(O) abgeschlossen in f(X). Somit ist f: X —
f(X) ein Hom6omorphismus und f : X — Y eine Einbettung, vergleiche auch Satz
4.12. Ist f bijektiv, so ist f natiirlich ein Homéomorphismus. O

Bemerkung 9.13. Aus Definition 4.32 und Satz 4.34 folgt nun, dass jede stetige

Abbildung eines quasikompakten Raumes in einen Hausdorffraum identifizierend

ist.

Satz 9.14 (Tychonofl). Ein nicht leerer Produktraum X = [[ X; ist ganau dann
il

quasikompakt, wenn jedes X; quasikompakt ist. ©

Bewets.

»—": Sei X quasikompakt. Dann ist X; = p;(X) als stetiges Bild eines quasikom-

pakten Raumes wieder quasikompakt.

»<=" Nach Satz 9.2 geniigt es zu zeigen, dass jeder Ultrafilter auf X konvergiert.
Sei also F ein Ultrafilter auf X. Dann sind die Bildfilter p;(F) fir alle ¢ € I
selbst wieder Ultrafilter. (p;(F) ist ein Ultrafilter, da er jede Menge A oder ihr
Komplement enthilt, da F entweder p; *(A) oder p; ' (X; \ A) enthilt, siehe Satz
6.9.) Nach Voraussetzung sind die Mengen X; quasikompakt, also erhalten wir die
Konvergenz p;(F) — x; fiir alle ¢ € I fiir Punkte z; € X;. Nach Korollar 6.17 gilt
also F — = := (2;);er und die Behauptung folgt. O

Bemerkung 9.15. Hieraus sieht man auch sofort, dass beschrénkte abgeschlossene
Mengen des R™ kompakt sind, wenn man weifs, dass beschrinkte abgeschlossene
Intervalle kompakt sind. Diese Mengen sind ndmlich abgeschlossene Teilmengen
von [—k, k]™ fiir geniigend grofes k > 0.
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9.2. Lokalkompakte Riume.

Definition 9.16. Sei X ein topologischer Raum. Dann heiftt X lokal kompakt,
wenn X hausdorffsch ist und jeder Punkt eine kompakte Umgebung besitzt.

Bemerkung 9.17. Alternativ konnte man definieren, dass X lokal kompakt ist, wenn
X hausdorffsch ist und wenn jede Umgebung eines Punktes eine kompakte Umge-
bung besitzt. Dies rechtfertigt die Bezeichnung ,lokal“. Benutze fiir den Nachweis
der Aquivalenz der beiden Definitionen Satz 7.7 und die Tatsache, siche Satz 9.19,
dass X ein T3-Raum ist.

Beispiele 9.18.

(i) Offensichtlich ist jeder kompakte Raum lokal kompakt.

(ii) Der R™ ist lokal kompakt.

(iii) In einem lokal kompakten Raum X ist jeder Teilraum, der Durchschnitt einer
offenen und einer abgeschlossenen Menge ist, selbst lokal kompakt. (Sei A
offen, B abgeschlossen und x € AN B. Sei U eine kompakte Umgebung von x
in X. Da {z} und X \ A abgeschlossen als Teilmengen von B sind, gibt es im
normalen, da kompakten, Raum U offene disjunkte Umgebungen U, und Uyh
mit x € Uy und X \ A C Uy. Nun ist UN ((AN B) \ Ua) eine abgeschlossene
Teilmenge von U \ U4 und daher kompakt.)

Satz 9.19. Sei X ein lokal kompakter Raum. Dann ist X reguldr (Ty + T5).

Beweis. Wir brauchen nur nachzuweisen, dass X ein T5-Raum ist, da er nach Vor-
aussetzung T» und damit 77 ist. Sei x € X und A C X abgeschlossen. Sei weiterhin
K eine kompakte Umgebung von x. Dann ist K abgeschlossen und nach Korollar
9.7 auch regulédr. Somit gibt es offene Umgebungen U € U(z) und V' C X, so dass
AN K CV ist. Wir diirfen weiterhin ohne Einschrankung annehmen (K ist selbst
Umgebung), dass U C K gilt. Dann sind U und V U (X \ K) offene Mengen, die
zeigen, dass X ein T3-Raum ist. g

Satz 9.20 (Alexandroff-Kompaktifizierung). Sei X ein lokal kompakter Raum.
Dann gibt es einen bis auf Homoomorphie eindeutig bestimmten kompakten Raum
Y, der einen zu X homdéomorphen Raum X, enthdlt, so dass Y \ X; =: {oo} aus
einem Punkt besteht. Ist X nicht kompakt, so ist X1 dicht in Y. oo heifit der un-
endlich ferne Punkt.

Beweis. Sei oo ein Punkt, der nicht zu X gehort. Definiere YV := X U {co}. Auf
Y definieren wir eine Topologie durch die folgende Festlegung: Alle Mengen die in
X offen sind, seien auch in Y offen. Weiterhin seien alle Mengen der Form Y \ K
fiir eine kompakte Menge K C X offen. Dies definiert eine Topologie auf Y. Es gilt
namlich

(i) In einem Hausdorffraum ist die endliche Vereinigung kompakter Mengen wie-
der kompakt, was das Schnittaxiom fiir offene Mengen zeigt, die alle den Punkt
oo enthalten.

(ii) Da kompakte Mengen abgeschlossen sind, ist (Y \ K) N X offen in X. Somit
folgt das Schnittaxiom.

(iii) Beliebige Durchschnitte kompakter Mengen sind als abgeschlossene Teilmen-
gen kompakter Mengen wieder kompakt. Also sind beliebige Vereinigungen
von offenen Mengen, die co enthalten, wieder offen.
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(iv) Das allgemeine Vereinigungsaxiom folgt nun, da der Durchschnitt einer kom-
pakten und einer abgeschlossenen Menge wieder kompakt ist.

Nach Definition ist X7 := Y \ {oo} ein zu X homdomorpher Unterraum von Y.

Mit dieser Topologie ist Y ein kompakter topologischer Raum: Zunéchst einmal
ist Y hausdorffsch. Punkte in X lassen sich trennen, da X hausdorffsch ist. Sei
x € X. Da x eine kompakte Umgebung K (z) C X besitzt, sind K(z) und Y\ K (x)
disjunkte Umgebungen von = und oo. Schlieflich enthélt K («) auch noch eine offene
Umgebung von z. Die Quasikompaktheit folgt direkt, denn jede offene Uberdeckung
von Y enthélt eine Menge der Form Y \ K fiir eine kompakte Menge K C X und
der Rest ist kompakt.

Sei Y’ ein weiterer Raum, der die Bedingungen des Satzes erfiillt. Sei X’ ein zu
X homéomorpher Unterraum, so dass Y’ \ X’ = {o0’} aus einem Punkt besteht.
Sei f: X — X' ein Hom6omorphismus und F : Y — Y’ die Fortsetzung von f mit
F(00) := oo'. Nach Konstruktion ist F' bijektiv. Fiir alle offenen Mengen, die oo’
nicht enthalten ist das Urbild offen, da f ein Hom&omorphismus ist.

Betrachte nun eine offene Umgebung von oo’ in Y. Thr Komplement ist eine
abgeschlossene Teilmenge des kompakten Raumes Y’ und daher selbst kompakt.
Unter dem Hom&omorphismus f~! : X’ — X werden kompakte Teilmengen auf
kompakte Teilmengen abgebildet. Also ist f~!(K’) fiir alle kompakten Mengen
K’ C Y’ selbst wieder kompakt. Somit sind die Urbilder aller offenen Mengen
offen, F' ist also stetig.

Da wir nun wissen, dass F’ stetig ist, konnen wir Satz 9.12 anwenden und erhalten,
dass F' ein Hom&omorphismus ist.

X ist ein dichter Teilraum, da Y\ X; nur aus co besteht und jede Umgebung
von oo einen nichtleeren Schnitt mit X; hat, falls X nicht selbst schon kompakt
ist. (]

Definition 9.21. Ein lokalkompakter Raum heifst abzdhlbar im Unendlichen, wenn
er abzéhlbare Vereinigung kompakter Mengen ist.

Die Bezeichnung ,ab&hlbar im Unendlichen* kommt von dem folgenden Satz.
Satz 9.22.

(i) Ein lokal kompakter Raum ist genaw dann abzihlbar im Unendlichen, wenn der
bei der Alexandroff-Kompaktifizierung hinzugefiigte Punkt oo eine abzdihlbare
Umgebungsbasis besitzt.

(ii) Ein lokal kompakter Raum X ist genau dann abzdhlbar im Unendlichen, wenn
es eine Folge (U, )nen von offenen Mengen in X gibt mit folgende Eigenschaf-
ten:

(a) U, ist fiir alle n € N kompakt.
(b) U,, CUpy1 fiir allen € N.
(c) X = U U,.

neN

Beweis.

(i) Die kompakten Mengen aus der Definition der Abzdhlbarkeit im Unendlichen
sind gerade die Komplemente von offenen Mengen einer Umgebungsbasis von
00.

(ii) ,<=*: Wenn die angegebenen Eigenschaften erfiillt sind, ist X im Unendli-
chen abzéhlbar.
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,—": Interessant ist nur die Umkehrung: Sei K C X kompakt. Zu K exis-
tiert dann, da X lokal kompakt ist, eine endliche Uberdeckung durch offene
Mengen, deren Abschluf$ jeweils kompakt ist. (Man betrachtet zunéchst kom-
pakte Umgebungen, dann darin enthaltene offene Umgebungen. Beachte, dass
deren Abschluss jeweils kompakt ist.) Somit finden wir eine kompakte Menge
K’ und eine offene Menge O mit K € O C K’. Sei nun (K;);en eine Uber-
deckung von X durch kompakte Mengen. Definiere (Uy,),en durch: Uy := Oy,
wobei Op eine zu K; gewihlte Menge ist, die genauso gewahlt wurde, wie
oben O zu K. Wiahle dann U, 11 := Oy,41, wobei O,,41 wieder nach derselben
Konstruktion, diesmal aber von U, U K, ausgehend, gewihlt wurde. Dann
erfilllt die Familie (Uy,)nen die oben angegebenen Eigenschaften. O

Definition 9.23. Seien X und Y lokal kompakte Radume. Eine stetige Abbildung
f X — Y heifit eigentlich, wenn fiir jede kompakte Menge K C Y die Menge
fY(K) kompakt in X ist.

Satz 9.24. Seien X, Y lokal kompakt und X', Y’ die zugehérigen Alexandroff-
Kompaktifizierungen mit unendlich fernen Punkten oo beziehungsweise oo’. Sei f :
X — Y eine stetige Abbildung. Dann ldsst sich f genau dann durch die Festsetzung
f(o0) := o0 zu einer stetigen Abbildung '+ X' — Y’ fortsetzen, wenn f eigentlich
1st.

Beweis. Zeige, dass die Urbilder offener Mengen, die oo’ enthalten, genau dann
offen sind, wenn f eigentlich ist. Durch Ubergang zu Komplementen sieht man,
dass dies genau dann der Fall ist, wenn Urbilder kompakter Mengen in Y in X
auch wieder kompakt sind. Die Behauptung folgt. O

Satz 9.25. Seien X und Y lokal kompakt und f : X — Y eine eigentliche Abbil-
dung. Dann ist [ abgeschlossen und f(X) lokal kompakt.

Beweis. Sei f' : X' — Y’ die stetige Fortsetzung von f auf die Alexandroff-
Kompaktifizierung wie in Satz 9.24. Dann ist f’ nach Satz 9.12 auch abgeschlos-
sen. Eine Menge A C X ist nach Konstruktion der Alexandroff-Kompaktifizierung
genau dann in X abgeschlossen, wenn A U {oo} in X’ abgeschlossen ist. Nun ist
f'(Au{oc}) = f(A)U{x'} als Bild einer kompakten Menge selbst wieder kompakt.
Daher ist, wiederum aufgrund der obigen Charakterisierung von abgeschlossenen
Mengen in X, auch f selber eine abgeschlossene Abbildung.

Es gilt f(X) = f(X')NY. Da f/(X’) kompakt ist, ist f(X) der Durchschnitt
einer abgeschlossenen und einer offenen Menge in einem lokal kompakten Raum.
Nach Beispiel 9.18 ist f(X) daher lokal kompakt. (I

9.3. Aufgaben.

Aufgabe 9.1. Zeige, dass das abzdhlbare topologische Produkt folgenkompakter
Réume wieder folgenkompakt ist.

Aufgabe 9.2. Sei X ein kompakter Raum, f : X — R eine stetige Funktion. Zeige,
dass es © € X gibt, so dass f(z) = in}f{ f(z) gilt.
xTE

Aufgabe 9.3. Sei (X,d) ein metrischer Raum und bezeichne dist(z, A) den Ab-
stand eines Punktes x zu einer Menge A. Untersuche, auch fiir den Spezialfall
X =R", ob es einen Punkt a € A gibt, so dass d(z,a) = dist(z, A) gilt. Betrachte
dies fiir kompakte bzw. fiir abgeschlossene Mengen A.
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Aufgabe 9.4. Ein lokal kompakter Raum ist vollstéindig regulér (75, + T1).

Aufgabe 9.5. Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum. Dann ist X genau dann
zusammenhdngend, wenn es fiir je zwei Punkte a, b € X und fiir jedes € > 0 eine
Folge x1, ..., z, € X gibt mit 1 = a, z, = bund d(z;, z;41) <efirl <i<n-1.

Aufgabe 9.6. (Raumfiillende Kurven) Sei I := [0,1] C R. Finde eine surjektive
stetige Abbildung f : I — I?. Zeige, dass die von dir angegebene Abbildung nicht
injektiv ist.

Bemerkung: Dies wird spéter erkldren, warum wir bei der Berechnung der Fun-
damentalgruppe eine Kurve so deformieren miissen, dass sie nicht surjetiv ist. I. a.
ist dies nédmlich nicht erfiillt.

10. FUNDAMENTALGRUPPEN: MOTIVATION — BEISPIELE

Wie wollen einige motivierende Beispiele fiir die algebraische Topologie bzw. die
Betrachtung von Fundamentalgruppen ansehen.

10.1. Was macht man in der (algebraischen) Topologie? In der Topologie
betrachtet man Objekte nur bis auf stetige Deformationen. Man will also beispiels-
weise nicht zwischen einer Tasse und einem Ring unterscheiden, da sich diese beiden
Objekte stetig ineinander iiberfiihren lassen.

In der algebraischen Topologie versucht man, topologischen Objekten algebrai-
sche Invarianten zuzuordnen, die sich unter solchen Deformationen nicht &ndern.
Mit diesen Invarianten kann man dann Objekte unterscheiden. Sie geben Obstruk-
tionen (= Hindernisse) fiir mogliche Deformationen an.

Beachte aber, dass es hochgradig nichttrivial ist, so viele algebraische Invarianten
anzugeben, dass bei Ubereinstimmung aller dieser Invarianten auch eine Deforma-
tion zwischen den betrachteten Objekten moglich ist.

10.2. Beispiele fiir topologische Invarianten. Eine ganz einfache Invariante
erhélt man, wenn man die Zusammenhangskomponenten eines Raumes zahlt.

Die Fundamentalgruppe beschreibt, welche nicht stetig ineinander tiberfiihrbaren
Méglichkeiten es gibt, eine S! in einen Raum abzubilden.

Definition 10.1. Sei X ein topologischer Raum. (Ein topologischer Raum ist eine
Verallgemeinerung eines metrischen Raumes.)

(i) Eine geschlossene Kurve (in X) ist eine stetige Abbildung v : St — X.

(ii) Eine geschlossene Kurve ist nullhomotop (oder zusammenziehbar), wenn es
eine stetige Abbildung f : S' x [0,1] — X, eine Homotopie, mit den folgenden
Eigenschaften gibt:

o f(p,0) = ~(p) fiir alle p € St,

e f(p,1) = f(g,1) fiir alle p,q € S*.
Die Anfangskurve wird also in stetiger Weise zu einem konstanten Weg defor-
miert.

Beispiele 10.2.
(i) Wir betrachten hier S als Teilmenge von R?:
St ={(z,y) eR? 1 2? +¢* =1}

Die geschlossene Kurve v : S' — R? mit p > p ist nullhomotop. Eine Homo-
topie f die dies zeigt ist f(p,t) = (1 — t)p.
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(ii) Die geschlossene Kurve « : St — R?\ {0} mit p + p ist ,offensichtlicherweise®
nicht nullhomotop. Dies ist nichttrivial und erfordert einen Beweis.

(iii) Betrachte eine Tasse mit einem geschlossenen Seil (eine S') durch den Henkel.
Dann lassen sich Seil und Tasse nicht trennen, d. h. so stetig deformieren, dass
am Ende beide auf verschiedenen Seiten einer Ebene liegen.

(iv) Betrachte eine Fliche vom Geschlecht 2, eine ,, Tasse mit zwei Henkeln“. Fiihre
ein geschlossenes Seil durch genau einen Henkel. Dann lassen sich Tasse und
Seil so stetig deformieren, dass am Ende das Seil durch beide Henkel verléuft.
Uberraschenderweise ist also die Zahl, die angibt, durch wieviele Henkel ein
Seil verlauft, keine Invariante.

Eine Visualisierung gibt es unter www.youtube . com/watch?v=S5fPwE7GQOA

Beispiel 10.3. Es gibt eine Moglichkeit, ein Bild mit Hilfe eines Seiles so an zwei
Négeln aufzuhéingen, so dass es herunterfillt, wenn man einen beliebigen der beiden
Négel entfernt.

Dies ist die umgangssprachliche Formulierung zu dem folgenden Problem. (Ganz
dquivalent sind die beiden Formulierungen jedoch nicht, da sich das Seil nicht selbst
durchdringen kann. Probleme in diesem Zusammenhang vermeidet man jedoch,
indem man das Seil stets von oben auf den bereits ,verlegten” Teil des Seiles legt.)

Behauptung: Es gibt eine stetige Abbildung «y : St — R?\ N, die fiir N = {(1,0)}
und N = {(0, 1)} nullhomotop ist, jedoch nicht fiir N = {(1,0),(0,1)}.

Die zweielementige Menge entspricht dabei der Situation, in der beide Négel in
der Wand stecken, die einelementige Menge genau einem Nagel in der Wand. Ist
die Abbildung nullhomotop kann man daran kein Bild aufhdngen, es féllt herunter.

Die (wahrscheinlich erst spéter versténdliche Begriindung) fiir das Hiéngenblei-
ben ist wie folgt: Die Abbildung v ist im Wesentlichen dadurch charakterisiert, wie
sich ihr Bild um die Punkte (1, 0) und (0, 1) herumwindet. Beschreibe a eine Kurve,
die sich einmal im Uhrzeigersinn um (1,0) herumwindet und b eine Kurve, die sich
einmal im Uhrzeigersinn um (0, 1) herumwindet. Dann ist v als ab~'a=1b definiert.
Hier ist die Konvention, dies von links nach rechts zu lesen, die Kurve windet sich
also einmal im Uhrzeigersinn um (1, 0) herum, dann einmal im Gegenuhrzeigersinn
um (0,1), einmal im Gegenuhrzeigersinn um (1,0) und schlieflich im Uhrzeiger-
sinn um (0,1) herum. Dies ist gerade der Kommutator der beiden (erzeugenden)
Elemente a und b~!: [a,b7!]. Wir werden spiiter lernen, dass alle Kurven in der
doppelt punktierten Ebene durch die freie Gruppe mit zwei Erzeugern beschrieben
werden kdnnen.

Offensichtlich ist, dass die Kurve nullhomotop ist, wenn man einen der beiden
Négel entfernt. Man braucht nur die offensichtliche Homotopie als Formel hinzu-
schreiben. Algebraisch: Das Entfernen eines Nagels entspricht einer zusétzlichen
Relation a = 1 und b~ !b ist trivial.

In der einfach punktierten Ebene geniigt die (vielleicht aus der Funktionentheorie
oder vom Abbildungsgrad her bekannte) Umlaufzahl. Diese ist nach Entfernen von
einem der beiden Négel trivial und damit ist die Kurve zusammenziehbar. Bei zwei
Nigeln ist die Umlaufzahl um jeden einzelnen der beiden Négel ebenfalls Null.
Trotzdem ist die Kurve aber nicht zusammenziehbar.

Beachte: Solange beide Négel in der Wand stecken ist keineswegs offensichtlich,
dass die Kurve nicht nullhomotop ist. Dies beruht darauf, dass ab~'a~'b ein nicht-
triviales Element der Fundamentalgruppe ist. Die Details dazu gibt es spéater in der
Vorlesung.
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Aufgabe 10.1. Wie hiangt man ein Bild mit einem Seil so an drei Négel, dass das
Bild herunterfallt, wenn man einen beliebigen Nagel entfernt?

Zusatz: Untersuche weitere Fragen wie beispielsweise: Wie héngt man ein Bild
so an drei Négel, dass es herunterfillt, wenn man zwei beliebige Néagel entfernt?
Wie lassen sich mit einem solchen Vorgehen logische Formeln umsetzen? Welche
Bedingungen muss eine logische Formel erfiillen, damit sie sich in dieser Weise
logisch umsetzen lésst?

Das folgende Theorem wurde 2002/03 von Grisha Perelman (in allgemeinerer
Form) bewiesen.

Theorem 10.4. Sei M eine geschlossene einfach zusammenhdngende dreidimen-
sionale Mannigfaltigkeit. Dann ist die Mannigfaltigkeit M homdomorph zu einer
dreidimensionalen Sphdre.

Diese Version ist als Poincarévermutung bekannt. Die zentrale Annahme ist,
dass M einfach zusammenhéngend ist, also eine triviale Fundamentalgruppe hat;
wir werden das spéter noch genau definieren. Die Poincarévermutung wurde mit
Hilfe des Ricciflusses bewiesen. Der Beweis macht noch allgemeinere Aussagen iiber
dreidimensionale geschlossene Mannigfaltigkeiten.

Zur Poincarévermutung gibt es Verallgemeinerungen fiir n-dimensionale Man-
nigfaltigkeiten. Hierbei nimmt man an, dass alle Homotopiegruppen mit denen der
Sphire iibereinstimmen. Diese Vermutung ist fiir alle n bekannt:

n =0, 1,2: Gibt es nicht bzw. einfach
n > 5: Stephen Smale 1960, Fields-Medaille
n = 4: Michael Freedman 1982, Fields-Medaille

e n = 3: Grischa Perelman 2002/03, Fields-Medaille, abgelehnt
Homotopiegruppen sind Verallgemeinerungen der Fundamentalgruppe. Statt Ab-
bildungen von S! in einen topologischen Raum betrachtet man Abbildungen von
S™. Homotopiegruppen werden in der algebraischen Topologie betrachtet.

11. DIE FUNDAMENTALGRUPPE: ERSTE KONSTRUKTIONEN

Die Fundamentalgruppe beschreibt in einem gegebenen Raum alle geschlossenen
Kurven bis auf stetige Deformationen. Wie in Beispiel 10.3 kann man mit ihrer
Hilfe angeben, dass sich ein Knoten nicht auflosen lasst. Weitere Beispiele befinden
sich in [2], wonach wir auch vorgehen.

11.1. Wege und Homotopien.
Definition 11.1.

(i) Ein Weg in einem topologischen Raum X ist eine stetige Abbildung f : I =
[0,1] — X.

(ii) Eine Homotopie von Wegen in X ist eine Familie f; : I — X, 0 < ¢ <1, so
dass
(a) die Endpunkte (bzw. Anfangspunkte) f;(0) =: ¢ und f;(1) =: z1 von ¢

unabhingig sind.

(b) die Abbildung F : I x I — X mit F(s,t) := fi(s) stetig ist.

(iii) Gibt es zwischen zwei Wegen fo und f; eine solche Homotopie f;, so heifen
sie homotop. Wir schreiben fy >~ fi.
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(iv) Ein Weg f heiflt nullhomotop, wenn er homotop zu einem konstanten Weg ¢
ist. (Ein Weg ¢ heifit konstant, wenn c¢(s) = xq fiir ein 29 € X und fiir alle
0<s<1gil.)

Beispiel 11.2. Seien fy und f; im R™ Wege mit gleichen Anfange- und Endpunk-
ten zg bzw. x1. Dann sind fy und f; homotop, fo ~ fi. Es geniigt konvex zu
interpolieren: f;(s) := (1 —1t)fo(s)+tf1(s). Daher gilt eine solche Aussage auch fiir
Wege in konvexen Teilmengen von R”™.

Proposition 11.3. Die Homotopierelation auf Wegen mit fixierten Endpunkten in
einem topologischen Raum ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Die Reflexivitdt f ~ f ist klar, f; = f ist die gewiinschte Homotopie. Ist
ft eine Homotopie zwischen f und g, so ist f;_; eine Homotopie zwischen g und f.
Somit folgt die Symmetrie.

Zur Transitivitat: Sei fy ~ f1 vermoge der Homotopie f; und gg ~ g1 vermoge
der Homotopie g;. Sei f; = gg. Dann ist h;, definiert durch

oo Ve fir0<t<s,
FT \gue fir f <<

eine Homotopie zwischen fy und g;. Diese beiden Teildefinitionen stimmen fiir ¢ = %
iiberein und die Stetigkeit von H (s,t) := h;(s) folgt aus Satz 4.10. O

Definition 11.4 (Homotopieklasse). Die Aquivalenzklasse aller zu einem festen
Weg f homotopen Wege heiftt Homotopieklasse von f und wird mit [f] bezeichnet.

Das nun definierte Produkt von Wegen bezeichnet das Nacheinander-Durchlaufen
von zwei Wegen mit doppelter Geschwindigkeit.

Definition 11.5 (Produkt von Wegen). Seien f, g : I — X Wege in einem to-
pologischen Raum mit f(1) = ¢g(0). Dann definieren wir ein Produkt von f und g
als

Bemerkung 11.6. Beachte, dass bei dieser Definition zunéchst der links stehende
Weg durchlaufen wird (anders als bei der Verkettung von Abbildungen).

Diese Definition des Produktes von Wegen induziert auch ein Produkt auf Ho-
motopieklassen von Wegen. Denn seien fy ~ f; und gy ~ g1 homotop vermoge
Homotopien f; und g, so dass fo(1) = go(0) ist (also fo - go definiert ist), dann
ist auch f; - g; definiert und liefert eine Homotopie, die fo - go ~ f1 - g1 zeigt. Wir
definieren [fo] - [g0] := [fo - go]-

Definition 11.7.
(i) Wege, bei denen f(0) = f(1) = z¢p € X gilt, heifen geschlossene Wege. x¢
heifst Basispunkt.
(ii) Die Menge aller Homotopieklassen [f] geschlossener Wege f : I — X mit

Basispunkt ¢ wird mit 71 (X, zg) bezeichnet. m (X, x¢) heillt Fundamental-
gruppe (oder erste Homotopiegruppe) von X zum Basispunkt zg.

Die folgende Proposition rechtfertigt den Namen Fundamentalgruppe.
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Proposition 11.8. Sei X ein topologischer Raum mit xo € X. Dann ist die Menge
m1(X, x0) eine Gruppe beziiglich des Produktes [f] - [g] == [f - 9]

Beweis. Da wir nur Wege mit Endpunkten xg betrachten, kénnen wir solche We-
ge hintereinander durchlaufen. Wir hatten gesehen, dass die angegebene Produkt-
operation unabhéingig vom gewihlten Représentanten der Homotopieklasse, also
wohldefiniert, ist.

Assoziativitit: Zeige, dass (f - g) -h ~ f-(g-h) fur alle f, g, h mit [f], [g],
[h] € m(X, 20) gilt, was diquivalent zu ([f] - [g]) - [1] = [f] - (Ig] - [} ist.

Zunéchst einmal betrachten wir Umparametrisierungen. Sei ¢ : I — [ eine
stetige Abbildung mit ¢(0) = 0 und ¢(1) = 1. Dann ist die Verkniipfung f o
@ eine Umparametrisierung von f. Unter Reparametrisierungen &ndert sich die
Homotopieklasse nicht, denn f o ¢ ~ f vermdge der Homotopie f o ¢; mit ¢i(s) :=
(1 —t)p(s) +ts, da pg = ¢ und ¢1(s) = s gelten. Da ¢;(s) € I fiir alle (s,t) € I?
gilt, ist f o ¢ wohldefiniert.

Fir f, g, h mit [f], [g], [A] € m(X,20) gilt f(1) = g(0) und g(1) = h(0).
Also sind die Verkniipfungen wohldefiniert. In (f - g) - h und f - (g - h) werden
jeweils die Wege f, g und h hintereinander durchlaufen, jedoch in unterschiedlichen
Geschwindigkeiten. Die beiden Produkte sind also gerade Umparametrisierungen
voneinander, also insbesondere homotop zueinander.

Auch die Verkniipfung von einem Weg f mit [f] € 71 (X, 2¢) mit dem konstanten
Weg ¢(s) = x fiir alle s € I ist lediglich eine Umparametrisierng von f. Es gilt
daher [f] = [f-c] =[c- f].

Die Aussagen der letzten beiden Abschnitte bleiben richtig, sobald f - g wohlde-
finiert ist. Man benotigt hierfiir nicht, dass alle Endpunkte {ibereinstimmen.

Sei f: I — X ein Weg von f(0) = xo nach f(1) = zy. Definiere den dazu
inversen Weg f : I — X durch f(s) := f(1 — s). Definiere weiterhin

fuls) == {f(lt) 1—t<s<l1.

Dann ist h; = f; - f, eine Homotopie, die zeigt, dass f - f homotop zu einem
konstanten Weg ist. Analog folgt auch, dass f - f homotop zu einem konstanten
Weg ist. Somit ist f ein beidseitiges Inverses zu f mit [f] € 71 (X, z0).

Daher ist 71 (X, zg) eine Gruppe. O

Beispiel 11.9. Es gilt m (R, z) = {1} fiir alle z € R™, da sich im R", wie wir in
Beispiel 11.2 gesehen haben, alle geschlossenen Wege zu einem Punkt zusammen-
ziehen lassen.

Wir wollen nun die Homotopiegruppen fiir unterschiedliche Basispunkte verglei-
chen.

Proposition 11.10. Sei X ein topologischer Raum, xo, x1 € X. Sei h ein Weg
von xg nach x1 und h der umgekehrt durchlaufene Weg. Dann ist die Abbildung

Bh : 7T1(X,.Z'1) —>7'l'1()(7.’170)7
Bulf] = [hfﬂ
ein Isomorphismus.

Beweis. Wir benutzen die Abkiirzung Gy [f] fir Sn([f])-
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Zunichst einmal ist zu zeigen, dass die Definition von der Wahl des Représentan-
ten in der Homotopieklasse unabhéngig ist. Ist f; eine Homotopie zwischen Wegen
mit Basispunkt x1, so ist - f; - h eine Homotopie zwischen Wegen mit Basispunkt
xg. Daher ist 8}, auf Homotopieklassen wohldefiniert.

Die Abbildung S, ist ein Gruppenhomomorphismus, denn es gilt

Bu(lf]-9]) =Bulf -gl=1[h-f-g-hl=[h-f-h-h-g-]]
=[h-f-hl-[h-g-h] = Bulf] Bulg]-
Die Inverse von 3, ist durch 35 gegeben, denn es gilt 8,55 [f] = Bu [h- f - h]

[h “h-f-h- EJ = [f]. Analog rechnet man fiir die Inverse nach, dass 50 [f] = |
gilt.

O= |

Bemerkung 11.11. Ist also X wegzusammenhéngend, so hingt m (X, zg) — bis auf
Gruppenisomorphismen — nicht vom Basispunkt xy ab. Daher schreiben wir auch
m1(X) oder m X. Wir sprechen dann auch einfach von der Fundamentalgruppe ohne
einen Basispunkt explizit zu erwahnen.

Definition 11.12 (einfach zusammenhéngend). Ein topologischer Raum X heifst
einfach zusammenhdngend, wenn X wegzusammenhéngend ist und eine triviale
Fundamentalgruppe (aus nur einem Element bestehend) besitzt.

Proposition 11.13. Fin Raum X ist genau dann einfach zusammenhdngend, wenn
es fir je zwei Punkte xg, x1 € X bis auf Homotopie nur genau einen Weg von xg
nach xi gibt.

Beweis.
,=—" Da X wegzusammenhéngend ist, gibt es einen Weg, der zwei beliebige Punk-
te in X miteinander verbindet. Nehme an, dass m1 (X) = {1} gilt. Seien 2y, 1 € X
und seien f und g zwei Wege von xy nach x;. Nach Voraussetzung sind dann die
geschlossenen Wege G- ¢ und f-g nullhomotop, denn sie haben jeweils gleiche Start-
und Endpunkte. Also gilt f ~ f-G-¢g ~ g und die Behauptung folgt.

,<=" Gibt es — bis auf Homotopie — nur einen Weg von zy nach xg, dann ist
nach Definition die Fundamentalgruppe 71 (X, zg) trivial. a

11.2. Die Fundamentalgruppe des Kreises. Wir wollen nun nachweisen, dass
miSt = 7 ist, also — bis auf einen Gruppenisomorphismus — ;S und Z iiberein-
stimmen. Wir sagen dann auch, dass Z die Fundamentalgruppe von S! ist. Dies
folgt aus dem folgenden Theorem. Den Beweis fithren wir so, dass er implizit das
Konzept einer Uberlagerung benutzt, das wir spéter noch allgemeiner kennenlernen
werden.

Theorem 11.14. Die Abbildung ® : Z — m (Sl), wobei eine ganze Zahl n auf
die Homotopieklasse des Weges [0,1] 2 s — wy(s) := (cos2mns,sin2mns) (mit
Basispunkt (1,0)) abgebildet wird, ist ein Isomorphismus.

Beweis. Die Beweisidee ist es, Wege in S! mit solchen in R zu vergleichen. Dazu
verwenden wir die Abbildung p : R — S!, definiert durch p(z) := (cos 27s, sin 27s).
Diese Abbildung lisst sich geometrisch durch die Einbettung von R in den R3
als Helix, parametrisiert duch s — (cos2ws,sin2ws, s), visualisieren. Dann ist p
gerade die orthogonale Projektion R® — R? auf die ersten beiden Komponenten
(z,y,2) — (x,y). Somit ist der geschlossene Weg w,, gerade die Verkniipfung po@,,,
wobei @y, : I — R (R identifiziert mit der Helix) gerade die Abbildung mit &,,(s) =
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ns ist, die 0 mit n verbindet und sich dabei |rn|-mal um die Helix (nach oben oder
unten, je nach Vorzeichen von n) windet. Die Identitit w, = p o @, besagt dann
gerade, dass @,, der Abbildung w, iiberlagert ist. (Dies werden wir voraussichtlich
in Kapitel 13 noch genau definieren.)

Die Abbildung ® kann man nun auch wie folgt definieren: Definiere ®(n) als die
Homotopieklasse der geschlossenen Kurve p o f , wobei f ein beliebiger Weg in R
von 0 nach n ist. Solch eine Abbildung f ist zu @w,, vermoge der linearen Homotopie
(1 —t)f + t&, homotop. Daher ist auch po f zu p o &, = w, homotop und somit
stimmt die alte Definition von ®(n) mit der neuen iiberein.

Um nachzuweisen, dass ® ein Homomorphismus ist, definieren wir fiir m € Z die
Abbildung 7,, : R — R als die Translation 7,,(z) := 2 +m. Dann ist @y, - (Ty, © @y,)
ein Weg von 0 nach m +n € R, also ist ®(m + n) die Homotopieklasse in S* dieses
Weges unter der Abbildung p. Es gilt aber p(@y, - (Tm 0 @n)) = Wi, - Wy, Somit ist
d(m+n) =2(m) - 2(n).

Um nachzuweisen, dass ® ein Isomorphismus ist, wollen wir die folgenden beiden
Tatsachen benutzen (und spéter beweisen):

(i) Zu jedem Weg f : I — S*, der im Punkt zy € S beginnt, und zu jedem Punkt
Fo € p~'({xo}) gibt es eine eindeutig bestimmte stetige Abbildung f: I — R
mit f(0) = Zo, die f iiberlagert ist, d.h., es gibt eine eindeutig bestimmte
stetige Abbildung f , die das folgende Diagramm kommutativ macht

g
P
1
I 5 St.

(ii) Zu jeder Homotopie f; : I — S' von Wegen, die in x¢ beginnen und fiir jedes

Zo € p~t({xo}) gibt es eine eindeutige iiberlagernde Homotopie f von Wegen,
die in Zy beginnen. Die folgenden Diagramme sind also kommutativ:

R fi(s)
I x I?SI und (8,t) —— fi(s).

Wir wollen nun zunéchst mit diesen beiden Tatsachen das Theorem beweisen und
dann die Beweise fiir die angegebenen Aussagen in einem Lemma nachholen.
Surjektivitit: Um zu zeigen, dass die Abbildung ® surjektiv ist, betrachten wir
einen Weg f : I — S! mit Basispunkt (1, 0), der ein Element in 7y (Sl) reprasentiert.
Nach (i) finden wir einen dem Weg f {iberlagerten Weg f , der im Punkt 0 beginnt.
Dieser Weg f endet in einer ganzen Zahl n, da p o f( ) = f(1) = (1,0) gilt und
“1({(1,0)}) = Z C R ist. Wir benutzen nun die erweiterte Definition von ® und

erhalten d(n) = [p o f] = [f]. Daher ist ® surjektiv.

Injektivitét: Nehme an, dass ®(m) = ®(n) ist. Wir wollen also nachweisen,
dass m = n ist. Nach Definition folgt aus ®(m) = ®(n) gerade, dass w,, ~ wy,
ist. Sei also f; eine Homotopie von w,, = fp nach w, = f;. Nach (ii) gibt es
eine eindeutig bestimmte f iiberlagerte Homotopie ft, die im Punkt 0 beginnt.
Ebenso gibt es nach (i) iberlagernde Abbildungen &y, und @,, zu w,, und w,, die



TOPOLOGIE 53

auch jeweils im Punkte 0 starten. Aufgrund der Eindeutigkeit der iiberlagernden
Abbildungen gilt daher fo = @, und fl = Wy. Nun ist aber ff eine Homotopie
von Wegen. Also ist insbesondere der Endpunkt ft(l) unabhéngig von t. Fir t =0
gilt fo(1) = @ (1) = m und fiir ¢ = 1 erhalten wir f1(1) = ©,(1) = n. Somit gilt
m=n. (]

Statt die beiden Behauptungen (i) und (ii) zu beweisen, zeigen wir die folgende
allgemeinere Behauptung:

Lemma 11.15. Sei Y ein topologischer Raum, F : Y x I — S' stetig und F : Y x
{0} = R eine Fly oy tberlagerte Abbildung, d. h. es gilt po (F|Y><{O}> = Flyxqo0}

mit p : R — S wie in Theorem 11.14. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte
Abbildung F : Y x I — R, die F iberlagert ist, d. h. es gilt po F' = F, so dass F'
eine Fortsetzung der oben angegebenen Abbildung F:Y x {0} — R ist.

Hieraus folgen dann die Behauptungen (i) und (ii) im Theorem 11.14, wenn wir
fiir Y einen einpunktigen Raum {g} bzw. I wihlen. Behauptung (i) ist damit direkt
klar, da wir F((g,0)) vorgeben. Fiir Behauptung (ii) betrachten wir wie iiblich die
Abbildung F : I x I — S!, die durch F(s,t) := fi(s) definiert ist. Wir wenden
nun (i) an, um die eindeutig bestimmte {iberlagernde Abbildung F : I x {0} — R
mit vorgegebenem Anfangspunkt F (0,0) zu bekommen. Dann liefert Lemma 11.15
eine eindeutig bestimmte {iberlagernde Abbildung F : I x I — R. Die Einschrin-
kungen F lfoyx7 und F l{1yx 1 sind konstanten Wegen iiberlagert, also aufgrund der
Eindeutigkeit der iiberlagernden Abbildungen mit fixiertem Anfangspunkt wieder
konstante Wege. Somit ist ft(s) = F(s, t) eine Homotopie von Wegen und fr ist f;
iiberlagert, denn es gilt p o F=F.

Beweis von Lemma 11.15. Wir wollen benutzen, dass es eine offene Uberdeckung
{Us}a von St gibt, so dass fiir jedes o die Mengen p~1(U,) sich als disjunkte
Vereinigung von Mengen homéomorph zu U, darstellen lassen und die Abbildung
p ein solcher Hom6omorphismus ist. Dies ist offensichtlich, wenn wir S' nur fein
genug zerlegen (zwei offene Kreisbogen geniigen). Beachte fiir spéiter, wenn wir
eine analoge Aussage fiir allgemeinere Uberlagerungen zeigen wollen, dass wir im
Folgenden nur diese Eigenschaft von p ausniitzen.

Sei yo € Y. Wir wollen zuniichst eine iiberlagernde Abbildung F : N x I — R
konstruieren, wobei N eine Umgebung von yg ist. Da die Abbildung F' stetig ist,
besitzt jeder Punkt (yo,t) € Y X I eine Umgebung in Produktform der Gestalt
N¢ % (ay, b) (geschnitten mit dem Definitionsbereich), so dass F'(N; X (ag, b)) C Uy
fiir ein « gilt. Aufgrund der Kompaktheit {iberdecken bereits endlich viele dieser
Umgebungen die Menge {yo} x I. Daher kénnen wir eine feste Umgebung N von yq
withlen und Zahlen 0 =t < t; < ... < t,, = 1, so dass fiir jedes i die Menge F(N x
[t;, ti+1]) in einem U, enthalten ist. Dieses wollen wir mit U; bezeichnen. Nehme nun
induktiv an, dass F auf N x [0,¢;] bereits konstruiert sei. Nach Voraussetzung gilt
F(N X [ti,tit+1]) C U;. Daher gibt es eine Menge U; C R, die unter p homéomorph
auf U; abgebildet wird und die F(yo,t;) enthélt. Nun braucht nicht F(N x {t;}) C
U; zu gelten (z.B. wenn N nicht zusammenhingend ist), aber wir kénnen dies
erreichen, indem wir die Umgebung N € U(yp) verkleinern; wir wéhlen dazu statt

~ -1 /.
N x {t;} die Menge (F|Nx{ti}) (Ui), schreiben aber weiterhin N. Nun konnen
wir F auf N x [ti, tiv1] durch F = pi_1 o F definieren, wobei p; : U; — U; der
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Homd&omorphismus ist, den man aus p durch Einschrinkung erhélt. Nach endlich
vielen solchen Schritten erhalten wir dann eine iiberlagernde Abbildung F:NxI—
R fiir eine Umgebung N von yqg.

Wir betrachten nun die Eindeutigkeit in dem Falle, dass Y einpunktig ist. In
diesem Spezialfall lassen wir Y in den Bezeichnungen ersatzlos weg. Nehme also an,
dass F'und F” zwei iiberlagernde Abbildungen von F : I — S! sind, so dass F(0) =
F'(0) gilt. Wie im Existenzteil wihlen wir Zahlen 0 = to < t; < ... < t;, = 1, s0
dass F'([t;, ti+1]) stets in einer Menge U; wie oben enthalten ist. Wir wollen induktiv
annehmen, dass wir schon wissen, dass F' = F” auf [0, ¢;] gilt. Das Intervall [t;, t;41]
ist zusammenhéngend und damit auch F([t;,;11]) sowie F’([t;,t;41]). Somit muss
F ([ti, ti+1]) in einer der Mengen U; enthalten sein, die unter p homsomorph auf U;
abgebildet werden. Auch F'([t;,t;41]) muss in einer solchen Menge enthalten sein
und zwar in derselben, da F’(t;) = F(t;) gilt. Da plg, injektiv ist und po F=poF’
auf [t;, t;11] gilt, folgt dass auch F = I’ auf dieser Menge gilt. Der Induktionsschritt
folgt.

Wir beobachten nun, dass die oben auf Mengen der Form N x I konstruierten
iiberlagernden Abbildungen eindeutig bestimmt sind, wenn wir sie auf Mengen der
Form {y} x I einschrianken. Daher stimmen sie im Schnitt von Mengen der Form
N x I iiberein und wir konnen sie damit auf ganz Y x I definieren und erhalten eine
wohldefinierte iiberlagernde Abbildung F : Y x I — R. Die Eindeutigkeit folgt, da
die Einschrinkungen auf Mengen der Form {y} x I eindeutig bestimmt sind. Die
Abbildung F ist auch stetig, da die Einschrinkungen F : N x I — R stetig sind,
was zeigt, dass F' in allen Punkten stetig ist. O

Hieraus erhalten wir die Aussage, dass jedes nichtkonstante Polynom in C eine
Nullstelle besitzt.

Theorem 11.16 (Fundamentalsatz der Algebra). Seip(z) := z"+a12" ' +.. . +ay,,
n > 1, ein(e) Polynom(funktion) p : C — C. Dann besitzt p eine Nullstelle.

Beweis. Wenn p(z) keine Nullstelle besitzt, dann definiert fiir jede Zahl » > 0 die

Formel 4

) o 2T o)

' [p (re®™*) /p(r)]

eine geschlosse Kurve f, : I — S! ¢ C mit Basispunkt 1. In r ist f, eine Homotopie
von geschlossenen Wegen mit Basispunkt 1. Da fy ein trivialer geschlossener Weg
ist, folgt, dass [f,.] € m (Sl) fir alle » > 0 das neutrale Element ist. Wir betrachten
nun ein grofes r mit r > 1 + max{|ai| + - -+ + |ay|, 1}. Dann gilt fir |z| = r die
Abschétzung

ol = = (g a2 e

Wir schlieften also, dass die Polynome p;(z) := 2™ + ¢ - (alz"*1 4+ 4 an) fiir
0 <t <1 keine Nullstellen auf dem Kreis |z| = r besitzen. Damit induzieren sie,
in die obige Formel fiir f, statt p eingesetzt, eine Homotopie von f, zu wy(s) :=
e?™ms_ Nach Theorem 11.14 ist w,, gerade die n-mal ein Erzeuger der unendlichen
zyklischen Gruppe m; (Sl) und somit vom neutralen Element verschieden. Dies
widerspricht [fo] = 1. Somit hat p doch eine Nullstelle. a

Wir erhalten einen weiteren Beweis des Brouwerschen Fixpunktsatzes in zwei
Dimensionen:
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Theorem 11.17 (Brouwerscher Fixpunktsatz). Jede stetige Selbstabbildung h :
D? — D? der abgeschlossenen Einheitskreisscheibe D? besitzt einen Fixpunkt.

Beweis. Wir gehen dhnlich wie in Korollar A.3 vor. Falls h keinen Fixpunkt besitzt,
definieren wir eine stetige Retraktion von D? nach S!, d.h. eine stetige Abbildung
r: D? — S, so dass r|g: die Identitét ist. Sei 2 € D. Definiere r(z) als den Punkt,
in dem eine Halbgerade, die in h(x) startet und durch = geht, den Rand 9D? = S!
schneidet. Aufgrund der Stetigkeit von A und der Fixpunktfreiheit ist dies eine
stetige Abbildung D? — S!. Nach Definition ist auch klar, dass r eine Retraktion
ist.

Wir zeigen nun, dass es keine solche Retraktion geben kann. Sei f; ein geschlos-
sener Weg in S'. In D? gibt es eine Homotopie zu einem konstanten Weg, beispiels-
weise die lineare Homotopie fi(s) := (1 — t)fo(s) + txg, wobei 2y der Basispunkt
von fp ist. Da die Retraktion 7 auf S' die Identitét ist, ist die Verkettung ro f; eine
Homotopie in S! von r o fy = fo zu einem konstanten Weg im Basispunkt zo. Dies
geht aber nicht, denn (Sl) ist nichttrivial und fj ist ein beliebiger geschlossener
Weg. ([

In beliebigen Dimensionen werden wir den Brouwerschen Fixpunktsatz noch in
der algebraischen Topologie beweisen.
Aus dem angegebenen Beweis folgt noch:

Korollar 11.18. Es gibt keine stetige Retraktion (vergleiche auch Definition 11.27)
von D? auf S'.

Das folgende Resultat zeigt beispielsweise, dass es auf der Erde stets zwei ge-
geniiberliegende Punkte gibt, in denen die Temperatur und die Niederschlagsmenge
iibereinstimmen (falls diese sich stetig verhalten und die Erde topologisch eine Ku-
gel ist).

Theorem 11.19 (Borsuk-Ulam). Sei f : S — R? stetig. Dann gibt es x € S?, so
dass f an den beiden antipodalen Punkten x und —x dibereinstimmt, f(x) = f(—x).

In einer Dimension ist das analoge Resultat offensichtlich, da die Funktion f(x)—
f(—z) das Vorzeichen wechselt, wenn man ein halbes Mal um S' herumliuft.

Im allgemeinen gibt es nicht mehr als dieses eine Paar von Punkten, betrachte
beispielsweise die Orthogonalprojektion von S? ¢ R? auf R? C R3.

Die Verallgemeinerung fiir AbbildungenS™ — R" gilt ebenfalls, erfordert aber
einen anderen Beweis.

Beweis von Theorem 11.19. Falls nicht, dann kdnnen wir eine stetige Abbildung
g:S? —» S' durch
f(@) — f(—2)

= T5) — o)
definieren. Definiere eine geschlossene Kurve  : I — S? € R3, die den Aquator
entlangliduft durch 7(s) := (cos 27s, sin 27s, 0). Definiere weiterhin h : I — S! durch
h := g on. Nach Definition von g gilt g(—z) = —g(), also folgt h (s + 3) = —h(s)
flir alle s im Intervall [O, %] Wie wir bei der Berechnung der Fundamentalgruppe
von 7y (Sl) gesehen haben, lisst sich der Weg h : I — S zu einem Weg h:I—>R
Jiften, d.h. wir finden eine Abbildung h, so dass A der Abbildung h iiberlagert
ist. Die Gleichung & (s + 1) = —h(s) liefert nun, dass h(s + H= h(s) + 4 fiir eine
ungerade Zahl g € Z gilt. Wir behaupten, dass ¢ nicht von s abhéingt. Dies folgt
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aber direkt aus der definierenden Gleichung h(s + 1) = h(s) + 4 fiir ¢, in der alle
anderen Summanden stetig von s abhéngen. Dies gilt daher auch fiir ¢ und da ¢ € Z
ist, ist ¢ von s unabhéngig. Es gilt insbesondere B(l) =h (%) +1= B(O) + ¢q. Dies
bedeutet, dass h, als Element von 7 (Sl) aufgefasst, gerade g-mal der Erzeuger von
m (Sl) ist. Da g ungerade ist, ist A damit nicht nullhomotop. Aber nach Definition
ist h = gon: I — S? — S! und die Abbildung 7 ist offensichtlich in S? nullhomotop.
Durch Komposition der entsprechenden Homotopie mit g sehen wir also, dass auch
h nullhomotop ist. Dies ist ein Widerspruch und das Theorem folgt. (]

Korollar 11.20. Die Mengen S? und R? sind nicht homdomorph. S? ist auch zu
keiner Teilmenge von R? homdomorph.

Beweis. Die erste Aussage folgt auch noch leicht aus der Kompaktheit von S?, die
zweite nicht mehr. Fiir einen Hom6omorphismus f gibt es aufgrund der Injektivitat
natiirlich kein z € S?, so dass f(z) = f(—=z) gilt. O

Korollar 11.21. Seien A;, Ay, As C S? drei abgeschlossene Teilmengen mit

3

U A; = S2. Dann gibt es eine Menge A;, die ein Paar von antipodalen Punkten
i=1

x,—x} enthdlt.

Beweis. Sei d; : S — R die Distanz zu A;, d.h. d;(x) := in£ |z — y|gs. Dies
YEA;

ist eine stetige Funktion. Daher konnen wir den Satz von Borsuk-Ulam auf die
Abbildung S? — R? mit z + (di(z),d2(z)) anwenden. Wir finden also ein x € S?
mit di(x) = di(—x) und dy(z) = dao(—2x). Ist einer dieser beiden Absténde Null,
so liegen & und —z beide in A; oder beide in A,. Falls weder dy(z) = 0 noch
do(x) = 0 gilt, so liegt « weder in A; noch in As. Analog erhilt man, dass auch —x
nicht in A; U Ay liegt. Aufgrund der Uberdeckungseigenschaft gilt daher z € As
und —x € As. Die Behauptung folgt. d

Hier ist die Anzahl der Mengen scharf, wie man sich {iberlegt, wenn man vier
Mengen betrachtet, die die Symmetrien eines Tetraeders haben. In héheren Dimen-
sionen bekommt man eine dhnliche Aussage, wenn man S™ mit n+1 abgeschlossenen
Mengen iiberdeckt.

Das folgende Resultat liefert eine erste Moglichkeit, bei der Konstruktion eines
topologischen Raumes die Fundamentalgruppe des neu konstruierten Raumes aus
der seiner Komponenten zu bestimmen. Wir betrachten nur den Fall, dass X und
Y wegzusammenhingend sind. Den allgemeinen Fall erhélt man dann, indem man
das Resultat auf Wegzusammenhangskomponenten anwendet.

Proposition 11.22. Sind X und Y wegzusammenhdngend, so ist m1(X xY) iso-
morph zu m1(X) x m1(Y).

Beweis. Sei Z ein topologischer Raum und f: Z — X XY eine Abbildung. Definie-
re g und h durch f(z) = (g(z), h(2)). Dann ist nach Definition der Produkttopologie
f genau dann stetig, wenn g : Z — X und h : Z — Y stetig sind. Daher lassen
sich Wege in X x Y mit Basispunkt zo = (x0, o) bijektiv auf Paare von Wegen
abbilden, wobei der eine Weg in X mit Basispunkt zy und der andere in Y mit
Basispunkt yg ist. Genauso entspricht eine Homotopie f; von Wegen in X X Y
bijektiv Paaren (g, h;) von Homotopieen, wobei g; eine Homotopie von Wegen in
X und h; eine Homotopie von Wegen in Y ist. Somit erhalten wir die Bijektion



TOPOLOGIE 57

m (X XY, (x0,y0)) = m(X,x0) X (Y, y0) mit [f] — ([g],[h]), wobei g und h die
Verkettungen von h mit den jeweiligen Projektionen sind. Auf der rechten Seite
multiplizieren wir komponentenweise. Die angegebene Abbildung ist ein Gruppen-
homomorphismus. Da sie bijektiv ist, ist es ein Gruppenisomorphismus. [

Beispiel 11.23. Fiir einen zweidimensionalen Torus gilt m (S! x S*) = 7 (S') x
m (Sl) =~ 7 x Z. Bis auf Homotopie ist also eine geschlossene Kurve durch zwei
ganze Zahlen charakterisiert. (Beispiel, etwa (2, 3), im Bild veranschaulichen.)
Induktiv folgt, dass die Fundamentalgruppe eines n-dimensionalen Torus iso-
morph zu Z" ist.
Insbesondere sind diese Fundamentalgruppen also abelsch. (Fiir “Doughnut” und
Rechteck mit identifizierten Seiten skizzieren.)

11.3. Induzierte Homomorphismen. Sei ¢ : X — Y eine stetige Abbildung,
die den Basispunkt zy € X auf den Basispunkt yg € Y abbildet. Wir kiirzen
dies mit ¢ : (X,z9) = (Y, y0) ab. Dann induziert ¢ einen Homomorphismut ¢, :
m1(X, 20) = m (Y, yo), definiert durch ¢.[f] := [p o f] flir einen geschlossenen Weg
f 1 — X mit Basispunkt z.
(i) Die Abbildung ist wohldefiniert, denn wenn f; eine Homotopie in X ist, dann
ist ¢ o f; eine Homotopie in Y.
(ii) Die angegebene Abbildung ist ein Homomorphismus, denn es gilt @ o (f-g) =
(¢of)-(pog), da beide Seiten fiir 0 < s < § mit @ o f(2s) und fiir £ <s <1
mit ¢ o g(2s — 1) libereinstimmen.

Zwei grundlegende Eigenschaften induzierter Homomorphismen sind:

(i) Esgilt (pot)). = @, o1, fiir Abbildungen (X, z0) Y. (Y, y0) —— (Z, z) -
(ii) 1, =1, d.h. die Identitdt 1 : X — X induziert die Identitat 1 : m1 (X, z¢) —
m1 (X, x0).
Die erste Behauptung folgt, das die Komposiition von Abbildungen assoziativ ist:
(pop)o f=wo(yo f), die zweite ist offensichtlich.

Diese beiden Eigenschaften besagen, das die Abbildung, die jedem punktierten
Raum (X, zg) die Fundamentalgruppe zum Basispunkt xy zuordnet, ein Funktor
ist. Wir brauchen die Definition eines Funktors erst in der algebraischen Topologie.

Sei ¢ ein Hombomorphismus mit Umkehrabbildung 1. Dann ist ¢, ein Isomor-
phismus und die Umkehrabbildung ist durch v, gegeben, denn es gilt ¢, o ¥, =
(po). = 1, =1 und analog folgt auch ¥, o ¢, = 1.

Wir berechnen nun die Fundamentalgruppen fiir alle Sphéren. Da wir schon
wissen, dass 7y (Sl) = 7 ist und da (SO, p) fiir p € SY einelementig ist, bleibt
noch, m (S") fiir n > 2 zu bestimmen.

Proposition 11.24. Die Gruppen m (S™) sind fiir n > 2 trivial, d. h. sie bestehen
nur aus einem Element.

Beweis. Sei xy € S™ beliebig und f ein geschlossener Weg mit Basispunkt xg. Neh-
me zunéchst an, dass das Bild von f einen Punkt x € S™ auslédsst. Dann ist f
nullhomotop, denn S™ \ {z} ist homéomorph zu R™ und der ist einfach zusam-
menhéngend. Daher geniigt es, wenn wir eine gegebene Abbildung so homotopieren
konnen, dass sie irgendeinen Punkt auf der Sphére vermeidet, also nicht surjektiv
ist. Fixiere dazu x # x9, x € S”, und eine offene Kugel B C S" um z mit zq ¢ B.
Wir wollen nun zeigen, dass die Anzahl, wie oft f in diese Kugel hineinkommt, x
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als Wert annimmt und wieder B verldsst, endlich ist und dass auf jedem dieser
Intervalle die Abbildung f mit Hilfe einer Homotopie so deformiert werden kann,
dass sie auRerhalb von B unverdndert ist und den Punkt a vermeidet. (Beachte,
dass so etwas nicht vollkommen trivial ist, da es raumfiillende Kurven gibt. Wiirden
wir beispielsweise nur stiickweise C'-Kurven betrachten, gibe es keine Probleme,
solch einen Punkt zu finden.)

Die Menge f~!(B) ist eine offen Teilmenge von (0, 1) und daher eine (mdglicher-
weise unendliche) disjunkte Vereinigung offener Intervalle der Form (a;,b;). Die
Menge f~1({z}) ist abgeschlossen, in (0, 1) enthalten und da zo € B ist, auch kom-
pakt. Somit wird sie von endlich vielen Intervallen der Form (a;, b;) iiberdeckt. Nur
auf ihnen brauchen wir f abzuéndern. Schrénken wir f auf die Intervalle [a;, b;] ein
und definieren f; := f|[4,s,) fiir diese endliche Kollektion von Intervallen, so sind
die Bilder der f; in B enthalten, es gilt insbesondere f;i(a;), fi(b;) € B. Dan > 2
ist, finden wir einen Weg g; in B von fi(a;) nach f;(b;), der  vermeidet. Da B
konvex ist (genauer: homdomorph zu einer konvexen Menge ist), ist f; zu g; in B
homotop. Wenden wir die entsprechenden Homotopien auf jedes der endlich vielen
Intervalle an, die f~!(z) enthalten, erhalten wir einen zu f homotopen geschlos-
senen Weg g, so dass x ¢ g(I) gilt. Zusammen mit den obigen Uberlegungen folgt
nun die Behauptung. O

Beispiel 11.25. Sei z € R”. Dann ist R" \ {z} homdomorph zu S"~! x R. Nach
Proposition 11.22 ist also 71 (R™\ {z}) = 71 (S"7' x R) = 1y (S"7!) x m(R)
m (S”’l). Diese Gruppe ist also isomorph zu Z fiir n = 2 und trivial fiir n > 2.

Korollar 11.26. Fir n # 2 ist der R® nicht homéomorph zu R2.

Beweis. Sei f : R? — R" ein Homdomorphismus. Dann ist zunichst einmal n #
1, da R\ {0} nicht wegzusammenhiingend, R? \ {0} aber wegzusammenhiingend
ist. (Das Argument funktioniert auch, wenn wir einen beliebigen anderen Punkt
entfernen, etwa f=1(0) oder f(0).)

Ist n > 2, so kénnen wir R? \ {0} nicht von R\ {f(0)} anhand der Zusammen-
hangskomponenten unterscheiden, die Fundamentalgruppen m; (R™ \ {f(0)}) und
71 (R?\ {0}) sind aber nicht isomorph. Das ist unméglich, wenn f ein Homéomor-
phismus ist. Widerspruch. O

In der algebraischen Topologie werden wir noch sehen dass es auch keine Ho-
moomorphismen zwischen offenen Teilmengen des R™ und offenen Teilmengen des
R™ gibt, wenn m # n ist.

Mit Hilfe von induzierten Homomorphismen kénnen wir Relationen auf topolo-
gischen Réumen auf ihre Fundamentalgruppen tibertragen. Wir betrachten nun ein
Beispiel hierfiir:

Definition 11.27 (Retrakte). Sei X ein topologischer Raum und A C X.

(i) Dann ist A ein Retrakt von X, wenn es eine stetige Abbildung r : X — A
(Retraktion) gibt, so dass r|4 = 14 ist.

(ii) Dann ist A ein Deformationsretrakt von X, wenn es eine stetige Familie (f;)er
von stetigen Abbildungen f; : X — X gibt, so dass fo = 1x, f1(X) =
A und fi|a = 14 fir alle t € I gelten. Genauer verlangt die (oben recht
vage beschriebene) Stetigkeitsforderung, dass die Abbildung X x I — X mit
(x,t) — fi(x) stetig ist.
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Beispiele 11.28.

(i) 0B1((—1,0)) UdB1((1,0)) ist ein Retrakt und ein Deformationsretrakt von
R? \ {(_L O)a (170)}
(ii) Die Menge 0B1((1,0)) ist ein Retrakt, aber kein Deformationsretrakt von
R2 \ {(_17 O)a (170)}
Die Tatsache, dass es sich nicht um einen Deformationsretrakt handelt,
sieht man mit Hilfe von Proposition 11.29, da die Fundamentalgruppen von
S! und zwei in einem Punkt zusammengeklebten Kopien von S' nicht iiber-
einstimmen (Vergleiche Kapitel 12), was aber der Fall sein miisste, wenn es
sich in beiden Féllen um einen Deformationsretrakt handeln wiirde.

Proposition 11.29. Sei X ein topologischer Raum, A C X und xo € A. Sei
i: A — X die kanonische Inklusionsabbildung. Ldsst sich X auf A retrahieren, so
ist der Homomorphismus i : 71 (A, x9) — m1(X, xo) injektiv. Ist A ein Deformati-
onsretrakt von X, dann ist i, sogar ein Isomorphismus.

Beweis. Ist r : X — A eine Retraktion, dann gilt 7 o4 = 1 4. Somit folgt r, o i, =
Ta, = 1r (4,00 Daher ist i, injektiv.

Ist r, : X — X eine Familie von Abbildungen, die belegt, dass A ein Deformati-
onsretrakt von X ist, so gilt 7o = 1x, r¢|a = 14 fiir alle ¢t € I und r1(X) C A. Sei
f T — X ein geschlossener Weg (in X) mit z¢ € A als Basispunkt, dann ist 7; o f
eine Homotopie von f zu einem Weg in A. Somit ist i, auch surjektiv. O

Bemerkung 11.30. Wir sehen hieraus nochmals (siehe auch Korollar 11.18), dass
S! kein Retrakt von D? ist, da die durch die Inklusionsabbildung induzierte Abbil-
dung m (Sl) — T (Dz) ein Gruppenhomomorphismus von (bis auf Isomorphie) Z
auf eine einelementige Gruppe ist, also nicht injektiv sein kann, wie es aber nach
Proposition 11.29 im Falle eines Retraktes der Fall wére.

Definition 11.31 (Homotopie).

(i) Eine Homotopie ist eine Familie (¢¢)te; von Abbildungen ¢; : X — Y, so
dass die Abbildung ® : X x I — Y, definiert durch ®(x,t) := ¢:(x), stetig ist.

(ii) Eine Homotopie ¢; : X — Y heift relativ zu einer Menge A C X, wenn ¢;(a)
fiir beliebiges aber festes a € A unabhéngig von ¢t € A ist. (Einen Spezialfall
davon haben wir bereits beim Deformationsretrakt kennengelernt. Dort hatten
wir gefordert, dass |4 = 14 fiir alle ¢ € I gilt.)

(iii) Zwei Abbildungen fo, f1 : X — Y zwischen topologischen Raumen heifen
homotop, wenn es eine Homotopie (g¢)ier mit g : X — Y, go = fo und
g1 = f1 gibt. Wir schreiben fy ~ f;. (Wir kennen diese Definition bereits im
Spezialfall von homotopen Wegen.)

(iv) Eine stetige Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Radumen heifit Ho-
motopiedquivalenz, wenn es eine stetige Abbildung g : Y — X gibt, so dass
fog=~1y und go f ~ Ix gelten. (Einen Spezialfall davon haben wir beim
Deformationsretrakt gesehen. (Eigentlich miisste man nun beim Definitions-
bereich exakter sein.) Sei f; : X — X eine Deformation mit fi|4 = 14, r := f1
und i : A — X die Inklusionsabbildung. Dann gilt roi =14 und ior ~ 1x,
wobei die zugehorige Homotopie durch f; gegeben ist.)

(v) Zwei topologische Rdume X und Y haben den gleichen Homotopietyp oder
sind bis auf Homotopie dquivalent oder sind homotopiedquivalent, wenn es
eine Homotopiedquivalenz zwischen ihnen gibt. Wir schreiben X ~ Y.
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(vi) Sei ¢ : X — Y eine Homotopie und seien A € X und B C Y. Falls
vi(A) C B fiir alle ¢ € I gilt, so sprechen wir von einer Homotopie von Paaren
ot (X, A) — (Y, B). Im Spezialfall, dass A = {zo} und B = {yo} gelten,
sprechen wir von einer Homotopie von punktierten Rdumen und schreiben
¢t (X, 20) = (Y, 90).

(vii) Entsprechend heifen punktierte Raume (X, xq) und (Y, yo) homotopieiquiva-
lent, wenn es stetige Abbildungen ¢ : (X,z9) — (Y,yo) und ¢ : (Y,yo) —
(X, z0) gibt, so dass ¢ o) ~ 1y und 9 o p ~ 1x gelten, wobei ,,~* sich auf

Homotopien punktierter Rdume bezieht. Die Abbildungen ¢ und % heifsen

dann Homotopieinverse voneinander. Wir schreiben (X, zo) ~ (Y, yo).

Bemerkung 11.32.

(1) Ist ¢ @ (X,z0) = (Y,y0) eine Homotopie von punktierten Raumen, so gilt
()« = (¥1)-

Es gilt ndmlich (unter Verwendung von ¢; beim mittleren Gleichheitszei-
chen) (po)«[f] = [poo f] = [p10f] = (p1)«[f], wobei f ein beliebiger geschlos-
sener Weg mit Basispunkt xy € X ist.

(ii) Seien (X, xo) und (Y, yo) homotopieiiquivalent vermoge der Abbildungen ¢ :
(X,20) = (Y,y0) und ¢ : (Y,y0) — (X, x0). Dann folgt aus p o9 ~ 1y, dass
Ye 0t = (pot), =1, =1 gilt, und aus ¥ o p ~ 1 x, dass ¥, o p, = 1 gilt.
Somit sind ¢, und 1, inverse Isomorphismen und es gilt 71 (X, z¢) = 71 (Y, yo).

Dieses formale Argument zeigt nochmals, dass eine Deformationsretraktion
einen Isomorphismus der Fundamentalgruppen induziert, da eine Deformati-
onsretraktion von X auf A C X die Homotopiedquivalenz (X, zg) ~ (A, xo)
fiir einen beliebigen Punkt zg € A liefert.

Bemerkung 11.32 (ii) wollen wir noch als Proposition festhalten:

Proposition 11.33. Die Fundamentalgruppen homotopiedquivalenter punktierter
Rédume sind isomorph.

Bei Fundamentalgruppen ist der Basispunkt in vielen Féllen unerheblich. Dies
folgt aus dem folgenden Resultat. Es verallgemeinert Proposition 11.33 von homo-
topiedquivalenten punktierten Rdumen auf homotopiedquivalente Radume.
Proposition 11.34. Sei ¢ : X — Y eine Homotopiedquivalenz. Dann ist der
induzierte Homomorphismus @, : m1 (X, zo) = m1(Y,¢(x0)) fir beliebiges xg € X
ein Isomorphismus.

Fiir den Beweis wollen wir das folgende Resultat benutzen.

Lemma 11.35. Seip; : X — Y eine Homotopie und h(s) := ps(xg) der Weg, den
man als Bild des Basispunktes xo € X unter der Homotopie bekommt. Dann gilt
(¢0)« = Br o (¢1)s, wobei Bp[f] := [h- f - k] in der Notation von Proposition 11.10
definiert ist. Das folgende Diagramm kommutiert also:
(Y, ¢1(20))
(p1)«

m1 (X, z0) Bh

m

m1(Y, wo(z0)).
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Beweis. Sei hy die Einschrankung von h auf das Intervall [0, ¢] mit einer Umpara-
metrisierung, so dass der Definitionsbereich wieder I wird, genauer: h;(s) := h(ts).
Ist nun f eine geschlossene Kurve in X mit Basispunkt zq, so ist h - (@ o f) - hy
eine Homotopie von Wegen mit Basispunkt ¢g(xg). Wir betrachten diese Homo-

topie an den Endpunkten ¢ = 0 und ¢ = 1 und erhalten (o). ([f]) = [po o f] =
[h1 - (pr o f) - ha] = Bu,[1 0 f] = Brl(w)([f])- 0

Beweis von Proposition 11.34. Sei ¢ 1 Y — X eine Homotopie-Inverse zu ¢, d.h.
eine Abbildung mit ¢ o) >~ 1y und 9 o ¢ >~ 1x. Wir betrachten die Abbildungen

(X, 20) 2 1y (Y, () — 11 (X, 0 (o)) — 2> w1 (Y, 0 0 4 0 pla0)).
Die Verkniipfung der ersten beiden Abbildungen ist ein Isomorphismus, denn aus
1o ~ 1 folgt nach Lemma 11.35, dass ¢, o ¢, = [, fiir einen Weg h in X gilt.
Da v, o ¢, = B}, nach Proposition 11.10 ein Isomorphismus ist, ist ¢, insbesondere
injektiv. Wenden wir dasselbe Argument auf die zweite und die dritte Abbildung
an, so folgt, dass 1, injektiv ist. (Beachte aber, dass die Notation @, fiir die dritte
Abbildung zwar korrekt ist, dies aber nicht dieselbe Abbildung wie die erste ist,
da sich der Basispunkt gegeniiber der ersten Abbildung geindert hat.) Nun sind
die ersten beiden Abbildungen im obigen Diagramm injektiv und ihre Verkniipfung
ist ein Isomorphismus. Daher muss ¢, auch surjektiv sein. Es folgt, dass ¢, ein
Isomorphismus ist. (]

11.4. Aufgaben.

Aufgabe 11.1. Seien fy, f1, go und g1 Wege in einem topologischen Raum. Gelten
fo- g0~ f1-g1 und go =~ g1, so folgt auch fo ~ fi.

Aufgabe 11.2. Zeige, dass der Basispunktwechselhomomorphismus /3;, nur von
der Homotopieklasse von h abhéngt.

Aufgabe 11.3. Sei X ein wegzusammenhéngender topologischer Raum. Dann ist
m1(X) genau dann abelsch, wenn die Basispunktwechselhomomorphismen g; nur
von den Endpunkten des Weges h abhéngen.

Aufgabe 11.4. Eine Teilmenge X C R" heifst sternférmig, wenn es einen Punkt
xg € X gibt, so dass fiir alle x € X die Strecke von z nach xg, also die Menge
{tx + (1 —t)zo : t € [0,1]}, in X enthalten ist.

FEine Menge X C R” heift lokal sternférmig, wenn jeder Punkt eine sternférmige
Umgebung U C X besitzt.

Ein Weg in einer lokal sternférmigen Teilmenge X C R™ ist homotop zu einem
stiickweise (affin) linearen Weg h, d. h. zu einem Weg, der aus endlich vielen geraden
Strecken besteht, die mit konstanter Geschwindigkeit |%h(t)| (was aufer in endlich
vielen Punkten ¢ € [0, 1], die den Endpunkten der Strecken entsprechen, definiert
ist) durchlaufen werden.

Eine Menge ist insbesondere dann lokal sternférmig, wenn sie offen ist oder wenn
sie die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen konvexen Mengen ist.

Aufgabe 11.5. Benutze Aufgabe 11.4 um zu zeigen, dass ein geschlossener Weg
auf S™ homotop zu einem glatten Weg ist. Zeige, dass ein glatter Weg nicht surjektiv
ist. Benutze dies, um nochmals zu zeigen, dass m; (S™) trivial ist, falls n > 2 ist.

Aufgabe 11.6. Sei X ein topologischer Raum. Zeige, dass die folgenden drei Be-
dingungen aquivalent sind:
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(i) Jede Abbildung S! — X ist homotop zu einer konstanten Abbildung, d.h. zu
einer Abbildung, deren Bild ein Punkt ist.
(i) Jede Abbildung S' — X liisst sich zu einer Abbildung D? — X fortsetzen.
(iii) Fiir jeden Punkt zg € X ist m1(X, zo) einelementig.

Schliefle, dass ein wegzusammenhéingender Raum X genau dann einfach zusam-
menhiingend ist, wenn alle Abbildungen S! — X homotop sind. (In dieser Aufgabe
bedeutet ,homotop®, ,homotop ohne Basispunkt®.)

Aufgabe 11.7. Seien A, Ay, A3 C R3 kompakt. Zeige mit Hilfe des Satzes von
Borsuk-Ulam, dass es eine Ebene gibt, die gleichzeitig jede Menge A; in zwei Teile
gleichen Mafies zerlegt.

Dies besagt, dass man ein Sandwich mit zwei verschiedenen Beldgen durch einen
geraden Schnitt so in zwei Teile teilen kann, dass alle drei Zutaten gleichmifig
aufgeteilt sind.

Aufgabe 11.8. Der Isomorphismus 71 (X x Y, (zo,90)) = 7 (X, 20) X m1 (Y, 40)

zeigt, dass geschlossene Wege in X x {yo} und in {z¢} x Y kommutierende Elemente

in m1 (X XY, (z0,y0)) reprasentieren. Gib eine explizite Homotopie an, die dies zeigt.
Hinweis: Betrachte dies zunichst fiir X =Y = S!.

Aufgabe 11.9. Zeige, dass es in den folgenden Fillen keine Retraktionen r : X —
A gibt:

(i) X =R3, A eine Teilmenge von X, die homdomorph zu S ist.
(ii) Der Volltorus X = S! x D? und sein Rand A := S! x S!.

Die folgenden Betrachtungen werden wir in Aufgabe 12.4 noch vertiefen.
Aufgabe 11.10.

(i) Sei A ein topologischer Raum. Durch Anheften einer Zelle ™ mit n > 2
erhalte man einen Raum X. Sei a € A. Zeige, dass die Inklusion ¢ : A — X
eine Surjektion i, : m1(A,a) — 71 (X, a) induziert. Gib ein Beispiel an, dass
die Abbildung im Allgemeinen nicht injektiv ist.

(ii) Betrachte einen endlichen CW-Komplex X. (Ohne die Endlichkeitsannahme
wird es komplizierter.) Sei X! das 1-Skelett, d.h. der eindimensionale CW-
Komplex, aus dem X durch Ankleben von Zellen der Dimension n > 2 entstan-
den ist. Ist X! wegzusammenhingend, so induziert die Inklusionsabbildung
X! < X eine Surjektion m (X') — m(X).

Hinweis: Benutze Techniken wie beim Beweis, dass 7 (S™) fiir n > 2 trivial ist.

Aufgabe 11.11. Sei X ein wegzusammenhéngender eindimensionaler CW-Kom-
plex. Sei der Basispunkt xq eine 0-Zelle. Dann ist jeder geschlossene Weg mit Basis-
punkt g homotop zu einer endlichen Folge von 1-Zellen, die monoton durchlaufen
werden.

Schliefie insbesondere, dass 71 (Sl) eine zyklische Gruppe ist, die ein erzeugendes
Element besitzt, das durch einen Weg reprisentiert wird, der den Kreis einmal
durchléuft. (Der komplizierte Teil bei der Berechnung der Fundamentalgruppe ist
der Nachweis, dass m; (Sl) nicht endlich ist.)

Hinweis: Benutze Techniken wie beim Beweis, dass 7 (S™) fiir n > 2 trivial ist.
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12. DAS VAN KAMPEN THEOREM

Ko6nnen wir einen topologischen Raum in geeigneter Weise in Teilrdume zerlegen,
deren Fundamentalgruppen wir kennen, so gibt das van Kampen Theorem eine
Moglichkeit, die Fundamentalgruppe zu bestimmen.

12.1. Freie Produkte von Gruppen. Wie wir in Beispiel 10.3 bereits erwéhnt
haben, hat S! v S!, definiert als die disjunkte topologische Summe von zwei S'-
en, wobei wir einen Punkt auf der ersten S' mit einem Punkt auf der zweiten S!
identifizieren (S!V S! ist also homdomorph zur Figur ,,8%), als Fundamentalgruppe
die freie Gruppe, die von zwei Elementen erzeugt wird.

Die universelle Eigenschaft aus Lemma 12.2 hat andere Pfeile als die der Produkt-
topologie. Daher wire es algebraisch korrekter, von einem Koprodukt von Gruppen
zu sprechen.

Definition 12.1 (Freie Gruppe). Sei (G, ) eine Familie von Gruppen. Definiere
*xaGq, das freie Produkt der Gruppen G, wie folgt:

(i) Ein Wort aus Elementen der Gruppen G,, ist eine endliche Folge g1 9293 - - - gm
von Elementen, genannt Buchstaben, wobei g; € G, fiir alle 1 < ¢ < m gilt
und «; geeignete Indizes sind.

(ii) Auf Worten definieren wir eine Verkniipfung o durch

(g1 gm)o(hi---hn):=g1- - gmhi - hn.

Wir definieren das Inverse eines Wortes g1 -+« g, als g,,' -+ - g7 L

)

iv) Wir bezeichnen das leere Wort mit e.

(v) Mit diesen Definitionen bilden die Worte keine Gruppe.

) Ein reduziertes Wort ist definiert als ein Wort ¢ - - - g, ohne Einselemente,
in dem benachbarte Buchstaben g; und ¢;+1 von verschiedenen Gruppen her
kommen: g; € G4, und gi11 € Go,,, = a; # a;41. Wir erhalten aus einem

Wort ein reduziertes Wort, indem wir benachbarte Elemente ¢; und g¢;+1, die

zur selben Gruppe G, gehoren, durch deren Produkt in G, ersetzen. Weiterhin

lassen wir die Eins einer Gruppe und aufeinanderfolgende Buchstaben der

Form gg~! ganz weg. Beachte insbesondere, dass das Produkt reduzierter

Worter im Allgemeinen nicht reduziert ist.

(vii) Man rechnet nach, z.B. in einer Algebravorlesung, dass die reduzierten Worte
eine Gruppe bilden, die freie Gruppe der Gruppen G.

Nachzuweisen ist insbesondere:

o Assoziativitét.

e Fassen wir Worte, die durch Reduktion auseinander hervorgehen als dqui-
valent auf (ebenso, wenn mehrere solche Schritte dazwischenliegen), so
liegt in jeder Aquivalenzklasse genau ein reduziertes Wort.

(viii) Die Gruppe Gg ist in *,G, kanonisch als Untergruppe enthalten. G ist iso-
morph zu den einbuchstabigen Worten der Form g in *,G,, fir die g € Gg
gilt.

(ix) Wir schreiben Z x Z fiir das freie Produkt von zwei Kopien von Z.

Lemma 12.2. Sei (G,) eine Familie von Gruppen und sei H eine Gruppe. Seien
Yo i Go, = H Gruppenhomomorphismen. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten
Homomorphismus ¢ @ x,Go — H, der ¢ fir alle Untergruppen G, C *,Gg,
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fortsetzt. Dieser ist gegeben durch

(g1 gn) = Pay (91) *** Pa, (9n),

wenn die Indices oy so gewdhlt sind, dass g; € Gq, gilt.

Beweis. Beachte insbesondere, dass ¢ auf gekiirzten und dquivalenten ungekiirzten
Wortern denselben Wert ergibt. Vergleiche eine Algebravorlesung fiir Details. O

12.2. Das van Kampen Theorem. Sei X ein topologischer Raum, xy € X. Seien
A, wegzusammenhéngende Mengen, die X iiberdecken, d.h. | JA, = X erfiillen,

und die alle zy enthalten, also xy € A, fiir alle « erfiillen. Diealnklusionen A, —
X induzieren Homomorphismen j, : m(4,) — m1(X). Nach Lemma 12.2 lassen
sich diese Homomorphismen zu einem Homomorphismus ® : x,71(A,) — 71(X)
erweitern. Nach dem van Kampen Theorem ist ® oft surjektiv.

Im Allgemeinen kénnen wir nicht erwarten, dass ® auch injektiv ist. Bezeichnen
wir ndmlich mit i4 : m (AaNAg) — m1(As) den durch die Inklusion A,NAg — A,
induzierten Homomorphismus, so gilt j, ©ias = 73 ©i8q, denn beide Verkettungen
sind durch die Inklusion A, N Ag — X induziert.

71(Aq)
m1(Aa N Ap) m1(X)

7'('1(14,3

Somit enhélt der Kern von ® mindestens alle Elemente der Form iqg(w)(iga(w)) ™"

fir w € m (Aq N Ag), denn nach Definition von ® werden diese unter ® auf

(Jaiap(@)) (F8isa(w)™!) = (jadap(w)) (jpisa(w)) ™ =1
abgebildet. Das Theorem von van Kampen (oder Seifert-van Kampen) gibt nun ins-
besondere Bedingungen an, unter denen diese Elemente bereits den Kern erzeugen.

Theorem 12.3 (van Kampen). Sei X die Vereinigung von offenen wegzusam-
menhdngenden Mengen A, die jeweils den Basispunkt xo € X enthalten. Ist je-
der Schnitt der Form A, N Ag wegzusammenhdingend, so ist der Homomorphis-
mus @ : xqm (A) = 1 (X) surjektiv. Ist zusatzlich noch jeder Schnitt der Form
Ay N Ag N A, wegzusammenhdngend, dann ist der Kern von ® gerade die nor-
male Untergruppe N, die von allen Elementen der Form ing(w)ige(w)™ mit w €
m1(Aq N Ag) erzeugt wird. Somit induziert ® in diesem Fall einen Isomorphismus
7T1(X) = *a’/Tl(Aa)/N.

Als Homomorphismus muss ® ein Normalteilerals Kern haben.Auf den angege-
benen Elementen verschwindet ®, somit auch auf dem kleinsten Normalteiler, der
diese Elemente enthélt. Der kleinste Normalteiler ist wohldefiniert, da der Schnitt
zweier Normalteiler wieder ein Normalteiler ist.

Beweis. Zunichst zeigen wir, dass ® surjektiv ist. Sei dazu f : I — X ein geschlosse-
ner Weg mit Basispunkt zy. Dann gibt es Zahlen s; mit 0 = sg < s1 < ... < s, = 1,
so dass jedes Intervall [s;, s;41] C I unter f in eine einzige Menge A, abgebildet
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wird. Solch eine Partition existiert, denn da f stetig ist, gibt es fiir jeden Punkt
s € I eine offene Umgebung, ohne Einschrinkung ein offenes Intervall V; | das
in ein A, abgebildet wird. Durch Verkleinern der Intervalle kénnen wir ohne Ein-
schrdnkung annehmen, dass auch noch die Abschliisse jeweils in eine Menge A,
abgebildet werden. Aufgrund der Kompaktheit tiberdecken nun bereits endlich vie-
le dieser (in I relativ) offenen Intervalle ganz I. Als Zahlen s; kann man nun gerade
die Endpunkte dieser Intervalle nehmen.

Wir bezeichnen nun die Menge A,, die f([s;—1,s;]) enthélt, mit A;. Definiere
fi = flisi_1,s:- Dann gilt f = f1--- f,,, wobei f; ein Weg in A; ist. Nun sind nach
Voraussetzung die Mengen A; N A;41 jeweils wegzusammenhéngend und enthalten
den Basispunkt xg. Wir konnen daher Wege g; von x¢ nach f(s;) € A4; N A;11 in
A; N A;41 wéhlen. Dann ist der Weg

(f1-91) (g1 fo-G2) - (92 f3-93) (gm—1" fm)

homotop zu f. Er ist aber auch eine Hintereinanderausfiihrung von Wegen, die
jeweils in einer einzigen Menge A; liegen, wie die Klammern andeuten. Daher ist
[f] € im @, ® ist also surjektiv.

Der komplizierte Teil des Beweises ist nun, dass ker & = IV gilt, falls alle Mengen
der Form A, N Ag N A, wegzusammenhéngend sind. Dafiir fiilhren wir zunéchst
noch folgende Bezeichnung ein. Eine Faktorisierung eines Elementes [f] € 71(X)
ist ein formales Produkt [f1]- - [fx], wobei

(i) jedes f; ein geschlossener Weg in einer Menge A, mit Basispunkt zy und
[fi] € m1(A.) die Homotopieklasse von f; ist.
(ii) der Weg f zu f; - - fx in X homotop ist.
(Dabei kommt es natiirlich insbesondere nicht darauf an, welchen Reprisentanten
fi wir wihlen, um eine Homotopieklasse [f;] zu beschreiben; wir kénnten auch einen
zu f; homotopen Weg verwenden.)

Eine Faktorisierung von [f] ist also ein (moglicherweise nicht reduziertes) Wort
in %47 (Aq), das unter ® auf [f] abgebildet wird. Wie wir beim Beweis der Surjek-
tivitdt gesehen haben, besitzt jedes [f] € m1(X) eine Faktorisierung.

Wir untersuchen nun die Eindeutigkeit einer Faktorisierung. Dazu nennen wir
zwei Faktorisierungen von [f] € m1(X) dquivalent, wenn sie durch eine endliche Fol-
ge der folgenden beiden Operationen oder ihrer Inversen auseinander hervorgehen.

(i) Kombiniere aufeinanderfolgende Ausdriicke [f;][fi+1] in einen einzigen Aus-
druck [f; - fig1], wenn [f;] und [f;+1] in derselben Gruppe 71 (A, ) liegen.

(ii) Betrachte den Ausdruck [f;] € m1(As) als einen Ausdruck in der Gruppe
m1(Ag) statt in m (A, ), falls f; ein geschlossener Weg in A, N Ag ist.

Die erste Operation dndert das durch die Faktorisierung in x,m; (A4,) definierte Ele-
ment nicht. Nach Definition von N dndert die zweite Operation nicht das Bild dieses
Elementes in der Quotientengruppe @ := *,m1(Aq)/N. Somit ergeben dquivalente
Faktorisierungen dasselbe Element in Q.

Nun fehlt nur noch der Nachweis, dass je zwei Faktorisierungen einer Homotopie-
klasse [f] Aquivalent sind. Dann folgt namlich, dass die von ® : x,m (A,) = 71 (X)
induzierte Abbildung @ — m1(X) injektiv ist. Dann ist ker ® = N und das Theorem
folgt.

Seien also [f1]--- [fx] und [f{]---[f]] zwei Faktorisierungen von [f]. Dann sind
die Wege f1--- fr und f{--- f/ homotop. Sei also F' : I x I — X eine Homoto-
pie von fi--- fr nach f]--- f/. Ahnlich wie beim Beweis der Surjektivitit diirfen
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wir annehmen (verwende nun Mengen der Form [a,b] x [¢,d] C I x I statt Inter-
vallen), dass Zahlen s; und t; existieren mit 0 = s9 < s1 < ... < &5, = 1 und
0=ty <ty <...<t,=1,so dass jedes der Rechtecke R;; := [s,_1, s;] X [tj_1,t;]
in eine einzige Menge A, abgebildet wird. Wir wollen diese Menge mit A;; bezeich-
nen. Wir diirfen annehmen, dass die s-Unterteilung die Hintereinanderausfithrungen
fi--- fr und fi--- f/ liefert. Da F' auch eine Umgebung von R;; in A;; abbildet,
koénnen wir bei den Rechtecken, die nicht zu ¢ = 0 oder t = 1 gehdren, die durch die
s-Koordinate definierten Begrenzungen so verschieben, dass jeder Punkt in I x I
zu hochstens drei der abgeschlossenen Rechtecke gehdrt. Dabei nehmen wir ohne
Einschrankung an, dass n > 4 fiir den Index bei ¢, gilt. Wir wollen die Recht-
ecksgrenzen so verschieben, dass weiterhin ein Rechteck R;; in eine Menge A;;
abgebildet wird. Die Eigenschaft, dass kein Punkt zu mehr als drei Rechtecken ge-
horen soll, korrespondiert zu der Schnittbedingung mit A, NAgNA,, die auch drei
Mengen beinhaltet. Wir nummerieren die Rechtecke wie folgt neu durch (horizontal
+ s, vertikal < t)

Rm(n—1)+1 Rm(n—l)+2 | B

R, Ry | R,

Ist nun v ein Weg in I x I von ganz links (s = 0) nach ganz rechts (s = 1)
(vergleiche das Bild), dann ist F' o ein geschlossener Weg mit Basispunkt xg, da
F({0} x I) = F({1} x I) = {xo} gilt.

Wiéhle nun (im Wesentlichen eindeutig bestimmte) Wege ,., die die ersten r
Rechtecke Ry, ..., R, von den iibrigen Rechtecken trennen. Wir kénnen diese We-
ge so wahlen, dass wir von 7, zu 7,41 kommen, indem wir den Weg v, in R,
modifizieren, ihn also ,jiber R, hiniiberziehen®. Dann ist vy ein Weg entlang der
unteren Kante und ~,,, ein Weg entlang der oberen Kante.

Die Ecken der Dreiecke R, nennen wir Knoten. Wihle fiir jeden Knoten v mit
F(v) # zo einen Weg g, von zp nach F(v). Da wir angenommen haben, dass der
Schnitt von jeweils drei Mengen der Form A,, also A, N Ag N A,, wegzusammen-
héngend ist und da jeder Knoten nach Konstruktion in hochstens drei Rechtecken
liegt, kénnen wir den Weg g, so wéhlen, dass er im Schnitt der Mengen A;; liegt,
in die die Rechtecke in denen v enthalten ist, unter F' abgebildet werden.

Wenn wir nun in F oy, an den jeweils den Knoten entsprechenden Stellen &hn-
lich wie beim Beweis der Surjektivitit Wege der Form g, g, einfiigen, so erhalten
wir eine Faktorisierung der Homotopieklasse [F o+,]. Dabei fassen wir die Teile des
Weges, die einem Entlanglaufen an einer gemeinsamen Kante von Rechtecken ent-
sprechen, als Wege in einer beliebigen der entsprechenden Mengen A;; auf. Wéhlen
wir hier andere Mengen, so erhalten wir eine zur gewéhlten Faktorisierung [F o ~,]
dquivalente Faktorisierung.

Nach Wahl der Rechtecke sind nun die Faktorisierungen, die wir zu [F o ,] und
[F 0 v,41] erhalten, dquivalent, denn sie unterscheiden sich (wenn wir oben jeweils
geeignete Mengen A;; gewéhlt haben) nur durch eine Homotopie in einer entspre-
chenden Menge A;;: Dazu diirfen wir ohne Einschrankung annehmen, dass wir die
von den Kanten des zugehorigen Rechtecks induzierten Wege alle als Wege in ein
und demselben A;; auffassen. Dann ist die Homotopie in A4;; gegeben durch F o~y
wobei v; gerade den Teil des Weges +,, der links und unten an R, entlangfiihrt,
in R,4+1 zu einem Weg homotopiert, der oben und rechts an R,.;; entlangfiihrt, also
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gerade eine Homotopie von 7, zu v,4+1 auf dem Teil ist, auf dem sich diese beiden
Wege unterscheiden.
Wir wollen nun einsehen, dass die Faktorisierung zu vy dquivalent zur gegebe-

nen Faktorisierung [f1]---[fx] ist. Dies beendet den Beweis, da dann [f1]---[fx]
induktiv dquivalent zu den Faktorisierungen zu [F o ], [F o v1], -+, [F © Vmn]
ist. Analog zur noch ausstehenden Behauptung ist dann auch [F o 7,,,] dquiva-
lent zur Faktorisierung [f{]- - - [f/]. Somit sind dann auch [f1]-- - [fx] und [f{]--- [f]]
dquivalent.

Um zu sehen, dass [f1] - - [fx] und die zu [F o] gehorende Faktorisierung dqui-

valent sind, unterscheiden wir zwei Falle. Gehort ein Knoten v in der unteren Kante
zu einem Endpunkt eines Weges f;, so gilt F(v) = xg und wir brauchen an die-
ser Stelle iiberhaupt keinen Weg der Form g, g, einzuschieben. (Das Ergebnis wire
ohnehin eine zur gegebenen Faktorisierung dquivalente Faktorisierung.) Fiir die an-
deren Knoten v in der unteren Kante benutzen wir nochmals die Bedingung iiber
dreifache Schnitte und wihlen einen Weg g,,, den wir als g, g, einschieben, der nicht
nur in den Mengen A;; enthalten ist, die zu den Rechtecken gehéren, in denen v
liegt, sondern der auch in der Menge A; liegt, die zu dem Teilstiick [f;] gehort, zu
dem v gehort. Dies beendet den Beweis. (Il

Definition 12.4 (Einpunktvereinigung). Seien (X;, z;);c; punktierte topologische
Réume, d.h. topologische Rdume X; mit einem ausgezeichneten Punkt z; € X;.
Dann definieren wir ihre Finpunktvereinigung durch

icl il iel il il
also als disjunkte Vereinigung, die in den ausgezeichneten Punkten zusammenge-
klebt ist. Wir schreiben auch beispielsweise S! VS!, wenn der ausgezeichnete Punkt
irrelevant ist.
Die Einpunktvereinigung wird auch Bouquet, Wedgeprodukt oder Koprodukt in
der Kategorie der punktierten topologischen Rdume genannt.

Beispiel 12.5 (Einpunktvereinigung). Seien (X,,z.), punktierte topologische
R&ume, so dass z, € X, eine offene Umgebung U, C X, besitzt, so dass {z,}
Deformationsretrakt von U, ist. Dann ist X, Deformationsretrakt der offenen Um-

gebung A, := X,V \/ Up. (Beachte dazu, dass die aus den einzelnen Homotopien
Ba
zusammengesetzte Homotopie nach Definition 4.25 stetig ist.) Der Schnitt von zwei

oder mehr verschiedenen Mengen A, ist \/U,, was einen Punkt als Deformati-
(0%
onsrektrakt besitzt. Daher ist nach dem Theorem von van Kampen die Abbildung

D :xom(Xo) = ™1 <\/ Xa> ein Isomorphismus.

Insbesondere ist fiir \/S!, die Einpunktvereinigung von Kreisen, m; (\/ Sl) iso-
(03

(03
morph zum freien Produkt von (entsprechend vielen) Kopien von Z. Beispielsweise
gilt mp (S'VSY) 2 Z«Z.

In moderner algebraischer Sprache induziert also das Koprodukt von punktier-
ten topologischen Riumen (mit deformationsretrahierbaren offenen Umgebungen
der Basispunkte) einen Isomorphismus der Fundamentalgruppen in das Koprodukt
dieser Gruppen.
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Es gilt der allgemeine Satz, dass die Fundamentalgruppen von Graphen freie
Gruppen sind, siehe [2, Proposition 1.A.2, S. 84]. Wir behandeln hier nur ein Bei-
spiel.

Beispiel 12.6. Wir wollen die Fundamentalgruppe des Graphen X berechnen, der
aus den zwolf Kanten des Einheitswiirfels [0, 1] € R? besteht.

Es gibt einen einfach zusammenhéngenden Teilgraphen 1" aus sieben Kanten, der
alle Knoten enthilt. Dann ist m1(X) 2 *?_,Z, wobei fiinf auch gerade die Anzahl
der Kanten ist, die nicht in 7" enthalten sind. Definiere zu jeder Kante e, ¢ T eine
offene Umgebung A, in X, die e, UT als Deformationsretrakt enthélt. Der Schnitt

von mindestens zwei solcher Mengen besitzt T als Deformationsretrakt, ist also
einfach zusammenhéngend. Es gilt X = U Ag. Auf diese Mengen ist das Theorem

von van Kampen anwendbar und da alle Schnltte von verschiedenen Mengen A,
einfach zusammenhéngend sind, tritt kein Kern auf, es gilt

(X)) 25 m(An) 2xS_ym (SY) X Z+ZxZ* L« L.

Die Fundamentalgruppe ist von geschlossenen Wegen erzeugt, die in T verlaufen
und genau eine Kante e, einmal monoton durchlaufen, die nicht in 7" enthalten ist.

Beispiel 12.7 (Verschlingungen).

(i) Sei A eine in R? eingebettete S', S! 3 (z,y) — (x,,0). Dann ist S?VS! Defor-
mationsretrakt von R3\ A. (Deformiere alternativ das Komplement auf eine S
mit einem Durchmesser des Aquators. Das Ergebnis ist dann homotopiedqui-
valent zu S? V S'. Dies sieht man beispielsweise, indem man an die Wege vom
ausgezeichneten Punkt zu den Endpunkten des Durchmessers Streifen einklebt
und beobachtet, dass die beiden betrachteten Rdume jeweils Deformationsre-
trakte hiervon sind.) Also gilt 71 (R3\ A) = 7y (S? vV §?) = my (S')*my (S?) =
ZxA{1} 2 7.

(ii) Seien A und B zwei unverschlungen in den R3 eingebettete S'-en. Unver-
schlungen sind diese beiden eingebetteten S'-en beispielsweise, wenn sie beide
Radius eins und Abstand zehn haben, SY > (z,y) — (z + 6,y,0), S} >
(z,y) = (z —6,y,0). Dann folgt

m (R*\ (AUB)) 2 (S°vS' v§?vSh)
St (82) * T (Sl) * T (SQ) * ] (Sl)
{1}« Z*x{1}xZ
~7 x 7.

(iii) Seien A und B nun zwei verschlungen in den R?® eingebettete S'-en, bei-
spielsweise mittels ¢4 — (sind, cos?,0) und ¢ — (1 + sind, 0, cosd), wobei
¥ € R/27Z ist. Dann ist (S' x S') vS? = T?VS? ein Deformationsretrakt von

R3\ (AUB), wobei der Torus der Rand eines Volltorusses um eine eingebettete
St ist. Wir erhalten

m (R*\ (AU B))

1

™ (Sl x §1) v §?)

(
m ( )*71'1 (SZ)
(

1%

||2

> «m (8)

HZ
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Da (vergleiche eine Algebravorlesung) Z * Z nicht abelsch ist, aber Z x Z abelsch
ist, gibt es keinen Homdomorphismus des R der die unverschlungen und die ver-
schlungen eingebetteten S'-en ineinander iiberfiihrt, da ein Homéomorphismus die
Homotopiegruppen der Komplemente invariant lasst.

Eigentlich sind wir aber nicht daran interessiert, auch noch den umgebenden
Raum zu deformieren. Dies spielt aber zumindest im glatten Fall keine Rolle, da sich
glatte Deformationen glatter Kurven leicht zu stetigen Deformationen des umgeben-
den Raumes fortsetzen lassen: Um eine glatte Kurve gibt es eine Tubenumgebung.
Auf diese lésst sich eine kleine Deformation der Kurve leicht fortsetzen. Auferhalb
der Tubenumgebung deformieren wir nichts. Die Hintereinanderausfithrung solcher
Deformationen des umgebenden Raumes ist dann die gesuchte Deformation.

Definition 12.8 (Abbildungszylinder). Sei f : X — Y eine stetige Abbildung
zwischen topologischen Réumen. Dann ist der Abbildungszylinder My als (X x
I)]]Y/ ~ definiert, wobei ~ die durch X x I > (x,1) ~ f(z) € Y induzierte
Aquivalenzrelation ist.

Bemerkung 12.9. Der Abbildungszylinder My besitzt Y als Deformationsretrakt,
da wir das Segment {x} x I C My auf f(z) schieben kénnen.

Beispiel 12.10 (Torusknoten). Seien m, n € N teilerfremd (was die Injektivitéit
sichert) und sei g : S* x S! = T? — R3 eine Standardeinbettung des Torus. Defi-
niere f: S! — S* x St durch f(exp(2miv)) = (exp(2wimd), exp(27wind)). Definiere
Kpn=K:=go f(S'). Wir wollen m (R \ K) bestimmen.

Wir koénnen den R? auch kompaktifizieren, K als Teilmenge von S? auffassen,
und die Fundamentalgruppe von S\ K ausrechnen. Das Ergebnis stimmt mit dem
Ergebnis in R? iiberein: Wenden wir némlich das van Kampen Theorem auf R? und
auf einen Ball B um den unendlich fernen Punkt an, so sind B und B N R3, was
homoomorph zu S? x R ist, nullhomotop. Also folgt m; (R3 \ K) ~m (83 \ K).

Wir behaupten, dass S* \ K als Deformationsretrakt einen Raum X = X,, ,
hom&omorph zu (Sl x I ) /~ besitzt, wobei die Aquivalenzrelation fiir z € S' durch
(2,0) ~ (exp(27i/m)z,0) und (z,1) ~ (exp(27i/n)z, 1) induziert ist. Seien X,,, und
X, die beiden Hilften von X, die sich als Quotienten von S! x [0, 1/2] beziehungs-
weise St x [1/2,1] ergeben, also die Abbildungszylinder von S' 3 z + 2™ und
2+ 2", Dann ist X,, N X,, homéomorph zu einer S'.

Betrachte die Standardzerlegung von S? in zwei Volltori S' x D? und D? x S'.
Beachte dazu, dass S? homomorph zu

D" =9 (D* x D?)
=(8D* x D*) U (D* x 0D?)
=(S'xD*)u (D* xS")

ist. Visualisieren liisst sich dies in R3 als ein Volltorus vereinigt mit einem Volltorus,
dessen Rand mit dem Rand des anderen Torus verklebt wird (,,Breitenkreise auf
Léngenkreise®).

Im ersten Volltorus schneidet K die Kreise {z} x D? in m gleichverteilten Punk-
ten. In {z} x D? kénnen diese Punkte durch jeweils dazwischenliegende Punkte und
radiale Verbindungsstrecken zu {z} x {0} getrennt werden. Durchlauft nun z einmal
S!, so durchlaufen die radialen Strecken gerade eine Kopie des Abbildungszylinders
X, im ersten Volltorus. Analoges funktioniert fiir den zweiten Volltorus und X,.
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Anhand eines Bildes kann man sich iiberzeugen, dass es im ersten Volltorus eine De-
formationsretraktion, jeweils innerhalb der entsprechenden Scheibe {2} x D?, gibt,
die das Komplement von K auf X,,, deformiert. Wahlt man die Deformationen auch
noch so, dass sie insbesondere S' x S nicht verlassen, wenn sie dort starten, so kann
man durch Modifikation der Deformation nahe S' x S' die beiden Deformationen
stetig zusammenfiigen und erhilt, dass X,, , ein Deformationsretrakt von S \ K
ist.

Zerlegt man X in X,, und X,, (genauer: in kleine geeignete offene Umgebungen
davon), so gibt es Deformationsretrakte von X,, und X,, auf Mengen homéomorph
zu S' in X,,, beziehungsweise X,,. Nun ist X,,, N X,, homdoomorph zu einer S'. Alle
diese Bausteine haben also eine Fundamentalgruppe isomorph zu Z. Eine geschlos-
sene Kurve in X,;, N X,,, die einen Erzeuger der Fundamentalgruppe représentiert,
wird unter der Inklusion X,, N X,, — X,, zu dem m-fachen eines Représentanten
eines Erzeugers von m1(X,,) und unter X,,, N X,, — X,, zum n-fachen eines Re-
prasentanten eines Erzeugers von w1 (X,,). Daher ist nach dem Theorem von van
Kampen 71 (X) isomorph zur freien von a und b erzeugten Gruppe, aus der die von
a™b™" erzeugte normale Untergruppe herausgeteilt ist. Bezeichne diese Gruppe mit
Gm,n-

Man kann nun mit etwas Algebra zeigen, dass G, fiir natiirliche Zahlen m,
n € N = NU {0} nur zu G, isomorph ist, aber zu keiner anderen Gruppe in
dieser Familie. Somit kénnen die entsprechenden Torusknoten fiir unterschiedliche
Werte von 0 < m < n durch einen Hom&omorphismus des umgebenden Raumes R?
beziehungsweise S nicht ineinander {iberfiihrt werden.

12.3. Aufgaben.

Aufgabe 12.1. Sei ¢ : G — K ein Gruppenhomomorphismus, H := ker ¢. Dann
ist H eine normale Untergruppe von G, d.h. es gilt aH = Ha fiir alle a € G und
G/H, bestehend aus Restklassen der Form aH, a € G, mit (aH)(bH) := (ab)H
bildet eine Gruppe.

Aufgabe 12.2. Sei X := [0,2] U [3,5] U [6,8]/~ mit der von 0 ~ 3 ~ 6 und
2 ~ 5 ~ 8 induzierten Aquivalenzrelation. Definiere A; := X \ {1}, A4 := X \ {4}
und A7 := X \ {7}. Skizziere X. Wende auf zwei dieser Mengen das van Kampen
Theorem an um die Fundamentalgruppe zu berechnen. Zeige, dass die Bedingung
an Dreifachschnitte der Mengen A; im van Kampen Theorem noétig ist.

Aufgabe 12.3. Untersuche die Komplemente aus Beispiel 12.7 nochmals, aber nun
nicht R?\ A und R?\ (AU B), sondern indem du R? als Teilmenge von S* auffasst,
also A, B C S3. Bestimme also S* \ A und S* \ (AU B).

Aufgabe 12.4. Sei X wegzusammenhingend und sei Y aus X durch Ankleben von
e™’s entstanden fiir n > 3. Zeige, dass die Inklusion X < Y einen Isomorphismus
m1(X) = m(Y) induziert.

12.4. Klassifikation zweidimensionaler Flichen. Wir kleben 2-Zellen (€2),
mit Abbildungen ¢, : S' — X an einen wegzusammenhiingenden Raum X an und
nennen das Ergebnis Y. Sei zg € X. Die Abbildung ¢, induziert einen geschlossen
Weg @, (spiter einfach auch wieder mit ¢, bezeichnet) in X mit einem Basispunkt
©Ya(s0). Wihle einen Weg v, von xg nach ¢, (Sp). Dann ist v,9.7, ein geschlos-
sener Weg zum Basispunkt zp. Nach Ankleben der Zellen sind alle diese Wege

nullhomotop, liegen also im Kern der Abbildung m (X, z¢) — m1 (Y, z0), die von
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X < Y induziert ist. Sei N die von diesen Wegen erzeugte normale Untergruppe.
(Wir bemerken, dass die von diesen Elementen erzeugte normale Untergruppe nicht
von der Wahl von 7, abhéngt, denn fiir einen anderen solchen Weg 1, sind v, @07,
und 769aTs = Ma¥a)VaPaTa(VaTly) in m1(X, o) konjugiert, erzeugen also diesel-
be normale Untergruppe, da fiir jedes Gruppenelement g und einen Normalteiler NV
stets gNg—! = N gilt.)

Proposition 12.11. Die Inklusion X — Y induziert eine Surjektion m (X, zq) —
71 (Y, 29) mit Kern N. Es gilt also m(Y) =2 71(X)/N.

Beweis. Statt Y betrachten wir einen Raum Z, der aber als Deformationsretrakt
den Raum Y besitzt. Dazu kleben wir an Y die Quadrate Q, = I x I entlang
I x {0} und entlang der Wege 7, ein. Wir identifizieren die Kanten {1} x I mit
einem kleinen Wegstiick von v,(1) in €2 und alle Kopien von {0} x I identifizieren
wir zu einem Einheitsintervall I. (Stellt man sich X in der Ebene vor und die
angeklebten e2’s als Halbkugeln, so ,sitzen“ die angeklebten I x I’s gerade iiber
den Wegen ~,. Daher ist auch Y ein Deformationsretrakt von Z.) Wahle Punkte
Yo € €2, die disjunkt vom Weg sind, entlang dessen I x I angeklebt wird. Definiere
A = Z\|H{yo} und B := Z\ X. Dann besitzt A als Deformationsretrakt den Raum

X und Baist kontrahierbar, d. h. besitzt einen Punkt als Deformationsretrakt. Also
ist m(B) = {1}. Nach dem Theorem von van Kampen, angewandt auf A und B
ist m1(Z) = m(A)/L, wobei L die vom Bild der Abbildung m (4 N B) — m1(A4)
erzeugte normale Untergruppe ist. Es geniigt also einzusehen, dass m1(A N B) von
zu Wegen der Form v,¢,7, homotopen Wegen in AN B erzeugt wird. Dazu wenden
wir noch einmal das Theorem von van Kampen an. Diesmal iiberdecken wir A N B
mit den offenen Mengen A, := (AN B)\ U e3. Da A, als Deformationsretrakt
pa

das Bild einer S! in €2 \ {y,} besitzt, gilt 71 (A,) = Z, wobei die Gruppe von einem
Weg der Form 7,047, erzeugt wird. Ein Kern tritt hier nicht auf, da A, N Ag fiir
« # B zusammenziehbar (= kontrahierbar) ist. Die Behauptung folgt. d

Bemerkung 12.12. Wir folgen [3]: Plausibel sind die folgenden Uberlegungen:

(i) Jede glatte geschlossene Fliache M, d. h. jede zweidimensionale kompakte Man-
nigfaltigkeit ohne Rand, lésst sich triangulieren, d.h. in Mengen (D;)1<i<n

N
hom6omorph zu Dreiecken zerlegen, so dass M = |J D; gilt. Dabei ist D;ND;
i=1
entweder (bis auf einen Hom6omorphismus) ein Dreieck, eine Dreiecksseite
oder ein Punkt.

(ii) Sei M nun stets eine glatte geschlossene Flache. Nehme an, dass M zusam-
menhéngend ist. Wir stellen nun M als ein regulédres Polygon dar, an dem wir
Kanten identifizieren. Dazu wéhlen wir ein festes ,Dreieck D;. Nehme ohne
Einschrankung an, dass Dy N Dy eine Menge homéomorph zu einer Kante
enthélt. Dann ist Dy N Dy hombomorph zu einem Quadrat, gegebenenfalls bis
auf Aufenkanten, die wir identifizieren miissen, falls D; N Dy aus mehr als aus
einer Kante besteht. Iterativ fiigen wir nun stets ein weiteres Dreieck an und
sehen am Ende, dass M homéomorph zu einem reguldren Polygon ist, wenn
wir die Auflenkanten geeignet identifizieren.

(iii) Die unterschiedlichen (Aufen-)Kanten des Polygons bezeichnen wir nun mit
Buchstaben und driicken die Identifizierungen symbolisch aus durch Worte,
beispielsweise durch aba~'b~" fiir einen Torus. a~' driickt dabei aus, dass die
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Kante in umgekehrter Richtung durchlaufen wird. Wir schreiben auch aa fiir
den projektiven Raum und aba~'b oder aacc fiir die Kleinsche Flasche. Die
letzten beiden Darstellungen sind dquivalent, wie man sich durch Aufschnei-
den entlang einer Diagonalen iiberlegt.

Die letzten beiden Beispiele sind nicht orientierbar. Eine zweidimensionale
Féche heifst orientierbar, wenn es auf ihr zwei linear unabhéngige stetige Vek-
torfelder gibt. Man iiberlegt sich, dass eine Fldche genau dann orientierbar
ist, wenn in einer Darstellung wie oben zu jeder Kante a auch a~! vorkommt.
Tritt eine Kante b doppelt auf, so ist M nicht orientierbar. Wir wollen ab jetzt
nur noch orientierbare Fldchen betrachten.

Die symbolische Darstellung der Randkanten ist nicht eindeutig. Wir werden
uns nun iiberlegen, dass eine orientierbare geschlossene Fliche sich aber im-
mer in Normalform darstellen lisst. Die Normalform ist entweder aa~! oder
arbiay 'by tagboay by .. apbpaglszl fiir ein 1 < p € N. Im zweiten Fall sind
alle Ecken dquivalent. In drei Schritten werden wir nun die oben hergeleitete
Darstellung auf Normalform bringen.

Zunichst einmal lassen wir alle Ausdriicke der Form aa~! in der Darstellung
ersatzlos weg, wenn die Darstellung noch weitere Zeichen enthélt.

Wir wollen die Darstellung nun so modifizieren, dass alle Ecken &quivalent
sind. Wir schreiben zunéchst die Ecken als Grofibuchstaben mit in die Dar-
stellung hinein. Tritt eine Kante Pa@) mit P # @ auf und sind wir nicht im
Fall aa~!, so liegt neben a eine von a verschiedene Kante, also ohne Einschriin-
kung Pa@bR, wobei R nicht notwendigerweise von P und @) verschieden sein
muss. Wir schneiden das Polygon entlang einer Hilfskante PcR im Inneren auf
und kleben die beiden Teile entlang QbR und Rb~1Q (das auch vorkommen
muss) wieder zusammen. Wir erhalten dann ein Polygon, das an einer Stelle
PcR enthilt und an einer anderen Stelle Re~!Pa@ und beobachten, dass die
Anzahl der Ecken @ sich um eins vermindert hat. Wir setzen dies fort, bis
maximal einmal @ als Ecke auftritt. Sind alle Ecken @ verschwunden, sind
wir (mit diesem Eckpunkt) fertig, tritt genau einmal @ auf, dann sind wir in
einer Situation der Form aQa ™", das haben wir aber schon im ersten Schritt
weggelassen, wenn die Darstellung mehr als zwei Buchstaben enthalt.

Wir sagen, dass zwei Kanten a und b gekreuzt sind, wenn in der Darstellung
von M, in genau dieser Reihenfolge ...a...b...a”'... b7 ... auftaucht. Au-
fer im Fall, wenn die gesamte Darstellung die Form aa™' hat, ist nun jede
Kante ¢ mit einer anderen Kante gekreuzt. Wére ndmlich ¢ mit keiner anderen
Kante gekreuzt, so wiirden alle Kanten zwischen ¢ und ¢~! bereits miteinan-
der identifiziert. Dies widerspricht aber der bereits erreichten Normalisierung,
denn wir hatten gesehen, dass die Kanten so identifiziert werden, dass dadurch
auch automatisch alle Ecken identifiziert werden. Die Ecken, die in der Dar-
stellung von M auflerhalb von ¢ und ¢~ ! liegen, werden nun aber mit einem
anderen Punkt identifiziert, als die, die innerhalb davon liegen. Somit ist jede
Kante mit mindestens einer weiteren Kante gekreuzt.

Wir modifizieren nun das Polygon, so dass jeweils zwei miteinander gekreuz-
te Kanten in der Darstellung nebeneinander liegen. Die Darstellung sei nicht
von der Form aa~—!. Bezeichne (ki)1<i<a eine nicht néher spezifizierte Folge
von Kanten. Sei die Darstellung gegeben durch aPkibksQatksb~1k,. Die
markierten Ecken dienen hier nur der einfacheren Bezeichnungsweise beim
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Hinzufiigen von Hilfskanten. Durch kiinstliches Einfiigen einer inneren Kante
Pc@ und Verkleben der Teile entlang von b und b~ erhalten wir die Darstel-
lung acRa‘kskoSc 'kiks. Fiige nun RdS ein und identifiziere ¢ und a=!.
Wir erhalten cde™kikykskad™! und da wir einen Buchstaben vom Ende an
den Anfang stellen diirfen eine zusitzliche Folge der Form d~'cdc™! ohne
die Kantenzahl vergréfiert zu haben. Per Induktion kommen wir nun auf die
behauptete Normalform.
(x) Wir schreiben [a,b] = aba=1b~1.

Sei M eine geschlossene orientierbare Fliache. Sie lédsst sich darstellen, indem wir
an die in Bemerkung 12.12 erhaltene Normalform eine 2-Zelle entlang des Weges
[a1,b1]. .. [ag, bg] einkleben. Wir bezeichnen diese Flédche mit M. Als Fundamental-
gruppe erhalten wir die von den Elementen a1, b1, ..., a4, by erzeugte freie Gruppe
modulo der von [ay, b1]- - [ag, by] erzeugten normalen Untergruppe.

Zu Proposition 12.11 erhalten wir das folgende Korollar.

Korollar 12.13 (Klassifikationssatz). Die Fldchen M, und M sind fir g # | weder
homdomorph noch homotopiedquivalent zueinander.

Beweis. Wir machen die Gruppe 7 (M) kiinstlich abelsch und erhalten die di-
rekte Summe von 2¢g Kopien von Z. Fiir homéomorphe oder homotopiedquivalente
Flachen M, und M, folgt m (M,) = m1(M;), also auch g = I. O

13. UBERLAGERUNGEN

Definition 13.1 (Uberlagerungen). Sei X ein topologischer Raum. Dann ist X
zusammen mit einer Abbildung p : X — X eine Uberlagerung von X, wenn es eine
offene Uberdeckung (U,)s von X gibt, so dass p~'(U,) fiir alle o eine disjunk-
te (moglicherweise leere) Vereinigung von offenen Mengen ist, die jeweils unter p
homdéomorph auf U, abgebildet werden.

Die wichtigsten Existenzaussagen fiir Abbildungen in Uberlagerungen sind:
Wie im Falle p : R — S* zeigt man

Proposition 13.2. Sei p : X = X eine Uberlagerung und f; : Y — X eine
Homotopie. Gibt es eine fy iberlagerte Abbildung fo:Y — X, d. h. gilt po fo = fo,
so existiert eine eindeutig bestimmte Homotopie f, : Y — X, die f, dberlagert ist,
also p o ft = fi erfillt, so dass fo in beiden Definitionen tbereinstimmt.

In diesem Falle heif’t ft eine f; iiberlagerte Abbildung oder ein Lift von f;.
Es gilt das folgende allgemeinere Liftbarkeitskriterium

Proposition 13.3. Seip: (X,QEO) — (X, x0) eine Uberlagerung, d. h. p: XX

sei eine Uberlagerung wie oben definiert und es gelte p(Zo) = zo. Sei Y wegzu-
sammenhdngend und lokal wegzusammenhdngend. Dann gibt es zu einer stetigen

Abbildung f: (Y,y0) — (X, 20) genau dann einen Lift f: (Y, y0) — (f(,io), wenn
Je(m1(Y,90)) C ps (7T1 (X,fo)) gilt.

Beweis. Siehe [2, Proposition 1.33, S. 61]. O
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ANHANG A. BROUWERSCHER FIXPUNKTSATZ

Wir wollen in diesem Kapitel zeigen, dass jede stetige Abbildung f von der
abgeschlossenen Einheitskugel D™ in sich einen Fixpunkt besitzt, d. h. es gibt = €
D™ mit f(x) = 2. Wir folgen dabei [1].

Wir fithren den Beweis hier nur fiir n = 2. Fiir n = 1 folgt der Brouwersche
Fixpunktsatz aus dem Zwischenwertsatz und fiir n > 3 lésst sich das Spernersche
Lemma, geeignet verallgemeinert, per Induktion beweisen.

Das Spernersche Lemma gilt auch fiir andere Triangulierungen, fiir uns geniigt
aber hier die folgende Version.

Satz A.1 (Spernersches Lemma). Sei V ein gleichseitiges Dreieck in R?, das in
4%k > 1, kleinere kongruente gleichseitige Dreiecke aufgeteilt ist. Dann bilden die
Kanten und Ecken der kleineren Dreiecke einen Graphen G. Seien die Ecken so
gefirbt (wir verwenden die Farben 1, 2 und 3), dass die Ecken des grofsen Dreiecks
drei verschiedene Farben haben und auf jeder Kante des grofien Dreiecks nur genau
zwei verschiedene Farben vorkommen. Dann gibt es ein kleines Dreieck, dessen
Ecken dret verschiedene Farben haben.

Beweis. Wir betrachten einen neuen Graphen G’, den dualen Graphen zum gege-
benen Graphen. Er besteht aus jeweils einer Ecke in jedem der kleinen Dreiecke
und einer Ecke aufserhalb des grofen Dreiecks. Zwei Ecken sind nun genau dann
durch eine Kante verbunden, wenn es einen Weg zwischen den Ecken gibt, der nur
eine Kante von G genau einmal kreuzt und wenn diese Kante in G eine Ecke der
Farbe 1 und eine Ecke der Farbe 2 hat.

Da entlang der &uferen Ecken in G eine ungerade Anzahl von Farbwechseln
zwischen 1 und 2 stattfindet, gibt es in G’ eine ungerade Anzahl von Kanten,
20 4+ 1, die an der Ecke auferhalb des groften Dreiecks starten oder enden. Aus den
Moglichkeiten, ein kleines Dreieck zu farben, folgt, dass in den Ecken von G’ im
Inneren des grofsen Dreiecks maximal zwei Kanten beginnen oder enden kdénnen.
Wenn in solch einem Punkt (Ecke) genau eine Kante beginnt oder endet, so haben
wir ein dreifarbiges Dreieck, wie wir es gesucht haben. Es gibt also in G’ Punkte
innerhalb des grofen Dreiecks mit 0, 1 oder 2 Kanten. Ihre Anzahl wollen wir mit
Ey, E1 und FE5 bezeichnen. Sei k die Anzahl der Kanten in G’. Dann gilt

% =0-Eo+1-Ey+2 Ey+ (20 +1).

Es folgt, dass F7 ungerade ist. Wir finden also eine ungerade Anzahl von dreifarbi-
gen kleinen Dreiecken. O

Satz A.2 (Brouwerscher Fixpunktsatz). Sei f : D™ — D™ stetig. Dann gibt es
einen Fizpunkt x € D™, d. h. es gibt einen Punkt x € D™ mit f(x) = x.

Beweis. Auch hier wollen wir wieder nur den zweidimensionalen Fall betrachen.
Die n-dimensionale Variante folgt analog.

Da D? homdomorph zu einem Dreieck A ist, geniigt es, die Existenz eines Fix-
punktes fiir stetige Abbildungen f : A — A zu beweisen. Sei A C R? das Dreieck
mit Ecken e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0) und e3 = (0,0, 1). Es gilt x € A genau dann,
wenn xq + 2 + x3 = 1 ist und alle z; > 0 sind.

Wir unterteilen nun das Dreieck A wie im Spernerschen Lemma, in 4% Dreiecke.
Diese wollen wir einfdrben. Wir wollen annehmen, dass es eine Abbildung f: A —
A gibt, die keinen Fixpunkt besitzt. Dann ist f(z) — z # 0 fir alle x € A. Wir
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wollen nun einer Ecke z € A die Farbe i geben, wenn dies die kleinste natiirliche
Zahl ist, fur die (f(z) — x,e;) negativ ist. Dies ist eine wohldefinierte Farbung.
Denn wenn wir = (z1,22,23) und f(x) = (f1(z), fo(x), fs(x)) schreiben, gilt
z1+ a2 +az =1und fi(z) + f2(2) + fs(z) = 1. Da nicht 21 = f1(z), 22 = fa(2)
und x5 = f3(x) fir x € A gilt, gibt es fiir jedes z € A mindestens ein i, so dass
filx) —x; = (f(x) — x, e;) negativ ist und ein ¢, so dass f;(x) — x; positiv ist. Damit
ist die Farbung wohldefiniert.

Wir wollen nun zeigen, dass dies eine Farbung wie im Spernerschen Lemma ist.
Fir die Ecke e; kann nur f;(e;) — e; negativ sein, also hat sie die Farbe 4. Liegt
x auf der Ecke gegeniiber von e;, so gilt dort a; = 0. Also kann f;(z) — x; nicht
negativ sein und somit kann x nicht die Farbe ¢ bekommen. Somit erhalten wir eine
Farbung der gewiinschten Art.

Wir finden also nach dem Spernerschen Lemma ein kleines Dreieck mit Eck-
punkten v¥, v§ und vg, so dass diese die Farben 1, 2 und 3 bekommen. Daher gilt
(f(oF) —vF e1) <0, (f(vE) —v5,e2) < 0 und (f(vh) — vk, e3) < 0. Diese Punkte
haben jeweils einen Abstand von genau v/2 - 27% (oder Null).

Wir betrachten nun eine Folge von Punkten (vf)ren. Da A eine kompakte Menge
ist, konvergiert eine (nicht umbenannte) Teilfolge, v¥ — = € A fiir k — co. Man
iiberzeugt sich mit Hilfe der Dreiecksungleichung direkt, dass auch die Folgen v
und v§ gegen denselben Grenzwert konvergieren. Da die Funktion f stetig ist, folgt
damit fi(x) —x1 <0, fa(z) — 22 <0 und f3(x) —x3 < 0. Hieraus erhalten wir

L= fi(z) + fa(z) + f3(z) <21+ 22 + 23 =1

mit Gleichheit genau dann, wenn in den obigen drei Ungleichungen Gleichheit gilt.
Daher hat f eine Fixpunkt. Widerspruch. U

Korollar A.3. Es gibt keine stetige Retraktion von D™ nach S"™', d.h. es gibt
keine stetige Abbildung f : D™ — S"~ Y, so dass f(x) = z fiir x € S*~1 gilt.

Beweis. Falls doch, so ist g : D" — D™ mit g(x) := —f(x) eine Abbildung, die
keinen Fixpunkt besitzt. Sei ndmlich € D™ mit g(z) = z. Da f(D") = S"~! ist,
folgt © € S"~1. Es gilt also g(x) = —f(x) = —z. Widerspruch zum Brouwerschen
Fixpunktsatz. (Il

Korollar A.4. Sei V : D" — R" ein stetiges Vektorfeld mit (V(z),z) < 0 fir
x € St Dann gibt es x € D™ mit V(z) = 0, das Vektorfeld besitzt also eine
Nullstelle.

Beweisskizze. Wir wollen annehmen, dass V (z) # 0 fiir x € S*~! gilt.

Betrachte die Abbildung f : D™ — D™ mit x — z + eV (z) fiir ein kleines € > 0.
Die Abbildung ist genau dann eine fixpunktfreie Selbstabbildung von D", wenn
V(z) keine Nullstelle besitzt.

Um sicherzustellen, dass es sich bei f um eine Selbstabbildung von D™ handelt,
geniigt es nicht, f wie oben definiert zu betrachten. Durch Hinzufiigen eines Annulus
und nullstellenfreies Fortsetzen des Vektorfeldes kann man ohne Einschrankung
annehmen, dass sogar V(z) = —x fiir x € S"~! gilt. Wihlt man nun € > 0 klein
genug, so ist die oben definierte Abbildung f eine Selbstabbildung von D™. O

Aufgabe A.1l. Fiihre den Induktionsbeweis aus, d.h. beweise das Spernersche
Lemma und den Brouwerschen Fixpunktsatz auch in hoheren Dimensionen.
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