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Wir benutzen insbesondere [5] und empfehlen dariiber hinaus [2, 4, 10].
Die Kapitel 1 und 2 sind als Einfithrung zu verstehen.

1. EINDIMENSIONALE BEISPIELE

1.1. Brachistochrone.

Beispiel 1.1. Auf welcher Kurve gleitet eine anfinglich ruhende punktformige
Masse (Kugel) unter dem Einfluss der Schwerkraft und ohne Reibung am schnellsten
von (0,0) nach (1, —a), a > 0?7

Sei (z(t),y(t))o<i<r fiir ein T' > 0 der Ort der Kugel. Es gilt Energieerhaltung,
also ist die Summe aus potentieller und kinetischer Energie konstant:

0 =mgy(t) + 3m (£(t)* + ()%,
wobei m die Masse und g die Gravitationskonstante ist. Wir schreiben (ohne formale
Begriindung nehmen wir # > 0 an) ¢ = ¢(x) und erhalten

1
T:t(l)—t(O):/d—;d:ﬂ:/%dm.
0 o 4
>

Aufgrund der Energieerhaltung ist u(z) := —y(t(x))
—u'#. Die Energieerhaltung liefert also gu = 1 (1 + (v/)?) #2. Somit ist

[ e
-

Wir suchen also eine Funktion «: [0,1] — R mit «(0) = 0 und u(1) = a, so dass T
fiir diese Funktion minimal wird. Dies ist ein eindimensionales Variationsproblem.
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2 1. BRACHISTOCHRONE

Nehme nun an, dass T = T'(u) fiir eine positive geniigend glatte Funktion u
minimal sei. Dann gilt T'(u 4 ¢) > T'(u) fiir alle ¢ € C$°((0,1)), also auch T'(u +
T¢) > T(u) fiir alle 7 € R. Wir nehmen an, dass 7 — T'(u + 7¢) differenzierbar ist
und dass wir unter dem Integral differenzieren diirfen. Dann folgt

B / d \/1+(U’(:v)+w’(rv))2 .
o\ 2l + o))

7=0
1
B / 1 2gu 2u' ' 2gu — 2g¢ (1 + (u’)2) i
=) 2\ T g2

2guu’¢’ — g (14 (u')?)

0
1 /
V2 2guay/TE ()2
1

d
0= ET(U + 79)

1+ (v)?

1 o’ .
:m!mm“" 2u/u

pdx

1
1 / u/ 1+ (u')?
=— | | ————= | ¢p— ———F—=pdz,
V29 Vun/1+ (u')? 2u/u
da ¢ Randwerte Null hat. Da ¢ beliebig war, erhalten wir nach DuBois-Reymond

u’ n 1+ (uw)?
Vuy/1+ (v)? 2ur/u
Der Rest des Beispiels gehort nicht zum Thema der Vorlesung: Durch einen Trick

kann man dies 16sen; es gilt ndmlich (wobei man die erste Gleichheit am besten
riickwiirts nachrechnet)

1 /
S

_ { [+ W)? ( o )u}
Vi Va1t @)
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' Wy,

VeI @) 2V
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B <\/6\/71 T <u/>2> ‘T (x/ﬁ\/l n <u/>2> ¢

) u VA CORR U
_{ (ﬁ\/l—k(u/)?) 2y/uu } o

Wir iiberpriifen nur noch, dass durch z = Jc¢(s —sins) und u = $¢(1 — coss) fiir

alle ¢ eine Losung gegeben ist. Es gilt ndamlich

1 du”
u(l+ (u)?) = 56(1 —coss) | 1+ <gl;>

ds

1 lesins ?
= —¢(1 — cos 14+ (| 22—
26( 2 < <§c(1 — cos s)> >



1. MINIMALFLACHEN 3

1 (1 —coss)?+sin’s 1 —2coss + cos? s + sin’ s
= —C = C

2 1 —coss 2—2coss

2—2coss

_0272(:035 B

Fiir einen geeigneten Parameter c erhalten wir die gesuchte Losung.

Bemerkung 1.2. Untersucht man die Differentialgleichung, die ein Minimum eines
Variationsproblems erfiillen muss und versucht mit Hilfe der Differentialgleichung
eine Losung zu bekommen, so spricht man von der indirekten Methode der Varia-
tionsrechnung.

Bei der direkten Methode der Variationsrechnung minimiert man ein Funktional
und bekommt mit Hilfe einer Minimalfolge eine schwache Losung, von der man
spéter nachzuweisen versucht, dass dies auch eine klassische Losung ist.

1.2. Minimalflichen.

Beispiel 1.3. Sei 2 C R" offen und beschrénkt. Sei p: Q2 — R stetig. Sei u: Q —
R in C! (Q) Gelte u = @ auf 02, wobei hier u die stetige Fortsetzung auf den
Rand bezeichnet. Der Flicheninhalt der Hyperfliche graphu = {(x,u(z)): € Q}

ist durch
Alu] == /\/1 + |Du|? dx
Q
gegeben. graphu — oder ungenau: w — hat minimalen Flécheninhalt unter allen
Graphen iiber 2 mit Randwerten ¢, falls A[u] < A[v] fiir alle Funktionen v € C'* ()
mit v = ¢ auf 90 gilt.

Eingebiirgert hat sich die folgende Definition. Beachte, dass nicht gefordert wird,
dass eine Minimalfliche den Flidcheninhalt tatsdchlich minimiert.

Definition 1.4. Seien €2, ¢ und A wie oben. Eine Minimalfliche mit Randwerten
@ ist ein kritischer Punkt des Funktionals

X > uw Alu
mit
X:{ueCl(ﬁ):uzgaaufaQ}.

Bemerkung 1.5. Wir erinnern daran, dass eine Funktion ¢: F — F zwischen
zwei Banachraumen (und analog zwischen offenen Teilmengen oder wie im obigen
Beispiel affinen Teilrdumen) in xo differenzierbar ist, falls A € L(E, F) mit

p(x) = p(w0) + Alx — o) + o([|x — ol|)

existiert. Wir schreiben A =: dp(zo) oder A = Dy(xy).

xo heift kritischer Punkt von ¢ € CY(E,F), falls df(zo) = 0 gilt. Dies ist
dquivalent dazu, dass die Ableitung von ¢: t — (xo + ty) fir alle y € Eint =0
verschwindet.

Beweis. ,—>“: Es gilt aufgrund der Kettenregel ¢'(0) = do(xo){y) = 0, ¥'(0)
verschwindet also, falls zg ein kritischer Punkt ist.

»<="%: Sei umgekehrt dp(zp) # 0. Dann existiert ein y € E mit do(xg)(y) # 0.
Wir erhalten fiir (t) = ¢(zo+ty) wiederum nach Kettenregel ¢’ (0) = do(z0)(y) #
0. Somit gibt es eine solche Abbildung 3 mit ¢’(0) # 0. O

Beispiel 1.6 (Triviales Beispiel). Gesucht ist die Verbindung von (0, 0) nach (a,b)
mit a > 0, so dass die Verbindung den kleinstmdoglichen Flacheninhalt hat. Dazu
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minimieren wir (ohne formale Begriindung, warum wir nach graphischen Verbin-
dungen suchen) die Lénge von graphu fiir Funktionen v € C*([0, a]) mit u(0) = 0
und u(a) = b. Das Léngenfunktional ist durch

Llu) = / V14 (W(z))?dx
0

gegeben. Sei u ein Minimum mit u € C?((0,a)). Dann folgt Lu + 7] > L[u] fiir
alle 7 € R und alle p € C1((0,a)). Wir erhalten

0= % V14 (W + 7192 d = 0L[u]{y)
0

7=0
a a

1, A / !
_ Ldm:_/ S
V14 (u)? 1+ (u)?
0 0
da ¢ Randwerte Null hat. Dabei bezeichnet dL[u](yp) die erste Variation von L an
der Stelle u in Richtung . Nach DuBois-Reymond schlieBen wir also, dass

B 'U;, ! _ ,u// B (u/)Qu// _ u/l
<1+W> VIH@)? (14 @)2)*? (14 w)?)*?

gilt. Somit ist v’ = 0, u also affin linear und es gilt u(z) = 2z.

Beispiel 1.7 (Rotationssymmetrische Minimalflichen). Wir suchen eine minimale
Rotationsfliche im R"*?!, die durch

M = {(z,u(z)-p): peS" ',z € [a,b]}

mit Hilfe einer positiven Funktion u: [a,b] — R mit u(a) = A und u(b) = B gegeben
ist. Mit Methoden der elementaren Differentialgeometrie oder Analysis berechnen
wir den Flicheninhalt: X: (z,p) — (x,p - u(z)), Xo = (L,p-u'), X; = (0,p;u),

1<i<n-—1,
1+ (u')? 0
is = 0 u*(0ij))’

A= [,/detg;; ergibt
b
Alu] = / V1t (@) -u™ " vol (S"7) da

————

=Nwn
Fiir ein glattes Minimum w erhalten wir also fiir ¢ € C2°((a, b))
b

_ 1 _ U'SO/ n—1 / N2, n—2

b

a

Wir erhalten damit

/

u’u”fl

0= —_— —(n—1 1+ u’zu”72

( 1+<u/>2> (n = DV/T+ W)
1", n—1 —1 N2, n—2 n—1¢,/\2,,/

U u (n )(u) U _ U (U) u _ (n_ 1) 1 + (u/)gun—Z’

CVIRWE VIR s
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u'u
= —(n-1).
0= 1oy "V

Fiir n = 2 ist eine Losung durch u(z) = ¢ - cosh £, ¢ > 0, gegeben, denn es gilt
coshz = § (e +e7*), cosh”’(z) = sinh’(z) = cosh(z) und 1 = cosh? z — sinh? z.
Durch die Wahl von ¢ und durch Ersetzen von x durch x —xy kénnen wir die Losung
an die Randwerte anpassen. Dies ist nicht immer moglich, z. B. existiert fiir a = —1,
b=1und A = B =1 keine Losung, da aus coshz > z dieselbe Ungleichung auch
fiir beliebige Konstanten c folgt.

Fiir n > 3 kenne ich keine explizite Losung.

1.3. Mikrostrukturen. Das folgende Beispiel stammt aus [7].
Wir wollen das materialwissenschaftlich motivierte Funktional
1

I(u) = / ((u')2 - 1)2 +

0

mit Randwerten «(0) = u(1) = 0 minimieren. Es ist naheliegend, dies fiir u €
C%1(]0,1]) oder u € Wy"*((0,1)) zu versuchen, da das Funktional fiir solche Funk-
tionen wohldefiniert (und endlich) ist.

Wir definieren die Funktion ¢ : [0,1] — R durch

uns setzen sie (ohne eine Umbenennung) periodisch mit Periode eins nach R fort.
Dann ist t € C%! C Wli’f. Wir erhalten eine ,,Ségezahnfunktion®. Definiere wei-
terhin ¢, (z) := t(nz), also eine skalierte Sigezahnfunktion. Es gilt fast iiberall
|t;,| = 1. Somit erhalten wir 0 < I(t,) < -5 — 0 fiir n — oo. Daher ist es na-

heliegend, dass lim ¢, das gesuchte Minimum ist. Wegen ¢, = 0 und 1(0) = 1

n—oo

erhalten wir so jedoch kein Minimum. Die in der Minimalfolge auftretenden Zacken
entsprechen Mikrostrukturen.

Das Problem beim Grenziibergang ist, dass I nicht konvex und daher unter der
betrachteten Konvergenz nicht unterhalbstetig ist. Fiir dieses Problem gibt es je-
doch auch einen Minimierer. Dazu benttigen wir Youngsche Mafle. I wird durch
die Nullfunktion minimiert, in jedem Punkt ist das zugehorige Wahrscheinlichkeits-
maf}, das dem Gradienten entspricht mit Wahrscheinlichkeit 1/2 gleich +1 und mit
Wahrscheinlichkeit 1/2 gleich —1.

Im Jahr 1900 hat D. Hilbert beim Internationalen Mathematiker-Kongress in
Paris eine Rede gehalten, in der er 23 mathematische Probleme vorstellte (http://
www.mathematik.uni-bielefeld.de/~kersten/hilbert/): Im 20. Problem spe-
kuliert D. Hilbert, ob es nicht mdoglich ist, fiir jedes Variationsproblem durch einen
geeigneten schwachen Losungsbegriff eine Losung zu bekommen: ,Ich bin iiber-
zeugt, dafl es moglich sein wird, diese Existenzbeweise durch einen allgemeinen
Grundgedanken zu fiihren, auf den das Dirichletsche Princip hinweist und der uns
dann vielleicht in den Stand setzen wird, der Frage ndher zu treten, ob nicht jedes
regulédre Variationsproblem eine Losung besitzt, sobald hinsichtlich der gegebenen
Grenzbedingungen gewisse Annahmen - etwa die Stetigkeit und stiickweise 6ftere
Differenziirbarkeit, der fiir die Randbedingungen mafigebenden Functionen - erfiillt
sind und notigenfalls der Begriff der Losung eine sinngeméfle Erweiterung erfihrt.

1.4. Konvexitdt und Minimierer.
In diesem Abschnitt werden wir sehen, warum es wichtig ist, dass die Integranden
der betrachteten Funktionale beziiglich Du konvex sind.
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Theorem 1.8. Sei Q C R™ offen und beschrinkt. Sei F € C? (R",R, Q). Schreibe
F = F(p;,z,z). Seiu e C' (Q) ein Minimierer von

I[u] :—Q/F(Du,u,~),

gelte also insbesondere I[u] < Ifu+ ] fiir alle ¢ € CH(Q). Dann ist F beziiglich p;
konvez, d. h. es gilt

FPz‘pj (Du(x)v u(m), x)fzf] >0
fiir alle £ € R™ und alle x € €.

Die Beschrinktheit von €2 ist nicht notig solange das Integral endlich ausfillt.
Die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen kénnen abgeschwécht werden.

Beweis. Sei p € CL(Q). Dann ist I[u] < I[u + tp]. Die rechte Seite ist beziiglich
t zweimal differenzierbar wie man sich z. B. unten beim Ausrechnen der Ableitun-
2
gen iiberlegt. Es folgt %I [u+ ty] > 0, d.h. die zweite Variation von I ist
=0
nichtnegativ. Wir erhalten

d
%I[u—l—t@} = /Fpi(Du—FtD(p,u—Ftcp,-)cpi—|—FZ(...)<p,
Q

2

d
El[u + t@} = /Fpipj Yiv; + 2Fp,iz§0i90 + Fzz‘p2~
Q

Den Wert an der Stelle ¢ = 0 erhalten wir indem wir sémtliche Ableitungen von F'
an der Stelle (Du,u, ) auswerten. Durch Approximation erhalten wir

(1'1) 0< /Fpipj (Du7 U, ')@i‘pj + QFPriZ(' : ')@iw + FZZ‘PQ
Q

fiir alle € Hy?(€) und damit auch fiir alle o € C'(2), also fiir alle Lipschitz-
funktionen ¢ mit ¢ = 0 auf 9Q. Sei nun ¢ € C°(Q2) und p: R — R eine durch

und 1-periodische Fortsetzung nach R definierte Ségezahnfunktion. Es gilt |p'| = 1
fast {iberall. Sei £ € R™ und € > 0. Definiere die Testfunktion

)= () o)
Es gilt fast iiberall
Do =y <<“””f>) (@)E+ep (“f) D) = ( <mf>) (@)EHO(e) fiir e\, 0.

Wir setzen dies in (1.1) ein und erhalten

0= /Fpipj (Duvua ')(pl)25i5j42 + 0(5)

Q

Fiir € \, 0 erhalten wir

0< Fpripj (Du7u7 )£1£J<2
/
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Da dies fiir alle ¢ € C2°(Q) gilt, erhalten wir, da F,,,; stetig ist
0 < Fpipj (D’LL(Q?), u(:c), 37)&5]
wie behauptet fiir alle z € 2 und alle £ € R™. (]

Im obigen Beweis hétten wir die Stetigkeit von F, ;. nicht gebraucht. Dies folgt
aus dem folgenden Lemma, das wir aber fiir die weitere Vorlesung nicht benotigen.

Lemma 1.9. Sei Q C R" offen. Sei f € L}, .(Q) und gelte

/j¢zo fiir alle 0 < ¢ € C(Q).
Q

Dann gilt f > 0 fast iberall.

Beweis. Sei 7. ein symmetrischer nichtnegativer Gliattungskern. Dann gilt in der
iiblichen Notation fiir kleine € > 0

/ fo(@)p(z) = / / F@)ne( — y)o(z) dy dz = / () dy >0,
Q Q Q Q

da ne > 0 gilt und 7. fiir kleine € > 0 in C°(Q) ist. Da f. stetig ist, folgt f.(x) >0
fir alle z € Q. Lasse € \, 0. Eine Teilfolge der f. konvergiert punktweise fast iiberall
gegen f. Somit folgt die Behauptung. O

2. VARIATIONELLE BETRACHTUNG DER LAPLACEGLEICHUNG
Als Modellfall wollen wir die Laplacegleichung genauer betrachten.

2.1. Das Dirichletprinzip. Zunéchst stellen wir fiir glatte Losungen der Lapla-
cegleichung einen Zusammenhang zu einem Funktional her.

Theorem 2.1 (Dirichletprinzip). Sei @ C R™ offen, beschrinkt und 0Q € C*'.
Definiere

Iw] := /%|Dw|2 —wf,

Q

und
A:={weC?(Q): w=g auf 09},

wobei f € C° (ﬁ) und g € C2(U(09)), also in C? in einer Umgebung U von 5.
Seiu € C? (ﬁ) eine Losung zu

{—Au:f in Q,

1) u=yg auf 0.

Dann gilt

Iu] = 51}[161%[[111]

Ist umgedreht u € A ein Minimierer fir I,

11u] = min T{w),

so lost u das Randwertproblem (2.1).
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Beweis. ,—“: Sei u eine Losung zu (2.1) und sei w € A beliebig. Dann gilt

0= [(~Bu=f)u-w) = [(DuDlu—w)) = 1 +(u-w),

Q Q

wobei wir partiell integrieren durften, da u — w Randwerte Null hat. Es folgt

/|Du|2—uf:/<Du,Dw>—wf
Q Q
< [ [Du]- [Dw| —wf
/

1 1
Q

Daher gilt

/%|Du|2—uf§ /%|Dw|2—wf.

Q Q

Somit minimiert u das Funktional I in A.
»,<—=%: Sei nun u ein Minimum von [ in A. Wir leiten die Euler-Lagrange Glei-
chung des Funktionals I her. Sei dazu v € C¢°(2). Definiere

i(r) = Iu + 1v].

Fiir 7 € R gilt u + 7v € A. Somit nimmt ¢ fiir 7 = 0 ein Minimum an. Wir werden
nun nachweisen, dass ¢ in 7 differenzierbar ist. Also folgt ¢'(0) = 0. Es gilt

i(r) = /%|D’LL+TDU‘2 —(u+Tv)f
Q

1 1
= /§|Du|2 + 7({Du, Dv) + 572\Dv|2 —(u+7T0)f
Q

und daraus folgt

d
e _ — wSm
0=4(0) = s . i
= /(Du,Dv) —vf = /(—Au— fv.
Q Q
Dies gilt fiir beliebiges v € C2°(€2). Somit folgt —Au = f in Q. O

2.2. Variationeller Existenzbeweis. Sei {2 C R" offen und beschrénkt. Sei f €
L?(). Wir suchen eine schwache Losung u € W12 von

Au=f in Q,
u=0 auf 09,

d.h. ein u € Wy?(€) mit

/(Vu,Vgo) + fo=0 fiir alle p € W, *(Q).
Q



2. VARIATIONELLER EXISTENZBEWEIS 9

(Vergleiche dies mit der Definition der schwachen Ableitung. Auch hier geniigt es,
die Gleichheit fiir p € W, %(Q) zu fordern, da sie sonst durch Approximation folgt.)
Dazu wollen wir

I(u) :== %|Vu|2 + fu
/

unter allen Funktionen u € W,"*(2) minimieren.
Sei ¢ € W12(Q). Minimiert man nun I unter allen Funktionen u mit u — g €
WO1 ’Q(Q)7 so kann man auch noch eine Randbedingung v = g erhalten.

Lemma 2.2. Sei Q2 C R"™ offen und beschrinkt. Sei up, — u eine schwach konver-
gente Folge in WOI’Q(Q). Dann gilt

1ikxgi£f/|vuk\2 Z/Wul2~
Q Q
Beweis. Auf W, *(Q) ist (die Wurzel von) [ |Vu|? eine zu [ |[Vu|?>+ [ u? dquivalente
Norm und ist vom Skalarprodukt (u,v) 2 J(Vu, Vv) in?iuziert. ]gie Behauptung
folgt nun aus der Unterhalbstetigkeit der Ngzrm. U
Einfacher wire es, wenn wenn [ |Vu|? beziiglich der schwachen Topologie stetig
wére, denn dann gélte Gleichheit?n
k:lgglo/ |V |? i;i |Vul?.
Q Q

Unterhalbstetigkeit des Funktionals geniigt jedoch um einen Minimierer zu finden.
Sei nun (ug)r, ur € Wy'>(Q), eine Minimalfolge fiir I(u), d.h. es gelte

lim I(ug) = in I(u).
k—o00 ( k) uGW(,l’Q(Q) ( )

Im folgenden werden wir hiiufiger [ |[Vul? > A [u? fiir ein A = A(2) > 0 verwenden.
) )

Zunéchst wollen wir nachweisen, dass das betrachtete Infimum endlich ist. Es
gilt

1 2 1 2 g 2 1 2 1 2
I(u):/§|VU| + fu> 5A/u —§/u ~ 50 | 72 5ol > —o0s
Q Q Q Q

falls € > 0 klein genug ist.
Mit einer analogen Rechnung kénnen wir die W12-Norm der uy’s gleichméBig
beschrinken: Aufgrund der Minimalfolgeneigenschaft gilt

1 1 € 1
cZ/§|Vuk\2+/fuk2/§|Vuk|2—§/ui—%/f2
Q Q Q

Q Q
1 € 1
> [ 2 & 2 [ L2
—/QWU’“‘ 2>\/|v“’“| /25f
Q Q

Q

Nun wihlen wir ¢ > 0 klein und bringen den [ f?-Term auf die linke Seite. Die
Q

Behauptung folgt. Aufgrund der Aquivalenz der Normen mit und ohne L2?-Term
auf WD1 2 ist auch [ u? gleichméBig beschréinkt.
Q

Nach Banach-Alaoglu besitzt uy, also eine Teilfolge (wir benennen nicht um), die
in W12 schwach gegen u konvergiert. Nach Definition ist WO1 2 ein abgeschlossener
Unterraum von W12, Ein abgeschlossener Unterraum ist, wie man durch Testen mit
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einem Vektor aus dem orthogonalen Komplement sieht, auch unter schwacher Kon-
vergenz abgeschlossen. Daher hat auch der Grenzwert u wieder Randwerte Null. Da
W12 € L? ist, diirfen wir weiterhin annehmen, dass diese Folge in L?(£2) (schwach)
gegen u konvergiert. Somit ist

inf  I(w)= lim I(ug) = lim / |Vug | + /fu;C

weWy 2 () k—o0

hm/ |Vaug|® + /fu>hm1nf/f|Vu;€\2 /fu

/7|Vu|2—|—/fu=1(u) > inf  I(w)
2 J wEW, % ()

Q

Y

Somit gilt iiberall Gleichheit. v minimiert also [ in WO1 2 und die Euler-Lagrange-
Gleichung besagt gerade, dass u eine schwache Losung ist: Sei v € VVO1 2(Q) Wir
erhalten

d
ﬁl(u + tv)

t=0

_ % / % (IVul? + 26(Vu, Vo) + [Vol?) + fu+ tfo
Q t=0
= /(VmVU) + fo.
Q
Damit haben wir folgendes bewiesen:

Theorem 2.3. Sei Q C R™ offen und beschrinkt, f € L?. Dann gibt es ein u €
Wy2(Q), das das Funktional

1
I(u) = /§|Vu|2 + fu
Q
minimaiert.

2.3. Harmonische Abbildungen. Bei der Laplacegleichung kann man bei glatten
Daten zeigen, dass die Losung selbst glatt ist. Daher ist noch nicht klar, dass man
in Sobolevraumen arbeiten muss.

Im folgenden Beispiel sehen wir, dass wir aus topologischen Griinden auch bei
,schonen“ Funktionalen nicht immer Glattheit von kritischen Punkten erwarten
diirfen. Es gibt nimlich keine stetige Abbildung B} (0) — S"~!, deren Einschréin-
kung auf S"~! die Identitit ist (Brouwerscher Fixpunktsatz). Daher ist es nétig, in
Sobolevridumen zu arbeiten.

Definition 2.4. Sei u: B}(0) — S"~! C R" mit u € H%? (B1(0), R™). Wir schrei-
ben auch
HY? (B1(0),8" ") = {u e H"?(B1(0),R") : u(zx) € S"~" fiir fast alle z}
und setzen
”u”Hl»?(Bl(O),S"*l) = HUHHL?(Bl(O),]R") = |lull gz
Wir definieren die Energie von u, F(u), durch

ot [ e [ 5 (8)' <3 [ S

= 1, ]=1
B1(0 B1(0) v Bl(O) v
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Dann heifit © harmonische Abbildung, falls in u die erste Variation von E ver-
schwindet, d. h. falls

d
—E(u(z,t))| =0
dt =0
fiir alle Abbildungen der Form
t
(o) - @)+ 16(a)
u(x) + to()]
mit ¢ € C° (B1(0),R™) und |||/~ < 1 gilt.
Bemerkung 2.5. Allgemeiner kénnte man in der Definition auch differenzierbare
Funktionen ¢ — u(-,t) € HY? (B1(0),S"™!) mit u(-,t) — u(-,0) € H,” betrachten.
Hier ist jedoch Vorsicht geboten, sobald H2 o L gilt.

Die folgende Aussage gilt bereits fiir n > 3, siehe [6].

Lemma 2.6. Sein > 7. Dann ist die Abbildung
x
U T~ —
||
eine harmonische Abbildung.

Beweis. Der Beweis folgt durch direkte Rechnung. Im Fall 252 > a ist @ +— |z| ™% €
HY2(B;1(0)). Dies rechtfertigt die partielle Integration in der nachfolgenden Rech-
nung. Sei ¢ € C° (B1(0),R™). Es folgt

) < ) (2 Hi0@)

|z + to(z)] |z +te(@)] ) 1<ic
i i i i\ (k k 1 1
ui-:aj +ip; (2" + to?) (2% + ) 0par (0) + toh)
R |z + to]® ’
d i QDJ 5§xk<pk <pixj + miapkékj + ajixk(pé? $ixj93k<pk
] 3 3 +3 s ,
dt 7]y || |z ||
u”| _ ﬁ z* x] _ i 5 '
=0zl 2B f2f N 22 )
1 d T+ tga /
0F =— — D il
Wi =5 5 | |Pee S dtu]
B1(0) Bi(0) “I=1
R N ot Sk
= il gi_ Tt i 9% ’
|| Z (] 33|2) <|$| |3
B1(0) i,j=1

da Terme mit 2°* oder 2; beim Ausmultiplizieren der rechten Klammer verschwinden

_ / i 5j x) xz ﬁ _ §§xk<pk
- ) || ERVANE |z[?

B1

_/ g napet xjxi80§+xkso’“
B 2 2] |z[* j[*

B1(0)

1 ;. (n— 1)k xix; i
-/ ‘(W)f aft T\l )%

B1(0)
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|[* |[* j[* [

/ 22,00 (n—Dape®  naiot + xipt B 41‘ja:ixj<pi
B1(0)
2—-n+14+n+1-4

/ ER i

B1(0)

3. KLASSISCHE THEORIE
Wir folgen [5].

In diesem Kapitel minimieren wir Funktionale der Form

F(u,Q) = [ F(Du)
/

fiir konvexe Integranden F' iiber skalarwertige Lipschitzstetige Funktionen u. Falls
nicht anders angegeben nehmen wir an, dass I’ auf ganz R™ definiert ist.

3.1. Maximumprinzip und Existenz von Minimierern.

Definition 3.1. Sei Q C R™ offen. Wir schreiben Lip(Q2) = C%! (Q) und bezeich-

nen die Norm mit [|- || ip) = [|-|lco.1(q). Wir benutzen auch die Lipschitzhalbnorm
[u] co.1(q) := sup Ju(@) = u(y)| u(y)|.
sy |z —yl
TH#Y

(Manchmal schreiben wir = # y nicht explizit dazu.) Sei U € Lip(9f2). Definiere
Lip(Q) := %! (Q) = {u: @ = R: ||ul|coq) < oo},
Lip;, () :={u € Lip(Q): [u]o,1 < k},
Lip(Q,U) :={u € Lip(Q): u = U auf 90}

sowie
Lip,(Q, U) := Lip, () NLip(Q, U).

Bemerkung 3.2.

(i) Die Definition &ndert sich nicht, wenn man zunichst Funktionen u: Q@ — R
betrachtet und diese danach stetig auf den Rand fortsetzt.

(ii) Lipschitzstetige Funktionen sind fast iiberall differenzierbar, siehe [9, S. 311],
und die Ableitung stimmt mit der schwachen Ableitung, die wegen Lip(£2) C

Wllofo (Q) existiert, {iberein.

Zun#chst minimieren wir F iiber Funktionen mit gleichméfig beschriankter Lip-
schitzkonstante. Fiir solche Funktionen liefert uns Arzela-Ascoli ein Kompaktheits-
resultat. Mit Hilfe von Proposition 3.7 kénnen wir diese zusétzliche Einschrinkung
wieder loswerden, wenn wir geeignete Lipschitzschranken an einen Minimierer ha-
ben.

Proposition 3.3. Sei Q C R" offen und beschrinkt. Sei F € C . (R™) konvezr und

F(u,Q) := [ F(Du). Sei U € Lip, (). Dann gibt es u € Lip, (Q,U) mit
)

inf  F(-,Q) = F(u,Q).
e () = F(u, Q)

Beweis. Sei (u;) C Lip,(2,U) eine Minimalfolge mit

i L) = inf F(,Q) =
LIECFWJ’ ) Lip,tI(lﬂ,U)f(, )=

J
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Wegen |Du| < k fast iiberall fiir u € Lip,(Q) fillt das Infimum endlich aus. Wegen
sup |u;j| < sup|U| + [u;]co.r - diam(Q2)
Q Q N—_——
<k
ist (uj) C Lip(€?) beschriankt. Nach Arzela-Ascoli diirfen wir daher ohne Ein-
schréankung annchmen, dass u; = u (gleichméfBige Konvergenz) fiir eine Funktion

u € Lip, (Q,U) gilt.
Da F konvex ist, gibt es eine Funktion A: R™ — R"™, so dass

Flw) = F(z) + (A(2),w — 2)

fiir alle w, z € R™ gilt. Wegen F' € C}. . ist \ stetig, insbesondere also Borel messbar.
(Hier kénnte man mit Hilfe von Theorem B.1 auch direkt eine Borel messbare
Funktion A auswihlen, wobei wir dort f als die abgeschlossene Menge wihlen, die

alle hier moglichen (z,A(z)) enthilt.) Wir erhalten

/F(Duj) > /F(Du) + /()\(Du),Duj — Duj).

Q Q Q
Die Abbildung = — A(Du(x)) ist als Verkettung einer Borel messbaren Funktion
und einer messbaren Funktion selbst wieder messbar [8, Theorem 1.12]. Da x +—
A(Du(z)) beschréankt und messbar ist, kdnnen wir das letzte Integral ausfithren. Sei
e > 0. Aufgrund der Messbarkeit kénnen wir 2 — A(Du(z)) zunéchst durch stetige
und dann durch C'-Funktionen approximieren. Somit gibt es g € C* (ﬁ, R”) mit

/ IA(Du) — g| < e.
Q

Es folgt
/()\(Du),Duj — Du) > /(g,Duj — Du) /|)\ (Du) |Duj Dul,
Q Q §2k

>—2ke

da uj,u € Lip, () sind. Da u = u; = U auf 09 gilt, kénnen wir im ersten Integral
partiell integrieren und erhalten

/(g,Duj — Du) = f/(uj —u)divg — 0
Q Q
aufgrund der gleichméfigen Konvergenz u; = . Also erhalten wir

p= lim F(u;, Q) > F(u,Q) — 2ke.
J—00
Da € > 0 beliebig war, folgt F(u,2) = p, also die Behauptung. O

Im Beweis von Proposition 3.3 haben wir auch gleich die Unterhalbstetigkeit von
F gezeigt.

Korollar 3.4 (Unterhalbstetigkeit von F). Sei Q C R™ offen und beschrinkt. Sei
F:R" — R konver und F(u,Q) = fF Du). Sei k > 0 und U € Lip,(Q). Sei

(w;) C Lip, (2, U) und gelte u; = u. Dann ist
lilm inf F(uy, Q) > F(u, Q).
—00
Beweis. Fiir F € C' kénnen wir wie in Proposition 3.3 argumentieren. Sonst ap-
proximieren wir F' und schlieffen wie im Beweis von Proposition 3.5. (]

Im folgenden Resultat werden wir die zusiitzliche Annahme F € C}.  wieder los:
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Proposition 3.5. Sei Q@ C R™ offen und beschrankt. Sei F': R™ — R konvexr und
F(u,Q) := [ F(Du). Sei U € Lip, (). Dann gibt es u € Lip,(Q,U) mit
Q

Lip,lcr(lS'fZ,U) F(-,Q) = F(u, Q).
Beweis. Sei F. eine glatte konvexe Approximation von F mit |F — F.| < ¢ fiir
Argumente |-| < k. Die Konvexitit wird bei der iiblichen Glattung mittels Faltung
mit einer nicht-negativen Funktion 7. nicht zerstort.
Sei (u)ieny C Lip,(Q2,U) eine Minimalfolge fiir F(-, ). Ohne Einschrinkung
diirfen wir nach Arzela-Ascoli annehmen, dass u; =3 u fiir ein u € Lip, (2, U) gilt.
Damit erhalten wir von der Mitte der Formel ausgehend mit Korollar 3.4

lilminf}'(ul, 0) 4+ ¢ > lilm inf Fe(ur, Q) > Fe(u, Q) > F(u, Q) —€|Q].
Mit € \ 0 folgt der nichttriviale Teil der behaupteten Gleichheit. O

Bemerkung 3.6.

(i) Wenn wir ab jetzt davon sprechen, dass u das Funktional F in Lip, () mini-
miert, meinen wir damit, dass v € Lip, () ist und dass
Fu,Q) < inf  F(v,Q)
vELipy, (2)
v=u auf Q2
gilt.

(ii) Offensichtlich ist, dass ein solcher Minimierer auch ein Minimierer von F (-, A)
fiir alle offenen Mengen A C ) ist.

(iii) Wir erwarten, dass die Lipschitzkonstante von Minimierern u* in Lip, in k
wichst wihrend das Minimum fillt. Dies ist beweisbar, wenn man jeweils
einen Minimierer mit minimaler Lipschitzkonstante w&hlt. Jedoch haben wir
einen Minimierer gefunden, wenn der Minimierer in Lip, nicht mehr die Lip-
schitzkonstante k besitzt (Proposition 3.7).

Proposition 3.7. Sei 0 C R™ offen und beschrankt. Sei F': R™ — R konvexr und
F(u,Q) = [ F(Du). Seiu® ein Minimierer von F in Lip,(Q,U). Gilt [uk]co,l <k,
Q

so minimiert u* das Funktional F in Lip(Q,U).

Beuweis. Sei v € Lip(Q,U) beliebig. Definiere v, := uf +¢ (v — u¥) = (1 —t)u¥ + tw.
Dann gilt v; = u* = U auf 9. Ist t > 0 klein genug, so erhalten wir [v;]co.1 < k. Die
Funktion »* minimiert F in Lip,. Da sich die Konvexitit von F auf F iibertrigt,
erhalten wir

F(u",Q) < F(v, Q) < (1 —)F (uF,Q) + tF(v, Q).
Umsortieren liefert F (uk, Q) < F(v,Q), also die Behauptung. O

Definition 3.8. Eine Funktion w € Lip,(€) heifit ein Super-Minimum (bzw. ein
Sub-Minimum) fiir ein Funktional F, falls fiir jedes ¢ € Lip, (2, w) mit ¢ > w (bzw.
9 < w)

F(w, Q) < F(9,8)
folgt.

Lemma 3.9 (Maximumprinzip). Sei & C R™ offen und beschrinkt und sei die
Funktion F: R™ — R strikt konvex. Definiere F(u,Q) := [ F(Du). Seiv ein Super-
Q

Minimum und w ein Sub-Minimum in Lip, () fir F. Nehme an, dass w < v auf
09 gilt. Dann folgt w < v in Q.

Strikte Konvexitét ist hier als F'(ta+ (1 —1t)b) < tF(a)+ (1 —t)F(b) fiir t € (0,1)
und a # b zu verstehen.
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Beweis. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dass
A= o € Qs () < w(z)} £0
gilt. Definiere ¥(z) := max{v(x),w(z)}. Dann ist ¢ € Lip,(Q,v) und es gilt ¥ > v
in Q. Da v ein Super-Minimum ist, folgt F(v, Q) < F(¢,Q). Dies ist dquivalent zu
F(v,A) < F(w, A).
Vergleichen wir analog das Sub-Minimum w mit min{v,w} in A, so erhalten wir
F(w,A) < F(v,A). Also folgt F(v, A) = F(w, A).
Nun gilt nach Definition w = v auf 0A und w > v in A. Somit ist Dw # Dv auf

einer Menge von positivem Mafl. Damit erhalten wir aus der strikten Konvexitét
von F

F (” i “’,A> < SF (0, A) + 5 Fw, A) = F(v, 4).

Die Funktion v := ”Tw erfilllt v = v auf 0A und v > v in A. Da v ein Super-
Minimum ist, erhalten wir

f(”Z“’,A) > F(v, A).

Wir erhalten einen Widerspruch zur obigen Ungleichung. (]

Lemma 3.10. Sei Q) C R" offen und beschrinkt und sei F': R™ — R strikt konvex.
Definiere F(u,Q) := [ F(Du). Sei v ein Super-Minimum und w ein Sub-Minimum

Q
in Lip, (Q) fir F. Dann gilt

sup(w — v) = sup(w — v).
Q 29
Beweis. Zunichst ist, da F lediglich von Gradienten abhéngt, mit v auch v + «
fiir beliebiges o« € R ebenfalls ein Sub-Minimum in Lip,(2). Fir z € 9Q gilt
offensichtlicherweise
w(z) < v(z) + sup(w — v).
a9
Nach Lemma 3.9 gilt diese Ungleichung auch fiir beliebige = € (2. Durch Umstellen
und Ubergang zum Supremum erhalten wir den ,, <“-Teil der Behauptung. Die
andere Ungleichung ist trivial. O

Korollar 3.11. Sei Q) C R" offen und beschrankt und sei F': R™ — R strikt konvewx.
Definiere F(u, Q) := [ F(Du). Seien u,v Minimierer von F in Lip,(Q). Dann gilt
Q

sup |u — v| = sup |u — v|.
Q 20
Somit ist der Minimierer eindeutig bestimmt. Dies gilt, da k beliebig ist, auch in
Lip(Q).
Ohne strikte Konvexitét ist dieses Resultat falsch, z. B. fir F = 0.

3.2. Funktionen beschrinkter Steigung. Um Proposition 3.7 anwenden zu
koénnen, miissen wir zeigen, dass die Steigung von Minimierern in Lip, () strikt
kleiner als k ist. Dazu miissen wir insbesondere Punkte auf dem Rand betrachten.

Lemma 3.12. Sei Q2 C R™ offen und beschrdinkt und sei F: R™ — R strikt konvex
sowie F(u,Q) := [ F(Du). Sei u ein Minimierer von F in Lip, (). Dann gilt
Q

[u]cor = sup M

see |z —y|
yeON
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Beweis. Seien x1,x2 € Q mit 1 # xo. Definiere 7 := x5 — x1. Die Funktion F
héngt nicht von = ab. Daher kénnen wir die Situation verschieben und sehen fiir
Q, = {zeR*: z+7€Q}, dass u,(z) := u(zx + 7) das Funktional F(-,Q;) in
Lip; (2, ) minimiert.

Es gilt 21 € QN Q. # 0. Sowohl u als auch u, minimieren F in Lip,(Q N Q).
Nach Korollar 3.11 gibt es daher ein zy € (2N Q,), so dass

u(zr) = u(z)| = |u(zr) = ur(21)] < |u(zo) = ur(z0)| = |u(zo) — ulzo +7)]

gilt. Wegen xy € 09 oder g € 09, gilt xg € 0 oder xg + 7 € 9Q. Wir dividieren
nun auf beiden Seiten durch || und erhalten

ju(er) — uw)| _ Juleo) —ulwo )| _ - Jula) — u(w)]
|21 — @2 |7 zea |z -yl
yeon
Dies liefert den nichttrivialen Teil der Behauptung. O

Lemma 3.13. Sei Q C R" offen und beschrinkt und sei F': R® — R konvez.
Definiere F(u, Q) := [ F(Du). Dann minimiert
Q

w(z) := a+ (20, )
fir a € R und zo € R™ das Funktional F in Lip(Q).

Beweis. Es gilt w € Lip‘ZO‘(Q). Damit folgt aus der Behauptung auch, dass w das
Funktional F in Lip,(£2) fiir alle k£ > |2zp| minimiert.
Sei n € Lip(2) mit n = 0 auf 09Q. Da F' konvex ist, gibt es A € R” mit

F(z0 +&) > F(z0) + (A, )

fiir beliebige ¢ € R™. Wir verwenden speziell £ = Dn(z), integrieren iiber Q und
erhalten

Flw+n®) = [ Fzo+ D)= Flao) 19+ [0, Dn),
—_———
Q =F(w,Q) &
=0
wobei wir im letzten Integral partiell integriert und n = 0 auf 992 benutzt haben. [

Definition 3.14. Sei 2 C R" offen und beschriankt. Wir sagen, dass U: 0Q) —
R eine Funktion von beschriankter Steigung sei oder die Beschriankte-Steigungs-
Bedingung (BSB) fiir eine Konstante ¢ > 0 erfiillt, falls es zu jedem Punkt zo € 92
zwei affine Funktionen w* = wj ,w™ = wj, : R” — R mit

w” <U <w' auf 09,

w™ (wg) =U(z0) = w (x0)
und

[wi]cm <Q
gibt.

Bemerkung 3.15.

(i) Die BSB kann fiir nicht affine Funktionen U nur fiir konvexe Mengen 2 erfiillt
sein (Ubung).

(ii) Fiir einen C?-Rand mit positiven Hauptkriimmungen und C2-Funktionen U
ist sie erfiillt (Ubung unter Benutzung des folgenden Theorems. Dann ist E
eine Tangentialebene.).
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Theorem 3.16. Sei Q) C R" offen und beschrinkt und zusammenhdngend. Gibt es
ein ¢ = ¢(Q) und fiir jeden Punkt xq € 00 eine Hyperebene E mit xg € E, so dass

|v — xo|?> < c-dist(z, E) fiir alle x € 0N
gilt, dann erfiillt Ulaq fiir jedes U € C% (R™) BSB auf 09).

Beweis. Die Voraussetzung impliziert, dass {2 strikt auf einer Seite von E liegt.
Also ist Q konvex.

Da  beschréinkt ist, diirfen wir ohne Einschriinkung U € C? (R") annehmen.
Sei xzg € 0. Seien weiterhin ohne Einschrénkung zop = 0 und E = {z™ = 0} und
nehme an, dass 9Q \ {0} C {«" > 0} gilt. Definiere fiir p € R

w(z) :=U(0) + DU(0){(z) + pa™.
Es gilt w(0) = U(0) fiir beliebige p € R.
Angenommen, es gibt einen Punkt y # 0 mit y € 9Q und w(y) = U(y). Dann
folgt durch Umordnen der Terme
1 1
= yj(U(y) — U(0) = DU(0)(y)) = 2371?2(](5) (v, )
fiir ein & € R™, wobei wir fiir die letzte Gleichheit den Mittelwertsatz fiir ¢ — U (ty)
benutzt haben. Also folgt

ly|?
2|y |
——

Il < 50 1D°U| e

<e(Q)

Also folgt fiir p = £ (¢(Q) || D*U||, .. +1) je nach Vorzeichen w > U oder w <
U auf 0Q \ {zo}. Direkt nach Definition von w folgt [w]con < ||[DU||p~ + 1+
c() ||D2U||Lm. Die Funktion w erfiillt also die Bedingungen aus Definition 3.14.

O

Theorem 3.17. Sei Q C R™ offen und beschrdinkt und sei F': R™ — R konvexz.
Erfiille U: 9 — R BSB mit Konstante Q. Dann besitzt F(u,Q) := [ F(Du) ein
Q

Minimum u in Lip(Q,U) und mindestens einer der Minimierer erfillt [u]cor < Q.

Beweis. Wir nehmen zunéichst an, dass F strikt konvex ist. Dann ist Lipg (2, U) #
(0, es ist namlich
YH(x) = inf w}l (z) € Lipy(Q,U).

o €N
Sei k > Q. Nach Proposition 3.5 gibt es eine Funktion u, die F in Lip,(Q2,U)
minimiert. Nach Korollar 3.11 ist dieser Minimierer eindeutig bestimmt, da F' strikt
konvex ist. Nach Lemma 3.13 sind die affinen Barrieren Minimierer in Lip, (£2, wfg)
und aufgrund des Maximumprinzips, Lemma 3.9, gilt daher

wy, () < u(z) < wh(2)
fiir alle € Q. Wegen u(zo) = wi (20) fiir zo € 6 folgt

Wy (%) = wyy (w0) < w(x) — ulwo) < wi () — w, (o).

Mit Lemma 3.12 und da BSB mit @ erfiillt ist liefert Proposition 3.7, dass u der
gesuchte Minimierer in Lip(Q, U) ist.

Falls F nicht strikt konvex ist, definieren wir F.(p) := F(p) +¢|p|? fiir ¢ > 0. Sei
ue der im ersten Teil gefundene Minimierer von F in Lip(£2, U). Da die Schranke @
nicht von € abhéingt, gilt [u:]cor < @ fiir alle e > 0. Aufgrund des Maximumprinzips
gilt sup |ue| = sup |U|. Nach Arzela-Ascoli finden wir eine Teilfolge, (uc,);, die

Q oQ
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fiir ; \\ 0 gleichméBig gegen ein u € Lipg(§2, U) konvergiert. Nach Korollar 3.4
erhalten wir
F(u,Q) < lilm inf F(ue,, ).

Wir wollen nun nachweisen, dass u ein Minimierer von F in Lip(Q, U) ist. Wir zeigen
dies fiir Lip, (€2, U) und benutzen dann Proposition 3.7. Sei also w € Lip,(£2,U).
Dann folgt

Flue,, Q) < Fey(ue,, Q) < Fep(w, Q) < Fw, Q) +¢; - k- Q.
Die Kombination der letzten beiden Ungleichungen liefert die Behauptung
F(u, ) < F(w, Q). O

3.3. Die Distanzfunktion. Um nicht mehr fordern zu miissen, dass €2 konvex
ist, werden wir im néchsten Kapitel Barrieren konstruieren. Diese héngen von der
Distanzfunktion zum Rand ab. Daher werden wir uns zunéchst mit der Distanz-
funktion beschéftigen.

Bemerkung 3.18 (Generalvoraussetzung). In diesem Kapitel wollen wir stets an-
nehmen, dass Q C R™ offen, beschrinkt und von der Klasse C* mit k > 2 ist.
Definiere die (signierte) Distanzfunktion d: R™ — R durch
d(z) = dist(z,R™ \ Q) — dist(z, Q),
so dass d in € positiv ist. In © gilt dann auch d(z) = dist(x, 0Q).
Sei € > 0. Definiere eine e-Umgebung des Randes durch
(09); :=={z e R": |d(x)] < }.

Lemma 3.19. Gelte Bemerkung 3.18. Dann gibt es € > 0, so dass d in (02)e von
der Klasse C* ist.
Solch eine Umgebung (0R2): heifit Tubenumgebung von OS).

Beweis. Sei zy € 0. Dann diirfen wir nach einer Rotation und Verschiebung des
Koordinatensystems ohne Einschrankung annehmen, dass zg = 0 gilt und dass es
w: R"t — R in C*¥ mit Dw(0) = 0 und

QN B.(0) ={(&,2") : 2" > w (£)} N B-(0)

fiir ein 7 > 0 gibt. Sei p > 0, so dass fiir alle Z € B}~"(0) auch (&,w (&)) € B,(0)
gilt. Dann ist die duflere Normale an (2 fiir & € B,,(0) durch

S w(a)) = _DPw(@), ~1)
(& w(@)) 1+ [Dw(z)[2

gegeben. Setze v durch v (&,2™) := v(Z,w(&)) nach R™ fort.
Definiere die Abbildung

P: R"IxR R
durch
O(2,t) = (&, w()) — tv(2,w()),

wobei wir die Formel fur v auch fur x ¢ B,(0) verwenden. Natiirlich interessieren wir
uns nur dort fiir die Abbildung ®, wo graph w mit 0f iibereinstimmt. Wir kénnen
diese Abbildung auch auf ganz 99 x R durch ¥(x,t) := x — tv(x) definieren. Wir
haben sie oben lediglich mit Hilfe von w lokal in einer Karte dargestellt.

Wir behaupten, dass ® nahe (0,0) ein lokaler Diffeomorphismus ist. Es gilt
némlich

9
ozt

D(2,t) = (e5,w;) — tv; — trpws,
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0
i (ivt) :(€i70)7
Ox (&,6)=0
9.
7(P('T7t) = —V(0,0) = €n,
ot (3,6)=0

also

D®(0) = (; ?) .

Somit ist ® und daher auch ¥ nach dem Satz iiber implizite Funktionen ein lo-
kaler Diffeomorphismus. Da 02 kompakt ist, gibt es endlich viele Punkte, deren
Umgebungen, in denen ¥ (bzw. ®) ein Diffeomorphismus ist, nach Projektion auf
die nicht-t-Komponenten bereits 92 tiberdecken. Somit ist ¥ auf 9Q x (—d, ) fiir
ein 6 > 0 ein lokaler Diffeomorphismus. Wir behaupten, dass (ggf. nach Verklei-
nerung von & > 0) ¥ sogar ein Diffeomorphismus auf sein Bild ist. Wire dem
nicht so, so wire die Injektivitdt verletzt, es gébe also zu jedem k € N auch
(ko tk) # (Yo, ) € OQ x (=%, %) mit U(zy,tx) = U(yx, 7). Nach Ubergang
zu einer nicht umbenannten Teilfolge diirfen wir x;, — x € 02 annehmen. Wegen
|2k — U (@, te)| < £ und |ye — ¥(yp, te)| <  folgt auch y, — x. Dies widerspricht
aber der Tatsache, dass ¥ bzw. @ in einer geeigneten Umgebung von (z, 0) fiir einen
beliebigen Punkte z € 02 ein lokaler Diffeomorphismus ist. Nehme also ab jetzt
an, dass ¥: 90 x (—¢,e) — R™ ein Diffeomorphismus auf sein Bild ist.
Wir behaupten, dass fiir t € (—¢, )

(3.1) {z e R": d(z) =t} = ¥ (0Q,1)

gilt. Fiir ¢ = 0 ist dies offensichtlich. Sei also x € W(942,t) fiir ein ¢ mit 0 < |t] < e.
Da |v| = 1 ist, folgt |d(z)| < [t|. Wére |d(z)| < |t|, so gébe es aufgrund der
Kompaktheit ein y € 9Q mit |z — y| = |d(z)| < |t|. Wir behaupten, dass ﬁ =
+v(y) gilt. Sei a: (—4,8) — 9N eine C*-Kurve mit «(0) = y. Dann ist |z — a(7)|?
nach Definition von d fiir 7 = 0 minimal. Es gilt also

0=2(z — a(0), —a/(0)) = —2(x — y, o).

Da also x — y zu einem beliebigen Tangentialvektor o’ in y senkrecht steht folgt die
Behauptung. Somit ist aber fiir ein geeignetes Vorzeichen

Uy, o —yl) = = € VO, ).

Dies ist jedoch nicht moglich, da |z — y| < [¢| gilt und da ¥ auf 9Q x (—¢,¢) ein
Diffeomorphismus ist. Somit folgt ,2“ in (3.1).

Die umgekehrte Inklusion funktioniert analog. Fiir € R™ mit |d(z)| < € und
d(xz) # 0 finden wir wie oben einen néchsten Punkt y € 09 mit Normalenvektor
+ é:Z‘. Dann gilt ¥(y,d(z)) = z, da das Vorzeichen vor ¢ in der Definition von ¥
geeignet gewihlt ist bzw. da nach Definition der #ufleren Normalen x + tv(z) & Q
fiir kleine ¢ > 0 gilt. Es folgt (3.1).

Damit ist d(z) = 7, ¥~1(x), wobei m, die Projektion auf die n-te bzw. t-
Komponente bezeichnet.

Ist 00 € C*, so ist v € C*~1, U € C*~! und daher auch d € C*~1.

Da d die Abstandsfunktion zu einer Menge ist, folgt |Vd| < 1. Nun gilt d(z—tv) =
T, U (z—tv) = m, (2, t) = t. Daalso bereits 4d(z—tv) = 1 = Vd(z—tv)(—v) gilt,
verschwindet die zu v orthogonale Komponente von Vd und es gilt Vd(z — tv) =
—v(z). Wegen v € C*~1 folgt also auch d € C*. O

Bemerkung 3.20. Im Beweis des Lemmas haben wir noch folgendes gezeigt:
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(i) ¥:0Q x (—¢,€) — R™ mit (z,t) — = — tv(x) ist ein C*~1 Diffeomorphismus
auf sein Bild, falls € > 0 klein genug ist.
) In Q. gilt |Vd| = 1.
i) Vd(¥(z,t)) = —v(x).
) Zuy € (092). gibt es stets einen eindeutig bestimmten Punkt z = 7 (y) € 012,
der |7(y) — y| minimiert. Es gilt also d(y) = |7 (y) — y| fir y € QN (9Q)..
(v) Daraus folgt auch By, (y) N 0Q = {n(y)} fir x € QN (09Q)..
(vi) Es gilt 7(¥(z,t)) =z fiir x € 9Q und [t] < e.
(vii) Es gilt d(U(x,t)) =t fir £ € 9Q und || < e.

Um die zweiten Ableitungen der Distanzfunktion mit der Geometrie des Randes
in Verbindung zu bringen, benétigen wir ein paar Vorbereitungen.

Lemma 3.21. Sei Q C R™ von der Klasse C'. Seien f,g: R® — R mit f = g auf
00). Sei xg € 02 und & € T,,000, d. h. sei & im Punkte x¢ ein Tangentialvektor an
0. Dann gilt

(V(f = 9)(x0),€) = D(f — g)(20)(€) = 0.

Beweis. Nach einer Rotation und Translation des Koordinatensystems diirfen wir
annehmen, dass xy = 0 gilt und dass lokal in der Niahe des Ursprungs

Q={(z,2"): 2" >w(@)}

fiir eine C'-Funktion w: R® — R mit Dw(0) = 0 gilt. Weiterhin diirfen wir an-
nehmen, dass £ = e gilt. Gelte zusétzlich ohne Einschrinkung g = 0, denn sonst
konnen wir das Lemma fiir f — g und 0 statt f und g zeigen.

Definiere a: (—g,e) — R"™ durch «(t) = (tey,w(ter)). Dann ist o/(0) = e; = &
und es gilt foa = 0, falls € > 0 so klein ist, dass « in einer Umgebung des Ursprungs
bleibt, in der 0f2 als graphw dargestellt ist. Nach Kettenregel erhalten wir daraus

Df(a(t){e/(t)) =0
fiir alle t € (—e,¢). Fiir t = 0 erhalten wir die Behauptung. O

Definition 3.22. Sei Q C R” von der Klasse C?.
(i) Sei 0 € 99 und gelte in der Nidhe des Ursprungs

Q={(z,z"): 2" > w(2)}

fiir eine C?-Funktion w mit Dw(0) = 0. Dann definieren wir die n — 1 Haupt-
kriimmungen Ag,...,\,_1 von 98 in 0 als die Eigenwerte von D?w(0).

(ii) Sei zp € 9. Dann definieren wir die Hauptkriimmungen in zg als die Eigen-
werte, die wir erhalten, wenn wir Q und zg mit Hilfe einer Translation und
einer orthogonalen Transformation in die obige Situation iiberfiihren.

(iii) Wir definieren die mittlere Kriimmung H von 9 als die Summe der Haupt-
kriimmungen.

(iv) Wir nennen ein Gebiet strikt konvex, wenn sdmtliche Hauptkriimmungen von
0N positiv sind.

Das folgende Lemma zeigt, dass die Definition der Hauptkriimmungen des Ran-
des nicht von der nttigen Translation und Rotation abhéngt, da die Eigenwerte von
D2?d unter diesen Operationen invariant sind.

Lemma 3.23. Sei Q C R" von der Klasse C%. Sei d: R® — R die signierte
Distanzfunktion zu 0. Dann sind die Figenwerte von —D2d in einem Randpunkt
durch die Hauptkrimmungen von 02 und 0 gegeben.
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Beweis. Es gilt |[Dd| < 1. Im Beweis von Lemma 3.19 haben wir bereits gesehen,
dass in Q. sogar |Dd| = 1 gilt. Wir differenzieren das Quadrat dieser Gleichung

und erhalten 0 = D?d(Dd) = Y d;;d;. Damit ist der Normalenvektor v = —Vd
j=1

ein Eigenvektor von D?d zum Eigenwert 0.

Fiir den Vergleich der Eigenwerte mit den anderen Hauptkriimmungen wéhlen
wir ein Koordinatensystem wie in der Definition der Hauptkriimmungen, Definition
3.22. Zusitzlich diirfen wir nach einer weiteren Rotation annehmen, dass D?w(0)
diagonal ist. Um die zweiten Ableitungen von d zu bestimmen, benutzen wir, dass

= - i st —py = (ZDwD) :
Vd = —v auf 09 gilt. Es ist —v Do auf 0Q2. Wenden wir Lemma 3.21
komponentenweise an, so sehen wir, dass D2d(¢) = —Du/(€) fiir beliebige Tangen-
tialvektoren ¢ € T gilt, wobei wir fiir 7 eine beliebige C'-Fortsetzung von v

wahlen diirfen. Setze
(—Dw(#),1)

VIt Dwl

D(~)(0) = ((—(g)z‘j) (8)) .

—0(&,2") =

Wir erhalten

Die Behauptung folgt.
Wir bemerken, dass sich die 0-Eintrige von D(—7) bei einer anderen Fortsetzung
von v dndern kénnen. O

Lemma 3.24. Gelte Bemerkung 3.18. Sei 0 € 99Q. Sei D%d(0) in einem Koordi-
natensystem wie im Beweis von Lemma 3.23 diagonal,

—D?d(0) = diag{A\1(0),- .., An—1(0),0}.
Sei (0Q) eine Tubenumgebung des Randes. Dann gilt fir t € (—e,e)

—X1(0) ~n(0)
1—tA\(0) 7701 —t/\n(O)’O}'

D?d(te,) = diag {

Allgemein gilt somit fiir y € Q., dass D?d(y) die Eigenwerte
M) )
L—dy)(n(y) " 1—dy)in(m(y))’

besitzt, wobei m(y) die Projektion auf den ndchsten Punkt in 02 ist und A;(7(y)),
1 <i<n-—1, die Hauptkrimmungen von 092 in 7(y) sind.

Das folgende Argument haben wir von G. Bellettini gelernt.

Beweis. Aus dem Beweis von Lemma 3.19, sieche Bemerkung 3.20, folgt, dass 7 in
Q. wohldefiniert ist.
Sei zunéichst k > 3. Aus |[Vd|? = 1 erhalten wir

0= Zdildl und 0= Zdiljdl + Zdildlj~
=1 =1 =1

Setze D(t) := (dij(x — tv())), <, j<,, fiir © € 0. Dann folgt

D(t) = lzzl—dijl(x—tu(x)) i(/x_)/

=dyj(xz—tv(z)) :72?;11(:;)(1))

.3
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== (i dudyj(z — tl/(@)) = —D*(t).
=1

iJ
Die gewdhnliche Differentialgleichung f(t) = —f2(t) mit f(0) = a wird durch
f(t) = 1% gelost. Beachte, dass d(z —tv(x)) = t gilt. Setze y = z — tv(x) und
spezialisiere auf den Fall z = 0. Somit erfiillen die Eintrige der Diagonalmatrix die
Differentialgleichung mit dem gewiinschten Anfangswert fiir ¢ = 0. Aufgrund des
Eindeutigkeitssatzes fiir Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen mit Lip-
schitz stetiger rechter Seite folgt die erste Behauptung fiir k£ > 3.

Durch Approximation erhilt man die Behauptung auch fiir ¥ > 2. Einige Details
dazu sind nachfolgend aufgefiihrt.

Da die Eigenwerte von D?d sich unter einer Rotation oder Translation des Koor-
dinatensystems nicht &ndern, folgt die allgemeine Behauptung aus der Behauptung
im diagonalen Fall. O

Das folgende Lemma zeigt, dass die Menge, in der eine approximierende Funktion
U, von ¥ ein Diffeomorphismus ist, sich im Grenzwert nicht verkleinert.

Lemma 3.25. Sei Q2 C R™ offen. Sei ¢: Q2 — R"™ ein Diffeomorphismus auf im ¢.
Sei K € Q. Dann gibt es ein € > 0, so dass jede C'-Abbildung ¥: Q — R™ mit
llo = Yllcro) < € einen Diffeomorphismus v: K — (K) liefert.

Beweis. Sei K ohne Einschrinkung kompakt. Fiir € > 0 klein genug folgt det di # 0
in K. Somit ist 1 ein lokaler Diffeomorphismus. Wir miissen also noch nachweisen,
dass ¢ auch injektiv ist. Aufgrund der Kompaktheit von K gibt es ein § > 0 (Le-
besguezahl), so dass fiir jedes x € K die Abbildung v|g, ;) ein Diffeomorphismus
auf ihr Bild ist. Seien also zg # yo € K mit ¢(x¢) = 1(x¢). Dann gilt |z¢ —yo| > 0.
Die Menge

(e xe{(z,y) € K x K: |z —y[ > 4}

ist als stetiges Bild einer kompakten Menge selbst wieder kompakt. Dabei haben wir
(¢ x )(z,y) = (p(x),p(z)) verwendet. Da ¢ injektiv ist, hat diese Menge einen
positiven Abstand ¢ > 0 zur Diagonalen {(z,x): € R™}. Somit folgt |p(zg) —
©(yo)| = ¢ > 0. Wir erhalten

0 =1[¢(z0) — ¥(yo)|
= (W(z0) — ¢(x0)) + (@(x0) = ©(y0)) + (2(yo) — ¥ (yo))l
> |e(@o) — ¢(yo)| — [¥(z0) — @(z0)| — e (y0) — ¥ (yo)l
>( — 2e.
Ist € > 0 klein genug gewéhlt, so erhalten wir einen Widerspruch. O
Bemerkung 3.26. Approximieren wir den Rand in C2, so erhalten wir fiir die

zugehorigen Diffeomorphismen ¥, — ¥ in C!. Sei z aus 09 beliebig und y =
x — tv(z) fiir ein kleines ¢. Dann ist z = ;¥ ~1(y) und wir erhalten

Vd(y) = Vd(z — tv(z)) = v(z) =v (m ¥ ' (y)) .
Die Rechnung
|‘P5 © ws(w) —po ¢($)|
< lpe 0 the(@) — o Ye ()] + |p 0 Ye(x) — p o ()]
<llee = @lico + o 0 Ye(x) — p o Y(z)]

zeigt, dass . — ¢ und ¥. — 9 in C° auch ¢, o). — o) impliziert. Auf
Kompakta ist das Stetigkeitsmodul von ¢ (die Wahl von § in Abhéngigkeit von ¢ in
der iiblichen Stetigkeitsdefinition) gleichmiflig beschrinkt. Daher konvergiert der
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zweite Term auch lokal gleichméfig in x gegen Null. Analog zeigt man, dass auch
C'-Konvergenz unter Verkettungen erhalten ist, wobei man noch die Stetigkeit der
Multiplikation benétigt.
Wegen U, — U in C* folgt myo W ! = d. — d in C'. Wir gehen nun analog zum
Beweis von Lemma 3.19 vor. Aus
Vd. =v.omo¥. ! wvomo¥ ' =Vd in C!
erhalten wir lokal auch d. — d in C?.

Korollar 3.27. Gelte Bemerkung 3.18. Dann gilt fir y in einer Tubenumgebung
(00): N Q
—Ad(y) = H(m(y)),

wobei w: (0): — 0N die Projektion auf den nichsten Randpunkt ist.
Beweis. Die Aussage gilt fiir y € 9Q mit Gleichheit und folgt allgemein aus

d Ai(m(y))
— | 2} > (. O
dt <1 —thi(r(y) ) —

Wir werden die Distanzfunktion insbesondere in 2 betrachten.

3.4. Barrieren. Wir benutzen nun Barrieren um F auf nichtkonvexen Gebieten €2
minimieren zu konnen.

Definition 3.28. Sei 2 C R™ und d die Distanzfunktion zu 9€2. Sei ¢t > 0. Definiere
Y i={z € Q:d(z) < t},

und
Ty i={zeQ:d(x) ="t}

Definition 3.29 (Barrieren). Sei  C R™ offen und beschrénkt. Sei U: 00 — R
Lipschitz stetig und ohne Einschrinkung auf Q fortgesetzt. Sei t > 0.

(a) Eine Lipschitz stetige Funktion v*: 3; — R heifit obere Barriere (fiir ein Funk-
tional F), falls
(i) v = U auf 99 gilt,
(i) v* in ¥; ein Super-Minimum ist und
(iii) vt > supU auf Iy gilt.
Q

(b) Eine Lipschitz stetige Funktion v~: ¥; — R heifit untere Barriere (fiir ein
Funktional F), falls
(i) v~ =U auf 09 gilt,
(ii) v~ in ¥; ein Sub-Minimum ist und
(iii) v~ < ing auf I'; gilt.

Bemerkung 3.30. Hiufig geniigt es, obere Barrieren zu finden. Ist ndmlich v™
eine obere Barriere fiir —U, so ist —v* hiufig eine untere Barriere fiir U.

In Theorem 3.17 konnten wir die Existenz eines Minimierers zeigen, falls BSB
erfiillt ist. Ein entsprechendes Resultat bekommen wir, falls Barrieren existieren.

Theorem 3.31. Sei Q C R™ offen und beschrinkt und sei F': R — R strikt
konvex. Definiere F(u,) := [ F(Du). Sei U: 9Q — R Lipschitz stetig. Nehme an,
Q

dass es eine obere Barriere vt und eine untere Barriere v™ in X, gibt. Dann besitzt
F ein Minimum in Lip(Q,U).

Die strikte Konvexitédt von F' ist hier wie in Lemma 3.9 als strikte Ungleichung
in der definierenden Gleichung fiir Konvexitit zu verstehen.
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Beweis. Definiere Funktionen wt, w™: Q@ — R durch

min {v+(;1c),sup U} fir z € 34,
09

wh(z) == _
sup U fiir x € 2\ X4
o0
sowie
max {v_ (x),inf U} fir x € X,
w(z) = oQ

infU fir z € Q\ 3.
a0

Die Funktionen w¥ sind in © Lipschitzstetig. Sei Q eine obere Schranke fiir beide
Lipschitzkonstanten.
Sei k > Q. Dann ist Lip, (92, U) # 0. Somit besitzt F nach Proposition 3.5 einen
Minimierer « in Lip, (2, U). Nach Lemma 3.10 gilt fiir z € 2
infU < < U.
infU < u(z) < s(;g)
Damit ist v~ < u < v auf 9%;. Nach Lemma 3.9 folgt
w” <u<wt in Q.

Auf dem Rand gilt w~ = u = w'. Daher ist [u]co. < Q. Die Behauptung folgt
nun mit Proposition 3.7. U

Bemerkung 3.32.

(i) Aus dem Beweis folgt, dass w* ein Super-Minimum und w™ ein Sub-Minimum
ist. Somit ist es eine hinreichende und notwendige Bedingung fiir die Existenz
eines Minimierers in Lip(£2,U) eines Funktionals F zu einer strikt konvexen
Funktion F', dass es ein Super-Minimum und ein Sub-Minimum gibt, die je-
weils die Randwerte annehmen.

Die noch nicht gezeigte Richtung folgt, da ein Minimierer auch ein Super-
bzw. Sub-Minimierer ist.

(ii) Theorem 3.31 verallgemeinert Theorem 3.17, da

YH(z):= inf wi(z) und ¢~ (x):= sup wy, (z)
o EON o EON

Super- bzw. Sub-Minima sind. Beachte dazu, dass I'; = () fiir grofie ¢ > 0 gilt.

Lemma 3.33. Sei Q C R™ offen und beschrinkt und sei F € C%(R"™) konvez.

Definiere F(u,Q) := [ F(Du). Sei & C Q offen. Sei v € C?(X). Dann sind die
Q

folgenden Aussagen dquivalent:

(i) v ist ein Super-Minimum in X.
(ii) Es gilt

) 0%v )
L(v) = F’”pﬂ'(Dv)axiaazj <0 inX.
(Ein v mit L(v) < 0 heifit auch eine Super-Lisung der Differentialgleichung

L(w)=0.)
Beweis. ,=—>“: Sei v ein Super-Minimum. Sei 0 < n € C2°(X). Dann besitzt
g9: [0,00) = R,
g(t) :==F(v+1tn,%)
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ein Minimum fiir ¢ = 0. Somit gilt ¢’(0) > 0. Wir differenzieren unter dem Integral
und erhalten nach partieller Integration
0<g'(0)=/F (Dv) -:—/F (DU)L%
> Pj Uz pipj Gy n.
b b
Da dies fiir beliebige nichtnegative Testfunktionen gilt, folgt die Behauptung.

»<=": Analog zum Beweis der ersten Implikation folgt ¢’(0) > 0. Da ¢ — g(t)
konvex ist, folgt damit g(1) > g(0). Somit erfiillt v die Ungleichung fiir ein Super-
Minimum, wenn die hinzuaddierte Funktion n in C¢° ist.

Ist O% Lipschitz stetig, so kénnen wir u, — u in Wh2 mit 0 < u, — v € C2(%)
approximieren. Daraus folgt F(ue) > F(v). Da Du. — Du ohne Einschrinkung
fast iiberall punktweise gilt, folgt ebenso fast iiberall punktweise F'(Du.) — F(Du).
Da die Ableitungen beschriinkt sind, konvergiert F(v) < F(u.) — F(u).

Ist schliefSlich ¥ nicht regulér, so stellen wir zunéchst u = v in einer Umgebung

von 9% vermoge max{u — ¢,v} — u her. Fiir € \ 0 erhalten wir W1 2-Konvergenz
O

Bemerkung 3.34. Somit geniigt es, v mit £(v) < 0 und den Randbedingungen
fiir eine obere Barriere auf 0% fiir ein ¢ > 0 zu finden.

Notation 3.35. Sctze A" (p) := F,,;, (p). Da F konvex ist, ist A% positiv semi-
definit. Wir wollen nun annehmen, dass F' in dem Sinne strikt konvex ist, dass
Funktionen A\, A: R™ — R mit A(p) > 0 fiir alle p € R™ und

Ap)I€)* < A% (p)&i&; < Alp)I€]?

fiir alle £ € R™ existieren.
Wir definieren die Bernsteinfunktion

E(p) == AY(p)pip;
und erhalten insbesondere A(p)|p|? < E(p) < A(p)|p|? fiir alle p € R™.

Wir wollen nun mit Hilfe der Distanzfunktion Barrieren konstruieren.
Sei U € CCQ (R™). Wir suchen Barrieren mit einem Ansatz der Form

v(z) = U(x) + ¢(d(z))
fiir eine C?-Funktion ¢ mit 1(0) = 0, ¢/(¢) > 0 und %" (t) < 0 fiir alle 0 < ¢ fiir die
1 definiert ist. Es gilt
v; =U; +9'd;,
vig = Uy +¢'dy; + 4" didy,

"

L(v) = A (Dv)vy; = AU + ' AYd; + ——— AY (¢')?dd;

(¢1)?
"
:AUUij + ¢IAZ]d7;j + 7(#),)2141](7}1' — Ui)(’l)j — Uj)
. . —¢” . .. ..
_ AZJUij + ’(/J/AZ]dij + W( — A”Uﬂ}j —|—2AZ]’Uin — AY UZUJ)
=£

Hier haben wir den Faktor —1 wegen 1" < 0 nach vorne gezogen. Da U € (C?
ist, erhalten wir nach Definition der Elliptizititskonstanten A die Abschitzungen
AU < eA(Dv) und AYU;U; < c¢A(Dv). Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
liefert

|2Aij’Uin| S 2\/Aijvivj \/A”UlUJ S %Aijvivj + 2AijUin,
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und somit wegen " < 0

7w// B N B 77/}// 1 .. B
(w/)QQA”’Uin S WQ |A2]’Uin| S W <2A”’Ui’0j + QAZ]UZ‘UJ') .
Wir erhalten also
g — 1. y
[,(U) <cA+ ¢/A”dij + — —*A”Uﬂ]j + AY U;U;
(¥)* \ 2
) i _w/l 1
g [ _=
<cA+yY'AYd;; + e (—28+0A> .
Fiir die weiteren Uberlegungen unterscheiden wir zwei Fille:
(i) ©Q ist konvex. Wir bendtigen in diesem Fall eine Zusatzannahme an A und €
und damit an F'.
(ii) Sonst werden wir eine restriktivere Zusatzannahme machen.

(i) Sei Q konvex: Dann ist (d;;) in einer Tubenumgebung des Randes negativ
semidefinit. Also gilt A% di; < 0. Somit ist

oW 1
L) <cA+ (?Z:’b)2 (—25 + cA) .

Wir nehmen an, dass

_ Ap)
o i, 565 =0

gilt. Es gilt |Dv| > ¢’ — sup |DU], da wir ¢’ > 0 angenommen haben. Nach
Q

Annahme (3.2) erhalten wir cA < %E falls ¢’ > L fiir ein geniigend grofies
L > 1 ist, wobei wir A und &£ an der Stelle Dv auswerten. Dies wenden wir
nun doppelt in unserer Abschétzung fiir £(v) an und erhalten
1 w//
< = —— + 1.
e < 3¢ { g+ 1)
Seien o, ty > 0 noch zu fixierende Konstanten. In 3, machen wir den Ansatz
¥(d) =log(1 + od)

fiir die obere Barriere. Dabei wollen wir annehmen, dass tg so klein ist, dass
3, in einer Tubenumgebung enthalten ist, in der d differenzierbar ist. Wir

erhalten
, o o !
v 1+o0d =~ 140ty — '
R SE——
(14 od)? '

Gilt ¢’ > L, so folgt L(v) < 0. Damit ist v = U4 (d) in X, eine Superldsung.
Fiir den Nachweis, dass es sich auch um eine obere Barriere handelt, betrach-
ten wir die Randwerte auf dem ,,inneren Rand“ von X;,. Dort gilt

!
Y(to) =log(1 4 oty) > supU — igf U.
Q

Beide geforderten Ungleichungen konnen wir erfiillen, indem wir ty = ﬁ
fixieren und dann ¢ — oo betrachten. Dann gilt ndmlich
log(1 + otg) = log (1 + /o) — oo,
o o
1oty 1tvo
Damit haben wir das folgende Resultat gezeigt:

fiir o — oo.
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Theorem 3.36. Sei Q C R™ offen, beschrinkt, von der Klasse C? und kon-
vex. Sei F' € C2  (R™) konvex, so dass (3.2) erfiillt ist. Definiere F(u,2) :=

loc

J F(Du). Sei U € C*(R™). Dann besitzt F(-,Q) ein Minimum in Lip(Q,U).
Q

Nichtkonvexes : Wir starten hier ebenfalls bei der Abschétzung
. _w/l 1
! At
E(”U) <cA+yY Ajdij + W <2E+CA> .

Benutzen wir v; = U; +’d; und dass die Ableitungen von U beschrinkt sind,
so kénnen wir damit ¢’ nach oben mit Hilfe von |Dv| abschéitzen. Weiterhin
benutzen wir die Beschranktheit der zweiten Ableitungen von d und erhalten
zunéchst

W' AYd;; < c(1+ |Dv|)A
und daraus
711)// 1
Da wir nun nicht mehr nur konvexe Gebiete 2 zulassen, machen wir eine
stiarkere Annahme als (3.2), ndmlich

Jimn sup Ip|A(p)

< +00

Wir wihlen nun eine Testfunktion ¢ mit sehr groffem ¢’. Dann folgt |Dv| > 1
und somit ist |p| > 1 in der Wachstumsbedingung. Wir erhalten mit (3.3)

cA < ié‘ sowie (14 |Dv|])A < ic&'.

L) < ig{wﬁﬂ}.

Damit folgt

(47)?

Wir wihlen nun
1
P(d) == - log(1 + od)

und erhalten

1 o
/ e —
V= cl+od’
1 o2 1 o?
n_ - < =7 /2.
v = ¢ (14 0d)? ‘e (14 od)? <w’)
Aus % = —c erhalten wir L(v) <0.
Wiederum miissen wir durch die Wahl von o und ¢ sicherstellen, dass )’
grof} genug ist und dass die Randwerte auf dem inneren Rand von ¥, grof
genug sind. Wir wéhlen dazu wieder ¢tg = % und erhalten fiir ¢ — oo

1//>1 o 1 o o
- = — —
“cl4oty cl+4/o ’

1 1
P(to) = = log(1 + otg) = —log (1 + \/5) — oo fiir o — oo.
c c

Damit haben wir folgendes Resultat fiir nicht notwendigerweise konvexe
Gebiete ) gezeigt:
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Theorem 3.37. Sei ) C R™ offen, beschrinkt und von der Klasse C?. Sei
F € C}, (R™) konvez, so dass (3.3) erfiillt ist. Definiere F(u,Q) := [ F(Du).
Q

loc
Sei U € C*(R™). Dann besitzt F(-,Q) ein Minimum in Lip(Q,U).

Beispiele 3.38.
(i) Sei F in dem Sinne gleichméBig elliptisch, dass es ein v > 0 mit A(p) > v-A(p)
fiir alle p € R™ gibt. Dann folgt
plAD) _ [pEA®) _ [pAE) 1
E(p) ~ A¥(p)pip; — IpIPA(p)  vipl
Dies sichert, dass die Wachstumsbedingung (3.3) erfiillt ist.
(ii) Sei r > 1 und F(p) = |p|". Dann erhalten wir

— 0 fiir [p| — oo.

P
Fy, :T\PV lma
Pt P I A
Fpp =7(r—Dp|" 2= 4 rp|" "' — (69 — .
pry =T = Dy el P

Ist 7 > 1, so erhalten wir die gleichméafige Elliptizitdt im oben angegebenen
Sinne. Fiir » =1 wére A = 0 und fiir » < 1 wére sogar A < 0.
(iii) Sei wiederum r > 1. Definiere

F(p) = (1+p)".

Dann folgt

Fp =5 (L+p2) 7 2p = v (14 p2) * - p,

Fpp, =7 (5 —=1) (1+[p?) 22 207 + 7 (14 [p|?) 2 6%

r_9 . . r_q1 ..
=r(r—2)(L+1pl*)* "p'p +r(1+pf*)* Y.

Die Eigenwerte von Fj, . beziiglich 0% sind bis auf einen iiberall auftretenden

Faktor r (1 + \p|2)§_2 durch (r — 2)[p|*> + (1 + [p|*) und (n — 1)-mal 1 + [p|?
gegeben.

Fiir r > 1 erhalten wir im obigen Sinne gleichméfige Elliptizitét. Fir r =1

gilt bis auf diese Konstanten A = 1 + |p|? und £ = |p|?. Somit ist weder (3.3)

noch (3.2) erfiillt. Fiir r < 1 ist ein Eigenwert fiir grofie Werte von |p| negativ.

3.5. Das Oberflichenfunktional und Minimalflichen. In diesem Kapitel be-
trachten wir ausschliefllich das Oberflichenfunktional

Aw )= [ F(Du) = [ VIO
Q Q

mit F(p) = /14 |p|?. Wie wir bereits in den Beispielen 3.38 gesehen haben, ist
keine der Wachstumsbedingungen (3.3) oder (3.2) erfiillt.

Wir machen wieder den speziellen Ansatz v(z) = U(x) 4+ ¢ (d(x)) mit ¢(0) = 0,
' (t) > 0 und ¢”(t) < 0 fiir alle ¢ > 0. Es folgt

v; =U; +4'd;,
vij =Usj +¢'dy; + " didy,
L(v) = A%v;; = AY(Dv)vy;
=AY (U +¢'diy) + " A d;d;.
Wir nehmen nun an, dass es ein ¢ > 0 mit

(3.4) A¥d;; < e (14 |Dv])- A
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gibt. Es gilt A¥d;d; > A|Dd|? = X. Somit erhalten wir
Lw)<c-A+X-{c-¢'-(1+|Dv])+v"}.
Wir benutzen |Dv| < ¢ + ¢’ und erhalten daraus

A

Aus den Rechnungen in den Beispielen 3.38 erhalten wir im Fall » = 1 bis auf
irrelevante Vorfaktoren A = 1 und A = 1 + [p|?. Daher ist
A

X =1+[Dvf> <1+ (c+¢')? <c+? <e?,

wobei wir ¢’ > 1 angenommen haben. Es folgt
L) <X-{v"+cp?}.
Wie bereits im letzten Abschnitt kénnen wir mit 1(d) = < log(1+0d), to = % und

c(v)<A-{w"+c~¢'~<1+w’>+cA}.

o — oo die Differentialungleichung £(v) < 0 und die gewiinschte Randbedingung
auf dem inneren Rand von ¥;, bekommen.

Wir wollen nun noch die Bedingung (3.4) geometrisch interpretieren. Es gilt
aufgrund der Rechnung in den Beispielen 3.38

Alidy; =F,, dij = (1+ Do) "2 (1 + [Dv|?) 69 — viv?) dy;
=A(Dv) - {(1 4 |Dv|?) Ad — v'v7d;; }
=A-{(1+ |Dv]*) Ad — (U* +¢'d") (U’ +¢'d’) d;; }
=A-{(1+|Dv]*) Ad = U'U?d;;}, dadyd =0,
<A-{(1+[Dv]*) Ad +c}
<e(1+|Du]) - A

Diese Ungleichung gilt sicherlich, wenn Ad < 0 in der Néhe des Randes gilt. Nach
Korollar 3.27 ist dies erfiillt, falls die mittlere Kriimmung H des Randes iiberall (auf

00Q) H > 0 erfiillt. Dies ist fiir n > 3 eine schwiichere Bedingung als die Konvexitéit
des Randes.
Damit folgt

Theorem 3.39. Sei Q C R" offen, beschrinkt, von der Klasse C? und gelte
H(9Q) > 0. Sei U € C? (R™). Dann besitzt das Funktional

A(u, Q) == / v 1+ |Dul?
Q
ein eindeutig bestimmtes Minimum in Lip(Q,U).
Die Eindeutigkeit folgt aus der strikten Konvexitéit von p — /1 + |p|2.

4. UNTERHALBSTETIGKEIT IN SOBOLEVRAUMEN

Wir folgen [5].
4.1. Unterhalbstetigkeit. Wir mochten zeigen, dass Funktionale der Form

F(u) =F(u,Q) = /F(x,u,Du)dx
Q

in WP unterhalbstetig sind.
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Definition 4.1. Sei X ein topologischer Raum. Eine Funktion F: X — R U {o0}
heiflt unterhalbstetig, falls fiir alle ¢ € R die Menge

Fi={zeX: F(z) >t}
offen ist.

Bemerkung 4.2.
(i) Die Forderung in der Definition der Unterhalbstetigkeit ist dquivalent zur
Abgeschlossenheit der Mengen G, = {z € X: F(z) < t}.
(if) Wir erlauben Werte in R U {oo}, wollen aber den trivialen Fall F = oo stets
ausschliefen.
(iii) F ist genau dann unterhalbstetig, wenn der Epigraph
S(F)={(z,t) € X xR: F(z) <t}
abgeschlossen ist: Das Komplement von L (F) in X x R ist ndmlich
U ft X (_007 t)v
teR
das nach Definition der Unterhalbstetigkeit offen ist.
(iv) Ist umgekehrt X(F) abgeschlossen, so ist wegen G; X {t} = Z(F) N (X x {t})
auch G; abgeschlossen.

Definition 4.3. Sei X ein topologischer Raum. Eine Funktion F: X — R U {o0}
heift (folgen-)unterhalbstetig, wenn fiir jede Folge (vg)r € X mit vy > v € X

F(v) < likm inf F(vg)
gilt.

Bemerkung 4.4. Unterhalbstetigkeit impliziert Folgenunterhalbstetigkeit. Erfiillt
X das erste Abziihlbarkeitsaxiom (jeder Punkt besitzt eine hiochstens abziéhlbare
Umgebungsbasis), so sind Unterhalbstetigkeit und Folgenunterhalbstetigkeit dqui-
valent. Dies gilt insbesondere in metrischen Rdumen.

Lemma 4.5. Seien F,, a € I, unterhalbstetige Funktionen. Dann ist
F(z) := sup Fqo(x)
ael

ebenfalls unterhalbstetig.
Beweis. Dies folgt aus
Fe={zeX: Fx)>t} = |J(Fa) = |J{z € X: Fala) > t}.
acl acl
Fiir Folgenunterhalbstetigkeit folgt dies auch aus

F(x) = sup Fo(z) < supliminf F, ()
acl ael k—oo

< liminf sup Fo (z) = likminff(a:k).

k—oo qer

O

Definition 4.6. Sei X ein topologischer Raum, V' C X. Dann heifit eine Folge
(zx)r C V Minimalfolge in V, falls
lim F(zy) =inf F
k—o0 \4
gilt.
Theorem 4.7. Sei X ein topologischer Raum, V. C X. Sei F: V — R U {0}

unterhalbstetig. Sei (z)r C V eine Minimalfolge mit x, — xo € V. Dann ist
.7:(.%'0) = lI‘}f F.
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Bewets. Es gilt
iI‘}f]: < Flxg) < likminff(:vk) = i‘r}f}".

Daraus folgt die Behauptung. O

4.2. Carathéodory Funktionen. Carathéodory Funktionen sichern, dass die Ver-
kettung einer Funktion mit einer messbaren Funktion wieder messbar ist.

Definition 4.8. Eine Funktion F': QxR® — RU{occ} heiit Carathéodory Funktion,
falls

(i) F(-,y) fiir jedes y € R® messbar und

(ii) F(x,-) fiir fast jedes x € Q stetig ist.

Lemma 4.9. Sei F': OxR® — RU{oco} eine Carathéodory Funktion. Seiy: Q@ — R*®
messbar. Dann ist g: Q@ — R U {oo} mit

9(x) == F(z,y(x))
ebenfalls messbar.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass y eine Treppenfunktion ist, d. h. es gilt

N
y(z) = Z Aixi(z)

mit \; € R® und x; = xg, sind charakteristische Funktionen messbarer Mengen FE;.
Wir diirfen ohne Einschrankung annehmen, dass die Mengen FE; disjunkt sind und
N
dass |J E; = Q gilt. Sei ¢t € R. Dann folgt
i=1

3

N
{reQ:g(z) >t} = U{x € E;: F(z,\;) > t}.
i=1

Da F eine Carathéodory Funktion ist, sind alle Mengen auf der rechten Seite dieser
Gleichung messbar. Somit sind Urbilder offener Mengen messbar und damit ist g
messbar.

Sei nun y eine beliebige messbare Funktion. Dann gibt es Treppenfunktionen
yp: Q@ — R*U {oo} mit yx(z) — y(z) fir & — oo und jedes z € Q. Da F eine
Carathéodory Funktion ist, folgt

F(z,y(z)) = klinolo F(z,yr(z)) fir fast alle x € Q.

Als punktweiser Grenzwert messbarer Funktionen ist x — F(z,y(x)) selbst wieder
messbar. 0

Theorem 4.10. Sei F': Q x R® — Rxo U {oo} eine Carathéodory Funktion. Seien
Yk, y € LY (Q,R®) und gelte yr, — y in L'. Dann folgt

/F(Ly(x)) dz < likm inf [ F(z,yx(x))dz.
Q Q

Beweis. Nach Auswahl einer Teilfolge diirfen wir ohne Einschrénkung annehmen,
dass der Limes inferior auf der rechten Seite ein Limes ist. Nach Ubergang zu
einer weiteren Teilfolge diirfen wir zusétzlich ohne Einschrinkung annehmen, dass
yr(z) — y(z) fir k& — oo und fast alle x € Q gilt. Da F eine Carathéodory
Funktion ist, folgt auch F(z,yr(z)) — F(x,y(x)) fiir K — oo und fast alle x € Q.
Somit erhalten wir die Behauptung aus dem Lemma von Fatou. O
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Theorem 4.11. Sei F: Q x R® — R>qU {00} eine Carathéodory Funktion. Ange-
nommen, F(x,-) ist fir fast alle x € Q konvex. Dann ist

Fly.Q) = / F(z,y(x)) de
Q

in der schwachen Topologie auf L' (€, R®) unterhalbstetig.

Beweis. In Theorem 4.10 haben wir gesehen, dass F in L' (mit der starken To-
pologie) unterhalbstetig ist. Somit ist der Epigraph X(F) = {(y,t) € L*(Q,R®) x
R: F(z,y) < t} nach Bemerkung 4.2 abgeschlossen. Da F'(z, ) fiir fast alle z € Q
konvex ist, ist F(-,Q): LY(Q,R*) — R U {oo} konvex. Daher ist X(F) konvex.
Somit ist X(F) der Durchschnitt von abgeschlossenen Halbrdumen. Diese sind
auch schwach abgeschlossen. Somit ist 3(F) schwach abgeschlossen. Daher ist F
beziiglich der schwachen Topologie auf L' unterhalbstetig. O

Dies liefert die gewiinschte Unterhalbstetigkeit, wenn F(z,z,p) in (z,p) kon-
vex ist. Ohne die Konvexitét in p konnen wir kein solches Resultat erwarten, die
Konvexitit in (z, p) ist jedoch zu einschrinkend. Da schwache Konvergenz in Wt
aber Konvergenz in L' impliziert, kann man dieses Resultat mit deutlich gréBerem
Aufwand auch fiir solche Funktionen F zeigen, die nur beziiglich p konvex sind.

4.3. Halbstetigkeit.

Bemerkung 4.12.
(i) Sei F': 2 x M x R” — R gegeben, wobei M C R abgeschlossen ist. Definiere

LYQ,M) =={ue L' (LRY) : u(z) € M fiir fast alle z € Q} .
Sei (ug)e C LY, M) und gelte u, — w in L}, (Q,RY) fir & — oo mit

loc
uw € L' (Q,RY). Dann gilt fiir eine umbenannte Teilfolge uy(z) — u(z) fiir
fast alle z € Q. Somit ist u € L1(Q2, M).
(ii) Wir weisen auf die notationstechnische Uberlappung zwischen p € L! und

p+— F(x,z,p) fir p hin und hoffen, dass dies keine Verwirrung stiftet.

Theorem 4.13. Sei F': Q x M x R — R stetig. Sei F' > 0. Sei p+— F(z,2,p) in
C}.. Seip— F(z,z,p) konvex. Seien ug,u € L*(Q, M), pr,p € L*(Q,R"). Gelte
up — w in L}, (,RY) sowie py, — p in L}, (Q,R"). Dann folgt
F(u,p) = /F(x,u,p) dr < likminf}"(uk,pk).
— 00
Q

Beweis. Sei D € ). Wir diirfen annehmen, dass u; — u punktweise fast {iberall
konvergiert. Nach Egoroff gibt es zu € > 0 eine messbare Teilmenge F von D mit
|D\ E| < ¢, auf der up = u gilt. Nach Lusin gibt es stetige Funktionen, die mit
u bzw. p auflerhalb einer Menge von kleinem Maf iibereinstimmen. Den Schnitt
dieser Mengen koénnen wir von innen durch kompakte Mengen approximieren.
Also finden wir zu ¢ > 0 eine kompakte Menge K C D mit |D \ K| < ¢, so dass
(i) up S uin K,
(ii) w und p sind in K stetig und
(iii) [ F(z,u,p)dz > [ F(z,u,p)dz — e bzw.
K D
)

(iv) [ F(z,u,p)de > L, falls [ F(x,u,p)dz = oo gilt. (Dies ist moglich: Schneide
D K
dazu auf Hohe H ab, so dass f max F, H > % gilt. Benutze dann die iibliche
Q

Absolutstetigkeit und lasse am Ende wieder H — 0.)
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Es folgt

/F(Ivumpk)dx = [ F(x,ug,p) + (F(x,ur, pr) — F(x,up, p)) dx
K

F(x7uk7p) dx—|—/<Fp(x,uk,p),pk _p> diU

W
S N

K

= F($7Uk7p) dx+/<Fp(xau7p)7pk 7p> dx
K

+ / (Fp(, u, p) — Fyle, u,p), pk — p) de.

K

Lasse nun k — oo. Da F stetig ist, p in K stetig ist und ux = u gilt, erhalten wir
fiir das erste Integral auf der rechten Seite

/F(l‘,wc,p) de/F(x,u,p) dz.
K K

Fiir das zweite Integral benutzen wir die Stetigkeit von F,(x, u,p) und die schwache
Konvergenz py — p in L} .. Dieses Integral konvergiert gegen Null. Das dritte

Integral schétzen wir durch

Pk — pll L1 rr) sup [ Fp (s uks p) = (s u, )|
nach oben ab. Aufgrund der gleichméfligen Konvergenz uy = u und der Stetigkeit
von F), konvergiert dies ebenfalls gegen Null. Insgesamt erhalten wir also

liminf/F(x,uk,pk)d:c > /F(x,u,p)dm > /F(m,u,z) dr — €.

k—o0

K K D

Den Fall f F(z,u,p) dr = oo behandelt man analog.
K
Da F' > 0 ist und € > 0 beliebig war folgt

hkrnlnf/F(I,Uk,pk)dI 2 /F(z,u,p)dz

Q D

Wir gehen nun auf der rechten Seite zum Supremum iiber alle D €  iiber und
erhalten die Behauptung. O

Wir méchten nun die Stetigkeitsannahmen an F' und F), wieder loswerden. Dazu
schreiben wir

/F(x,uk7pk) dx = /F(w,u,pk) dz + /(F(x,uk7pk) — F(x,u,py)) dz.
Q Q Q

Die Messbarkeit des ersten Integranden folgt, wenn wir F' als Carathéodory Funk-
tion beziiglich = und (z,p) voraussetzen. Nach Theorem 4.11 ist das erste Integral
unterhalbstetig. Wir wollen daher noch nachweisen, dass der Limes inferior des
zweiten Integranden nichtnegativ ist.

Lemma 4.14. Sei ¥ C R" offen, |X| < co. Gelte pp, — p in LU(X) fir g > 1.
Definiere fiir L > 0
pL — p fﬁ?” |p| S L7
0 sonst.

Dann gibt 2u jedem L € N eine (nicht umbenannte) Teilfolge und ein v* € L*(X)
mit pt — vl in L2(X). Es gilt v&' — p in L' fiir L — oo.
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Eine vektorwertige Variante diese Lemmas gilt auch.

Beweis fiir ¢ > 1. Wegen |pE| < L und |¥| < oo ist pF in L?(X) beschréinkt. Somit
gibt es eine (nicht umbenannte) Teilfolge mit pi — v* in L*(X) fiir ein v© € L*(X).
(Wir behaupten nicht, dass vl = pk gilt.)

Sei nun ¢ € L>°(X). Definiere Xy, 1, := {z € X: |px(z)| > L}. Dann folgt

(4.1) / (pk —pé) pdr = / prpdr < sup || - / |px| dx.
by 3k,L Sk,L

Nun ist nach Voraussetzung p, € L? mit g > 1. Daher erhalten wir mit der Holder-
schen Ungleichung

1
[ orldz <120l el
Sk, L
Da in ¥ 1 die Ungleichung |px| > L gilt, erhalten wir fiir das Mafl dieser Menge

aus
LY %] = / L1 < /|pk|q
Ek,L P

Hpklquq(z) <
La -

und damit

|Ek,L| < L7,

Wir erhalten also zusammengenommen

/ |pi| dx < ¢ L70-3) S0 fir L — 00,
Sk,L

gleichmifig in k. Wir gehen nun in (4.1) zum Grenzwert k — oo fir festes L € N
iiber. Da pr — p und ¢ € L>® C L7 ist, konvergiert der erste Summand. Analog
konvergiert der zweite Summand. Wir erhalten

/ (p — UL) pdr < c-suply| cma(=9),
b

Wihle nun

) =
#(@) —1 sonst.

{1 fir (p—ot) (z) >0,

Damit folgt

)
b

Dies liefert die Behauptung. O

Den Beweis im Fall ¢ = 1 erhalten wir als einfache Variation des Beweises fiir
¢ > 1 unter Benutzung des folgenden Lemmas fiir die Abschiitzung von [ |py|dz.
kL

Lemma 4.15. Sei ¥ C R™ offen und beschrinkt. Gelte fi, — f in L*(X). Dann
gelten:

(i) |fellLr ist gleichmdfSig in k beschrinkt.
(ii) Die Funktionen A — [ |fi| sind gleichmdpig in k absolutstetig, d. h. fiir belie-

A
biges € > 0 gibt es ein § > 0, so dass fir alle messbaren Mengen B C % mit
|B| < 8 auch [ |fi| < e fiir alle k folgt.
B

Beweis.
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(i) Aus der Funktionalanalysis bekannt.
(ii) Dies folgt aus dem nachfolgend angegebenen Satz von Vitali-Hahn-Sachs,
Theorem 4.17. g

Bemerkung 4.16. Sei 2 C R™ messbar. Dann ist die Menge aller messbaren
Teilmengen von 2 mit

d(E,F) = arctan/ Ixe — xF|
Q

ein vollstédndiger metrischer Raum.
Ubung; benutze die Vollstéindigkeit von L' und dass L'-konvergente Folgen fast
iiberall punktweise konvergente Teilfolgen besitzen.

Das nachfolgende Theorem zeigen wir nur fiir Teilmengen des R™ und das Le-
besguema$, siehe [3, Theorem II1.7.2, S. 158] fiir die allgemeine Formulierung.

Theorem 4.17 (Vitali-Hahn-Sachs). Sei Q C R™ messbar. Seien f;, f € L*(),
i € N. Gilt fi — f in L*(Q), dann sind die Funktionen f; gleichmdflig absolutstetig,
d. h. es gilt

lim sup sup/|f~| =0,
N0 EBI<s iENE '

wobei wir das Supremum tber alle messbaren Teilmengen E C ) genommen haben.

Beweis. Betrachte den Raum der messbaren Teilmengen 3 von 2 mit der Metrik
aus Bemerkung 4.16. Fiir € > 0 und n,m € N definieren wir

S =14 E€X: /fn—fm <e
E

Wegen f; € L' ist dies eine abgeschlossene Teilmenge von Y. Definiere weiterhin
fiir p € N die abgeschlossenen Teilmengen

Ep: ﬂ En,m-

n,m=2p

Fiir eine beliebige fixierte Menge E existiert lim [ f;. Daher folgt ¥ = |J X,,. Nach
1—00 I peEN

dem Baireschen Kategoriesatz existiert daher eine Menge Y, mit einem inneren

Punkt A C Q. Daher gibt es ein r > 0, so dass aus |[A A E| < r, E C Q messbar,

/fn—fm <e firn,m>q
E

folgt. Wihle 0 < § < r, so dass

/fn <e

B

fiir alle n € N<, und alle messbaren Mengen B C Q mit |B| < ¢ folgt. Aus |B| < 4
folgen [(AU B) A A] < 0 < r sowie |[(A\ B) A A] < § < r. Wir erhalten nun fiir
beliebiges n € N

Zn=!n+ Zh—h
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SR B N I

B AUB A\B
Damit folgt | [ fn| < 3¢ fiir beliebige n € N und durch Aufteilung von B je nach
B
Vorzeichen von f,, auch [|f,| < 6e wie behauptet. O
B

Lemma 4.18. Sei K C R™ kompakt. Sei F': K x M x R¥ — R stetig und nichtne-
gativ. Sei p — F(x,z,p) fir alle (x,z) € K x M konvex. Nehme an, dass up, — u
in L°(K, M) und pp, — p in LY(K,R") fir ein ¢ > 1 konvergieren. Dann gilt

h—o0
K K

/F(m,u,p) dx < liminf/F(m,uh,ph) dx.

Beweis. Ohne Einschrankung diirfen wir annehmen, dass der Limes inferior auf der
rechten Seite ein Limes ist. Sei R > sup ||up || ok r~). Definiere Mg := M N Bg(0).
h

Definiere weiterhin

T := sup F(z,2z,0) und A :=sup ||thLq(K7Ru).
(z,z)EKXMp h

Wir setzen K, 1 := {z € K: |pp(x)| > L}. Dann folgt aus

AT > / lpn|? > / L= |Kp |- L7
Kp, L Kh,L

die Abschétzung |Kj, 1| < (%)q. Seien pL, v¥ wie in Lemma 4.14. Dann folgt aus
Lemma 4.14 v — p in L'. Nach Theorem 4.10 oder Theorem 4.11 erhalten wir
somit

(4.2) /F(x,u,p) dx < liminf/F(z,u,vL)das.
K K

L—oo

Lemma 4.14 liefert ebenso p~ — v% in L?(K) fiir h — oo und wir erhalten wieder
mit Theorem 4.11

(4.3) /F(az,u,vL) dx < liminf/F(x,u,pﬁ) dz.

— 00

K K

Andererseits ist F' > 0. Daher erhalten wir

/F(m,u,pﬁ) dxr = /F(w,uh,p{;) dsc—i—/ [F (m,u,pﬁ) —F(x,uhpﬁ)] dx
K

K K
(4.4) S/F(x,uh,ph)dx+ / F(z,up,0)dz
K K,

—|—/ [F (x,u,pﬁ) —F(x,uh,p,f;)] dx.
K

Dabei haben wir bei der Ungleichung das erste Integral je nachdem aufgespalten,
ob ‘pﬁ ’ > L gilt oder nicht. Nach Voraussetzung gilt u;, = w fast iiberall. Auf der

kompakten Menge K x Mg x BY(0) ist F' gleichmiBig stetig. Daher konvergiert der
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Integrand im letzten Integral fiir h — oo gleichméfig gegen Null. Somit konvergiert
dieses Integral fiir h — oo gegen Null,

/ [F (x,u,pﬁ) - F (x,uh,pﬁ)] dx ho 0.
K

Weiterhin gilt

A q
/F(m,uh,O)d:c§|Kh7L|- sup F(-,-,0) < <) -T.
K KxMp L
h,L

Somit erhalten wir mit (4.3) und (4.4)

h—oo

/F(m,u,vL) dx < liminf [ F (;v,mpﬁ) dx
K K

A q
< lihminf/F(x’uh,ph) de +T - (L)
K

Nach (4.2) folgt weiter
K 1[
IZ

Dies ist die Behauptung. U

Als Verallgemeinerung des Lemmas von Lusin erhalten wir

Lemma 4.19. Sei ¥ C R"™ messbar, |Z| < 0o. Sei S CR®. Sei h: ¥ x S — R fiir
jedes y € S in x € X messbar und fir fast alle x € ¥ in y € S gleichmdfSig stetig.

Dann gibt es fiir belicbige § > 0 eine kompakte Teilmenge K C ¥ mit |2\ K| < 4,
so dass h|kxs stetig ist.

Beweis. Definiere fiir 1 € N

wi(x) :=sup {|h(z,y1) — h(z,92)|: y1, 2 €S, |1 — w2l < +}.

Da h(x,-) fiir fast alle x € ¥ gleichmiBig stetig ist, folgt w; — 0 fast iiberall in
Y. (Die Messbarkeit von w; folgt, da wir das Supremum fiir fast alle x € ¥ als
Supremum iiber eine abzdhlbare dichte Teilmenge bekommen und somit als Limes
superior schreiben kénnen.) Nach Egoroff gibt es eine messbare Menge in %, deren
Maf} nur geringfiigig kleiner als das von X ist, in der die Funktionen w; gleichméBig
konvergieren. Somit gibt es eine kompakte Menge K; C ¥ mit |2\ K| < g, auf
der w; = 0 gilt. Dies bedeutet, dass h(z,-), z € K1, eine (gleichméBig) gleichgradig
stetige Familie von Funktionen ist.

Sei nun S = {f1, fja, . . .} eine abziihlbar dichte Teilmenge von S und seien §; > 0

mit Y §; < g. Nach dem Satz von Lusin gibt es kompakte Mengen K; C %,
j=1

j € N\ {0}, mit |[E\ Kj| < §; so dass h(-, ;) in K stetig ist.
0o
Definiere K5 := () K;. Dann ist K5 C ¥ kompakt, es gilt |2\ K>| < $ und die
j=1
Funktionen h(-,9;), 7 € N\ {0}, sind in K stetig.
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Setze K := K; N Ky. Wir wollen nun nachweisen, dass h auf K x S stetig ist.
Sei dazu ((Xn, Yn))n C K x S eine Folge mit (z,,y,) — (z,y) € K x S. Dann folgt

(@, yn) = bz, y)| < [, yn) = (@0, y)| +[P(20, y) — b2, )]

—0

Da die Funktionen h(z,-) fiir beliebiges x € K C K; (gleichméfig und damit
insbesondere in y € S) gleichgradig stetig sind, konvergiert der erste Term wie
angegeben gegen Null. Betrachte nun den zweiten Term. Dazu wéhlen wir zunéchst
Yy € S , so dass

h(z,9) = h(z,y)| < §
fir alle x € K gilt. Dies ist aufgrund der gleichgradigen Stetigkeit von h(z,-) und
der Dichtheit von S in S moglich. Dann folgt

|h(-rn7y) - h(l‘,y)‘ < |h(£L‘,:lj) - h(l‘,y)‘ + |h(mnag) - h(.’L’,g)|
+ (@, §) — (@0, y)]
< % + |h(xn7g) - h(xvg” +%a

—0

wobei wir fiir den mittleren Term die Stetigkeit von h(-,§) fiir ein beliebiges § € S
benutzt haben. Somit folgt
limsup |h(zn, yn) — h(z,y)| < e.
n—oo

Wir erhalten die Behauptung. 0

Theorem 4.20 (Unterhalbstetigkeit). Sei Q C R offen, M C R¥ abgeschlossen.
Sei F': QA x M x R” — R eine Funktion mit den folgenden FEigenschaften
(i) F: Qx (M xR") — R ist eine Carathéodory Funktion, d. h. x — F(x,z,p)
ist fir alle (z,p) € M x R” messbar und (z,p) — F(x,z,p) ist fir fast alle
x € ) stetig.
(ii) p — F(x,z,p) ist fir fast alle x € Q und fiir alle z € M konver.
(iii) F > 0.
Seien up, uw € LY (Q,M) und pn,p € L*(Q,RY). Nehme an, dass up, — u in
L}, .(Q, M) und py, — p in L}, (Q,RY) gelten. Dann folgt

loc

/F(z,u,p) dx Slihminf/F(z,uh,ph) dx.

— 00

Q Q

Beweis. Definiere

Flu,p, A) = /F(:c,u,p) dz.
A
Wir diirfen ohne Einschréinkung annehmen, dass der Grenzwert

lim F(up,pn, Q) =: A € RU {oco}
h—o00

existiert. Weiterhin diirfen wir ohne Einschrankung annehmen, dass u; — u fast
iiberall in Q gilt.

Sei Q € Q. Wir unterscheiden zwei Fille: Sei f(u,p, Q) < oo. Dann gibt es
aufgrund der Absolutstetigkeit des Integrals zu jedem £ > 0 ein § > 0, so dass fiir
¥ € Q mit |X] < § auch F(u,p,X) < ¢ folgt.

Ist ]-'(u7p, Q) = 00, so gibt es ebenso zu jedem £ > 0 ein § > 0, so dass aus
> ¢ Q und || < § noch ]—'(u,p,Q \ ) > 1 folgt.

Nun gibt es eine kompakte Menge K C Q mit ‘Q \ K’ < dund ein R > 0, so
dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
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(i) up,u € CY(K, M) (Lusin; betrachte eine Folge kompakter Mengen Kj mit
|Q\ K| <0-27", 6 > 0 geeignet, und dann den Durchschnitt), sup [u| < R
K

(klar) und sup |up| < R (mit der Konvergenz im néchsten Punkt).
K

(ii) up = win K (Egoroff).

(iii) F ist auf K x M x R stetig (benutze Lemma 4.19; die gleichméBige Stetigkeit
im Argument ,,(z,p)“ erhalten wir, indem wir zuniichst |z|, |p| < L betrachten,
aus dem Lemma Mengen K C Q mit |Q \ KL| < 5.-27L erhalten, so dass
F auf K x (M N BL(0)) x (R” N BL(0)) stetig ist und dann den Schnitt
(N K1, =: K wéhlen).

L

(iv) p — F(x,z,p) ist fiir alle (z,2) € K x M konvex.
Um alle diese Aussagen gleichzeitig zu bekommen, miissen wir die kompakten Men-
gen fiir jede der drei Teilaussagen am Ende noch schneiden. Ist 6 = §(4) > 0 klein
genug, so ist auch |\ K| < ¢ erfiillt.

Nun erhalten wir aus Lemma 4.18

Flu,p,K) = /F(x,u,p)dxSlihminf/F(x,uh,ph)dx

—00

K K
= lihminff(uh,ph,K) <A\

Also erhalten wir im Falle f(u,p, Q) <0
]-'(u,p,f)) <A+e¢

fiir alle Q € (2. Daraus folgt die Behauptung.
Ist F (u, D, Q) = 00, so folgt aus der obigen Ungleichung

1 < Flu,p,K) <\

Also ist A = 0o und die Behauptung gilt trivialerweise. O

Aufgrund des Rellichschen Einbettungssatzes (wir benotigen keine Vorausset-
zung an die Randregularitit, da es um lokale Konvergenz geht) folgt aus der schwa-

. 1,1 5. .
chen Konvergenz in W, . die starke Konvergenz in Ll

ioc Und wir erhalten

Korollar 4.21. Seien F', Q und M wie in Theorem 4.20. Dann ist
Fu,®) = [ Fla,u(w), Du(e) de
Q
in der schwachen Topologie auf Wllo’cl(Q7 M) unterhalbstetig.

4.4. Dualrdume von Sobolevriumen. Als technische Vorbereitung fiir den fol-
genden Existenzsatz geben wir eine Beschreibung fiir (W™P(Q))*.

Bemerkung 4.22. Wir wollen W"P?() als abgeschlossenen Teilraum in einem

Produktraum von LP(Q)) auffassen. Definiere N := > 1 als die Anzahl der
0<|a|<m
Multiindices a mit || < m. Definiere

N
L2 () = HLP(Q)
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mit der Norm

1/p
lull 2z, () = ( |Z< ”UQH]ZF(QJ misree
L (9] - a|sm
max |[va () fiir p = o0
laj<m

fir v = (va)a € LY (Q). Definieren wir ¢: W™P(Q) — L (Q) durch u — (D%u),,
so ist ¢ linear, injektiv, stetig und normerhaltend. Daher ist das Bild von ¢ in L%, (£2)
abgeschlossen.

Lemma 4.23. Seien (E;)1<i<n Banachrdgume. Dann gilt

N * N
<H El> =[] &
i=1 i=1

Beweis. Zu T € ([[ E;)* definieren wir (¢;)1<i<n € [[ E; durch
wi(x;) =T(0,...,0,2;0,...,0).

Diese Zuordnung ist linear, injektiv und surjektiv. Die Stetigkeit folgt aus

N
IT|| = sup |Tz| = sup T(0,...,0,2;0,...,0)
llzll=1 (7)) P=1 =1
N N
= sup D pilwi)| < sup > fps(@)]
(i) P=1 =1 (Cllzsll?)P=1 =1
N

IN

sup Y il -l i)l
(el 7=1 51

N 1/p N 1/p
< sup (Z ||90i||”> : (Z |in|”> = l[Cllspall)illea
i=1

(X llzsllP)/P=1 \i=1

fiir beliebige konjugierte p, ¢ sowie

[eil)illes = sup [[@ill = sup  sup |es(x:)]
. lsisn \rwi.euiil

sup sup |[T(0,...,0,z;,0,...,0)]
1<i<n z;€E;

llagll=1
sup sup ||T]-]|(0,...,0,2;0,...,0)]

1<i<n z;€E;
llz;ll=1

IN

=71

Benutze nun, dass beliebige /P-Normen fiir endlichdimensionale Vektorraume &qui-
valent sind. U

Theorem 4.24. Sei Q C R™ offen. Sei T € (W™P(Q))* mit 1 < p < oo. Sei p’
der zu p konjugierte Exponent. Dann gibt es ein v = (V) € LR () mit

(4.5) Tu = Z Vo () DY(z) dz
[a]<m ¢

fir alle w € W™P(Q).

Wir behaupten nicht, dass unterschiedliche Elemente v € L% () vermége dieser
Formel unterschiedlichen Elementen des Dualraums zugeordnet werden.
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Beweis. Klar ist, dass durch die rechte Seite von (4.5) fiir v € L% (Q2) ein Element
T € (W™P(Q))* mit ||T] < C||v||L,,/(Q) definiert wird.
N
Sei ¢ wie in Bemerkung 4.22. Dann definieren wir auf im¢ C L%, (2) zu T einen
linearen stetigen Operator durch

T*(wu) :=Tu fir u € W™P(Q).
Sei T" eine normerhaltende Fortsetzung von T™* nach L% (). Nach Lemma 4.23 ist
(LR (£2))" isomorph zu LR (€2). Somit gibt es v = (v4)a € LR () mit

T (w) = Z /va(gj)wa(aj) dx
lal<m g
fir alle w = (W), € LY(). Sel nun v € W™P(Q). Dann ist tu = (D), €
LY, (). Somit folgt

Tu=T""Qu) =T () = Z Vo () D%u(x) dx.

[a]<m o
Die Behauptung folgt. O

4.5. Ein Existenzsatz. Wir skizzieren hier, wie man aus Theorem 4.20 einen Exis-

tenzsatz bekommt.

Da schwache Konvergenz in Wllo’cq7 q > 1, auch schwache Konvergenz in V[/lloc1
impliziert (vergleiche Kapitel 4.4), geniigt es aufgrund der Reflexivitit von W14,
eine in V[/ﬁ)cq beschrankte Minimalfolge zu finden. Eine Teilfolge davon konvergiert

. 1
dann schwach in W, 2.

Definition 4.25. Sei X ein Banachraum. Eine Funktion F: X — R heifit koerziv,
falls
lim F(z) =00

llzll—oo
gilt.
In unserem Fall folgt dies beispielsweise aus
F(z,u,p) > v([ul? + |p)
fir v > 0.
Als Alternative kénnen wir Randwerte vorgeben und Funktionale auf schwach

abgeschlossenen Teilrdumen V' C W4 minimieren. Die schwache Abgeschlossenheit
sichert, dass auch der Grenzwert einer schwach konvergenten Folge wieder in V' liegt.

Theorem 4.26. Sei Q@ C R™ offen, M C RY abgeschlossen. Sei F(u) beziiglich
der schwachen Topologie von Wll’q(Q,M) unterhalbstetig und ¢ > 1. Sei V C

oc

Wha(Q, M) schwach abgeschlossen. Ist F in 'V koerziv, gilt also
lim  F(u) = oo,

llyy1,p =00
uev

llw

so besitzt F ein Minimum in V.

Beweis. Ergibt sich aus den dariiber stehenden Kommentaren und dem letzten
Abschnitt. O

Im folgenden Beispiel ist dieses Resultat anwendbar: Sei U € W' (Q,R") und
V={uew" (QRY):u-Uewy (RY)}.

Gelte
F(z,u,p) > |p|* = b(x)[ul’ (z) — a(x)
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fiir 0 <6 < ¢, a € LY(Q) und b € L75. Gelte weiterhin || < co. Dann folgt
ul® < e (U] + lu—=UJ°)
und somit erhalten wir punktweise
blul’ < b|U|° + elu — U9 + ¢(e)b7 3.
Dau—U € Wy? (Q,RY) ist und |Q] < oo gilt, haben wir die Poincarésche Unglei-
chung [1, S. 353]

/|u U dz < (2, q) / \D(u— U1 da.
Q Q

Hieraus erhalten wir fiir kleine € > 0

Fu) > /|Du\qdw—/(b|u|5+a) dx
Q Q
> /|Du\qu—e-c(Q,q)/|D(u—U)\qu—c
Q

Q
1
> 5/\Du|qufc.
Q

Somit erhalten wir nochmals mit der Poincaréschen Ungleichung fiir u — U

Jullfyrs = [ 1Dl + Juf? do < e{F(w) + 1.
Q
In dieser Situation ist der obige Existenzsatz also anwendbar.

ANHANG A. LIPSCHITZ STETIGE FUNKTIONEN

Wir betrachten Fortsetzungseigenschaften und Infima fiir Lipschitz stetige Funk-
tionen.

Lemma A.1. Sei Q C R" offen und konvex. Seien u;: 0 — R, i € I, Funktionen
mit [u;]cor < Q. Sei xg € Q mit i_n§ u;(xg) > —o0. Definiere
1€

Dann ist u: Q — R wieder Lipschitz stetig und erfillt die Abschdtzung

[U]CO,I S Q

Beweis. Die Lipschitz Stetigkeit der Funktionen u; sichert, dass das Infimum {iberall
endlich (> —o0) ist. Seien z, y € Q beliebig. Dann gibt es Folgen (ix)ken, (Jk)ren C
I mit

Jm wi (2) = infui(z) = u(z) wnd - lim w, (y) — inf s (y) = u(y).

Ohne Einschrénkung diirfen wir annehmen, dass u;, () < wuj, (z) und wu;, (y) <
u;,, (y) gelten; sonst ersetzen wir i durch ji bzw. ji durch 5. Somit gibt es fiir
jedes k € Nein t € [0,1] mit u;, (tx + (1 — t)y) = uy, (tz + (1 — t)y). Wir erhalten
die Abschéitzung
|uiy (2) = wjy (Y)] < uiy (2) = wiy (L2 + (1 = 1)y)|
+ |ug,, (tx + (1 — t)y) — uj, (tx + (1 — t)y)|
+ Jugy (tr + (1 = )y) — uj, (y)]
<Q-(1-t) |lz—yl+0+Q -t |z —y|
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=Q- |z -yl
Wir lassen nun k& — oo und erhalten |u(z) — u(y)| < @ - |z — y|. Die Behauptung
folgt. O

Lemma A.2. Sei S C R” beliebig. Sei u: S — R eine Lipschitz stetige Funktion
mit [u]cor < Q. Dann gibt es eine Lipschitz stetige Fortsetzung U: R™ — R von u
mat [U}Co,l < Q

Beweis. Wir diirfen ohne Einschréinkung S # () annehmen. Fiir g € S definieren
wir die Funktion ug, : R"™ — R durch ug, (z) := u(xo) + Q- |z — x0|. Wegen uy, (z) =
sup (u(zo) + Q - (p,x — xo)) folgt [ug,]cor < @ nach Lemma A.1, was auch fiir

pER™
Ip|=1

Suprema gilt. Nach Definition gelten wu,,(x) > u(x) und uy, (zo) = u(x) fiir alle
xz, rg € S. Definiere nun U: R™ — R durch

U(x) = :Jcl()HGfS Ug, ().
Es folgt U = u in S und nach Lemma A.1 erhalten wir [U]goa < Q. O

Korollar A.3. Sei S C R" beliebig. Seien u;: S — R, i € I, Funktionen mit
[ui]cor < Q. Seizg € S mit in?ui(:co) > —oo. Definiere
1€

Dann ist u: S — R wieder Lipschitz stetig und erfillt die Abschitzung
[u]co,l S Q

Beweis. Zunichst setzen wir die Funktionen w; mit Hilfe von Lemma A.2 auf R™
fort, so dass sich die Lipschitzkonstante nicht vergréfiert. Dann benutzen wir Lem-
ma A.l. Somit ist dass Infimum der Fortsetzungen wieder Lipschitz stetig. Dieses
Infimum stimmt aber mit dem Infimum der urspriinglichen Funktionen iiberein. [

Lemma A.2 und Korollar A.3 gelten auch auf metrischen Rdumen. Dazu benéti-
gen wir zunéchst

Lemma A.4. Seien a, b, ¢, d € R. Dann gilt
| min{a, b} — min{c, d}| < max{|a — ¢|, |b —d|}.

Somit ist min: R?2 — R mit der £>°-Norm auf R? Lipschitz stetig mit Konstante
eins.

Beweis. Wir fithren einen Beweis mit Fallunterscheidungen:

(i) Ist a < bund ¢ < d, so ist die Behauptung wegen
la— ] < max{ja— |, |b— dl}

klar.
(ii) Sei a < b, d < cund d < a. Dann erhalten wir

la—d=a—d<b—d<|b—d|
(iii) Sei a < b, d < ¢ und d > a. Dann folgt
la—d=d—a<c—a<|c—al

Die restlichen Félle ergeben sich leicht aus Symmetrieiiberlegungen. O
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Lemma A.5. Sei(X,d) ein metrischer Raum. Seienu;: X — R, i € I, Funktionen
mit [u;]con < Q. Sei xg € X mit i_n§ u;(xg) > —o0. Definiere
1€

Dann ist u: X — R wieder Lipschitz stetig und erfillt die Abschitzung
[u]cor < Q.
Beweis. Nach Lemma A.4 folgt
| min{w;, (), uj, (2)} — min{us, (y), uj, ()}
< max{fui, (2) — wi (y)], [uj, () —u, ()} < Q- d(,y).

Argumentiere nun wie im Beweis von Lemma A.1. O

Lemma A.6. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Sei S C X beliebig. Sei u: S — R
eine Lipschitz stetige Funktion mit [u]con < Q. Dann gibt es eine Lipschitz stetige
Fortsetzung U: X — R von u mit [U]cor < Q.

Beweis. Argumentiere wie im Beweis von Lemma A.2 und benutze u,,(x) =
u(zo) + Q - d(x, x0). Beachte, dass [d(-, zg)]cor < 1 gilt. O

ANHANG B. BOREL MESSBARE FUNKTIONEN

Den folgenden Auswahlsatz habe ich von Ulrich Menne gelernt:

Theorem B.1. Seien X = R", Y = R"™ und sei f C X XY abgeschlossen mit
m1(f) = X. Dann gibt es eine Borel Funktion g: X — Y mit graphg C f.

Die Forderung m(f) = X kann man fallen lassen und erhélt dann eine Borel
Funktion g: m1(f) — Y.

Beweis.

(i) Wir konstruieren zunéchst eine Folge (F;);eny von Familien F; von abgeschlos-

senen nichtleeren Teilmengen von Y mit |J S = Y und diam S < % fiir
SEF;
alle S € F; und alle ¢« € N. Der Anschaulichkeit halber wollen wir zuséitzlich

fordern, dass jedes S € F;, i € N\ {0}, ein achsenparalleler Wiirfel ist.

(a) Setze Fy :={Y}.

(b) Sei i = 1: Sei (Q;)jen eine Familie von abgeschlossenen nichtleeren ach-
senparallelen Wiirfeln in ¥ mit |J Q; =Y und diam@Q; <1 = % Setze

jEN
Py o= {le j €N}
(c¢) Sei¢ > 1: Wir nehmen an, dass F; bereits konstruiert sei. Unterteile jeden
Wiirfel @; € F; in endlich viele abgeschlossene nichtleere achsenparallele
(nicht disjunkte) Wiirfel Q;‘f mit diam Qf < H—% Es folgt LkJQé“ = Q.

Definiere Fyq :={Q}: j € N, k}.

(ii) Wir konstruieren nun Partitionen G, ¢ € N, von X aus abzéhlbar vielen Borel
Mengen und Funktionen (;: G; — F;. Eine Eigenschaft unserer Konstruktio-
nen werden wir dann im nichsten Abschnitt nachweisen.

(a) Setze Go :={X} und (H(X) =Y.

(b) Sei i € N. Seien G; und (; bereits konstruiert. Sei B € G;. Dann ist
Gi(B) € F;. Somit gibt es nach Konstruktion endlich viele Wiirfel Q; €
Fit1,j=1,2,..., mit |JQ; = (;(B). Wir definieren

J

Cj:=(Bnf! L_J (BN fYQx),
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wobei wir f7[A] := {z € X: 3y € A: (z,y) € f} schreiben, also f

vermoge f[A] == {y € Y: 3z € A: (z,y) € f} als mengenwertige Funk-

tion mit Umkehrfunktion f~' = {(y,z) € Y x X: (z,y) € f} betrachten.

Wir nehmen an, dass aus € B € G, folgt, dass (;(B) N f[{z}] # 0

gilt. Daraus folgt B C f~1[¢;(B)] = U f~![Qj]. Somit bilden die Mengen
j

C; eine Partition von B: UCj = B. Nach Konstruktion sind sdmtliche

J
Mengen C; Borel. Wir setzen (;41(C;) := @Q;. Definiere G; 1 als Familie
aller diesem Mengen C}, die wir zu beliebigen B € G; bekommen.
(iii) Wir wollen nun induktiv die oben bereits benutzte Aussage

reBeG; = GB)NfH{z}#0

zeigen: Fiir ¢ = 0 ist die Aussage wegen (o(X) =Y erfiillt.

Sei nun i > 1: Gelte # € C; € G;41. Dann folgen z € f~![Q,] und
Gi+1(Cj) = Q; nach Definition von C; bzw. (;41. Daraus folgt dann = €
F7H¢i+1(C5)] und somit ist f[{z}] N ¢i+1(C;) # O wie behauptet.

(iv) Zu jedem Q € F;, ¢ € N, wéhlen wir einen Punkt pg € Q C Y. Wir definieren
nun g;: X — Y durch g;(z) := p¢,(p) fiir © € B € G;. g; ist wohldefiniert, da
jedes G; eine Partition von X ist. Die Funktionen g; sind Borel messbar, da
die Mengen B € G; Borel messbar sind. Aus g;(z), gi+1(x) € (;(B) fir x € B
folgen [g(z) — gis1 ()] < + und dist(gi(2), f[{z}]) < diamn(Gi(B)) < L.

(v) Wir definieren nun g(z) := ilirélo gi(x). Als Grenzwert Borel messbarer Funk-

tionen ist g selbst wieder Borel messbar und es gilt graphg C f. O
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