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Teil 1

Dirichletproblem fiir
Monge-Ampere Gleichungen






KAPITEL 1

Geometrische Motivation

Sei M™ C R™*! eine Mannigfaltigkeit, lokal dargestellt als Graph einer C2-
Funktion wu.
Wir wollen die GauBkriimmung von M mit Hilfe von « bestimmen.

1. Differentialgeometrie
Die induzierte Metrik von graph v ist gegeben durch
Gij :52']' + Uiy, 1 S Z7j S n,

ou

Uy =——.

Y Ot
Die zweite Fundamentalform von graph v ist
Wi s
hij :%7
v =4/1+ |Dul?,
%

Die Hauptkriimmungen von graphu sind die Eigenwerte von h;; beziiglich g;;, d. h.
A ist Hauptkriimmung, falls fiir ein 0 # £ € R

hij€? = Agi€
unter Benutzung der Einsteinschen Summenkonvention gilt. Die GauBkriimmung
Klu] ist das Produkt der Hauptkriimmungen. Es gilt
9" hi;& = AP,
wobei (¢g*/) die Inverse der Metrik (g;;) ist. Somit folgt
K[u] =det (g"hy;)
=det (g") - det(h;)
_det(hiy)
~ det(gs5)
det D%y
(1+|Duf?)F
da det(g;j) = 1+ |Dul?. Es gilt also

det D%u
)% '

Kl = ———"
(1+ [Duf?






KAPITEL 2

Dirichletproblem fiir Monge-Ampere Gleichungen

1. Problemstellung

DEFINITION 1.1. Sei 2 C R" offen.

Eine C%-Funktion u :  — R heifit lokal konvex, falls D?u > 0, d.h. falls die
Hessische ist positive semidefinit ist. Ist D?u > 0, so heifit u lokal strikt konvex.

Eine C'-Funktion u : 2 — R heiBt konvex, falls ihr Graph oberhalb der Tan-
gentialebene an den Graphen in einem beliebigen Punkt liegt.

BEMERKUNG 1.2. Sei u : 2 — R gegeben. Die folgende Charakterisierung von
Konvexitét ist im Falle v € C! #quivalent zur obigen Definition: Fiir z, y € €,
T € (0,1), so dass 7z + (1 — 7y) € Q ist, gilt

u(te + (1 —1)y) < 7ulz) + (1 —7)u(y).

Ist  konvex, d.h. falls mit 2, y € Q und 7 € (0,1) auch 72 + (1 — 1)y € Q ist,
stimmen die Definitionen fiir lokal konvexe und konvexe Funktionen iiberein, falls
u € C?.

Ist  nicht konvex, so braucht eine lokal konvexe Funktion nicht konvex zu sein.

Konvexe Funktionen sind lokal Lipschitzstetig und damit fast iiberall differen-
zierbar. Sei v konvex und in x € € diffbar, so gilt

u(y) = u(z) + (Vu(z),y — )
fiir beliebiges y € ().
DEFINITION 1.3. Eine elliptische Differentialgleichung F' (Jc,u, Du,DQu) =0
heif3t voll nichtlinear, wenn die Eigenwerte von
4l = OF
87"@'

(w,2,p,r)=(w,u, Du,D?u)

von D?u abhingen.

THEOREM 1.4. Sei Q C R™ ein offes beschrinktes Gebiet mit glattem Rand,

IN C C®. Sei f e C™ (ﬁ X R x R") positiv. Sei u € C'*° (Q) lokal strikt konvex
und gelte
det D*u > f(-,u, Du) in Q.

Dann gibt es eine lokal strikt konveze Funktion u € C* (ﬁ), die das Dirichletpro-
blem

(11 det D?>u = f(-,u, Du) in Q,
. u=1u auf 02
lost.

BEMERKUNG 1.5.
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e Einen solchen Existenzsatz bekommt man auch fiir weniger regulédre Da-
ten, etwa C%%-Daten.

e Neuere Ergebinisse von Neil Trudinger and Xu-Jia Wang erlauben es so-
gar, lediglich Holder-stetige rechte Seiten und Randwerte der Klasse C?
zu betrachten [29].

e Wir finden sogar eine Lésung v mit u > u.

Literatur: [3,4,9, 10, 22, 25, 30].
Der Beweis von Theorem 1.4 erstreckt sich auf den Rest dieses Kapitels.

2. C°-Abschitzungen

Nehme fiir den Beweis der a priori Abschitzungen stets an, dass u eine Losung
von (1.1) mit u > u in £ ist.

Die Funktion wu is lokal strikt konvex. Daher nimmt u in 2 kein lokales inneres
Maximum an. Es folgt

u < supu = Sup u.

a0 aQ
Nach Annahme gilt
u > u > inf u.
Q
Daher gilt
[ullco < ¢

fiir eine universelle Konstante.

3. C'-Abschiitzungen

3.1. Normalabschitzungen auf 0¢). Sei v die dulere Normale an 0f2. We-
gen u > u mit Gleichheit auf 99 folgt

u, = u;v' = (Du,v) < (Du,v) auf 6Q.

Fixiere xzg € 0. Sei A > 0 so gewihlt, dass

o — Ap(xo) € 0N
und

xo — TV(Z0) €
fiir 0 < 7 < A. Benutze, dass

[0, 27— u(zo — Tv(20))
eine konvexe Funktion ist. Fiir eine konvexe Funktion u gilt stets
(Du(z),y — z) +u(r) < uly).
Daher folgt
d

Eu(xo —Tv(x0)) (A =0) + u(zo) <u(xo — Av(zo))
7=0

=u(zg — A\v(x0)), da xg— Av(zg) € 0N

<supu.
o9
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Damit schlieSen wir nun

(Du(zq), —v(x0))\ <supu — u(xzp)

o0
<supwu — inf u.
519} o9

Da 00 € C? ist, ist A auf 02 unabhiingig von der speziellen Wahl von
gleichméBig nach unten durch eine positive Konstante beschrankt. Daher gilt

luy| < ¢ auf 9.

3.2. Tangentialabschitzungen auf 0. Stelle 92 lokal als Graphen iiber

einer offenen Menge in R”~! dar:
00 =graphw (lokal),
w:R" - R.
Es gilt
(u—u)(&,w(®)) =0 firzec R
Sei r < n. Dann folgt
(u—u)r + (u—u)pw, =0.

Fiir einen festen Punkt g € 902 kann man das Koordinatensystem so wéhlen, dass

(0,w(0)) = 29 und Dw(0) = 0 gelten. Dort folgt (v — u), = 0 und somit |u,| < c.
Wir haben somit gezeigt, dass

|Du| < ¢ auf 99.

3.3. Innere Abschitzungen.
Der Betrag des Gradienten einer lokal konvexen Funktion auf einem beschrénkten
Gebiet nimmt sein Maximum am Rand an:

Sei u lokal strikt konvex (addiere sonst gegebenenfallss e|z|?) und betrachte

w = |Dul?.

In einem inneren Extremum von w gilt

ow &
OZ'LUZ':%:U Uki-
Wir multiplizieren mit «* und wenden die Einsteinsche Summenkonvention an. So-
mit erhalten wir
0= ukiuk u’.
Da u lokal strikt konvex ist, folgt | Du| = 0 im Extremum. Also wird das Extremum
am Rand angenommen,

sup |Du| < sup |Du| < c.
Q el

Insgesamt erhalten wir also

lullcr < e.
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4. C?-Abschitzungen

4.1. Randabschitzungen — doppelt tangentiale Ableitungen: Stelle 02
wieder lokal als graphw dar und nehme an, dass fiir einen festen Punkt zy € 02
gilt

Die Randbedingung liefert

Seien r, s < n. Differenzieren liefert
(u—u)r + (u—u)pw, =0,
(U= u)rs + (U — W) ppws + (U — W pswr + (U — W) ppwrws + (4 — W) pwys =0.
Im Ursprung folgt
(u—u)ps + (v — w)pwys =0,

wobei w,; hier auch gerade die zweite Fundamentalform des Randes ist. Es gilt
daher fiir beliebige Tangentialvektoren 7, o auf 92

|uij7'ioj| = Juro| <ec.

4.2. Gemischt tangential-normale C?-Abschitzungen am Rand. Sei
xo € 0. Wihle ein Koordinatensystem, so dass 2o = (0,w(0)), Dw(0) = 0 und
lokal nahe xq

Q={(&,2") 2" >w(@)}.

Sei Qs := QN Bs(x). Schreibe das Dirichletproblem um als

logdet D?u =log f = f in Q,

u=u auf 0.
Differenzieren ergibt fiir K <n, t <n

u i = Fr+ four + fpiuik in Q,
wobei u¥ die Inverse von u;; ist und
(u—w)(2,w(2)) + (U — wn(2,w(E))w, = 0
nahe & = 0. Fixiere t < n und definiere die Differentialoperatoren
Tw := w; + wywy,

wobei w an der Projektion von z auf die ersten n — 1 Komponenten ausgewertet
wird, und
Lw := uijwij - fpiwi.
Nach Definition gilt
T(u—u)=0 aufdQ,
also auch aufgrund der C-Abschitzungen
T(u—w)| <c(6) - & —ao|*  auf 9Qs.

L und T sind so definiert, dass sich auch LT (u — u) gut abschétzen lidsst. In der
folgenden Rechnung wird u—u natiirlich wieder an der Stelle « und nicht in (£, w(Z))
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ausgewertet. Weiterhin verschwinden alle Ableitungen von w in Richtung e,. Wir
erhalten

LT(u—u) =L((u — u)s + (v — w)nwt)

:uijutij — u”@tij + uiju7lijwt - uijgmjwt

+ U (Uniwij + Unjwi + Unwrij) — U (U015 + U Wi + Uy wrij)
— o (i = Wy + Uiy — Uy + Upwyi — W, w17).
Aufgrund der differenzierten Gleichung sind
Uijutij - fpi Ut;
und
(uij Unij — fpiuni) w
betragsméfig durch eine Konstante beschréinkt. Dies benutztAauch die C'-Abschiitz-
ungen fiir © zum Beschrianken der Terme mit Du und von f.
Somit gilt
|LT (u — u)| <c +u" (Uniwtj + Unjwii + Unweij) — fpi Up Wi
— u gy — ua,wr — U (W, w5+ U0t + Uy Wri)
— fpi (g = W — ww1s).
Wir wollen die folgende Ungleichung nachweisen:
ILT(u—u)| <c- (1+tru).
Es gilt aufgrund der Inversenbeziehung
uij(uniwtj + Upjwy) = 5%(.0”4 + 5;wti = 2wy

und dieser Ausdruck ist somit beschrinkt. Offensichtlicherweise sind auflerdem die
folgenden Terme beschrankt

_fpiunwti - fpi(—yti + Uyt — U W)
Die noch iibrigen Terme beschrinkt man wie folgt.
LEMMA 4.1. Sei U positiv semidefinit, symmetrisch, A;; beschrinkt, so gilt
U9 Ay < e(A) - tr U,
PrROOF. Es gilt ndmlich fiir eine orthogonale Matrix O
tr (UO“) =tr (UO“O) =trU,
U A =tr (OUO“OAO“) .
Wiihlt man O so, dass OUO' diagonal ist, so gilt
U4, =Y (0U0™)" (0A0™)

%
%

und
7

U Ay gtrU.Z [(0A0™).,.|

<c(A)-trU,

da sich alle Terme in der letzten Summe mit Hilfe von Testvektoren der Lénge 1
darstellen lassen und daher unabhingig von O gleichmifig beschiankt sind. (]
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Damit beschrankt man nun

y
U (UnWhig — Wyij — U jWt — U Wi — Wy i Wi — Uy Whi)

und somit folgt
ILT(u—u)| <c- (1+tru).
Zusammengefasst ergibt sich
|LT(u—w)| <c- (1+tru”) in Qj,
IT(u —u)| <c(0) - |z — zo|*auf 095
mit T'(u — u) =0 auf 9Q nahe z.
4.2.1. Barrierenkonstruktion. Definiere fiir noch zu wéhlende Konstanten
V= (u—u)+ ad — pd?,

wobei 1 > o > 0 und g > 1 sind. d ist die Distanzfunktion zu 0€2. Nimm an, dass
0 so klein ist, dass d glatt und

ldllc=
beschréankt ist. Es gilt

¥ =u; —u; + ad; — 2pdd;,
Vij =uij — U;; + adi; — 2pdd;; — 2pd;dy,
LY :uij(uij —u;; + adij — 2pdd;; — 2pd;dy)
— fpi (ui — u; + ad; — 2pdd;)
<n-— uijgij +e-a-tru + e (ud) - tru — 2putdid; +c+ c - (ud).
Da w strikt konvex ist, gibt es € > 0, so dass
U;; > 4€0;;
im Sinne von Matrizen gilt. Fixiere a > 0 geniigend klein, so dass
catru¥ <etr u¥.
Es gilt
LY < (14 pd) — 3etru + c(pd) tru”’ — 2pu* d;d;.
LEMMA 4.2. Wahlt man p > 1 geniigend grofs, so gilt
2¢c — etru — 2uuijdidj <0.

PRroOF. Es gilt stets |Dd| = 1. Betrachte diesen Ausdruck in einem Koordina-
tensystem, das so gedreht ist, dass Dd = e,, gilt und (ukl) diagonal ist. Es

1<k, l<n
gilt dann
2¢ —etru¥ — 2putd;d; =2c — ¢ (uu 4 u™) = 2"
<2 —eut!t —eu?? — .. — ey 9
Die geometrisch-arithmetische Ungleichung besagt fiir a4, ..., a, > 0, das

n n 1/n
1
*E i > i
ni:la (Ea>
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gilt. Daher folgt

ne N\ 1/n
SQC — 571 . ‘ul/” . (H u”) .
Mit Hilfe der Differentialgleichung 148t sich ] nach unten durch eine positive
i
Konstante abschétzen: Nach Wahl des Koordinatensystems gilt

1 1
f  det D?u
=det u"
ull 0 0 uln
0
=det
0 un72n
0 0 unfln 1 unfln
uln . un—2n un—l n unm
n
_ utt — § zn| H u]_]
i=1 i<n Jj#i
j<n

IN
§s.

s
Il
—

Aufgrund der C'-Abschiitzungen ist f beschrinkt. Fixiert man also p > 1 grof
genug, so folgt
2¢ — etru? — 2putd;d; <0

und die Behauptung ist bewiesen. 0
Waéhle nun § > 0 so klein, dass
wo <1
und
cpd <€
gelten. Es folgt
LY < —etru in Qs.
Weiterhin gilt
¥ =(u — u) + ad — pd?
> (o — pd).
Fixiere nun § > 0 so klein, dass o — ud > 0 gilt und somit
¥ >0 in Qs.
Definiere nun die eigentliche Barriere

0% := AV + Blz — xo)* £ T(u — )
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fiir noch zu wéhlende Konstanten 1 < B <« A. Fixiert man B > 1 hinreichend
grof, so gilt

Blz — 20>+ T(u —u) >0 auf 9Qs
mit Gleichheit in x = x¢ und somit

0F >0 auf 09,
wiederum mit Gleichheit in z = z¢. Da |z — x¢|? € C? ist, folgt
|L|z — x0|2| <c- (1+truv).
Somit gilt
LOT < —Actru¥ +c(1 +tru”) ,

wobei ¢ nun auch von B abhéngt, was aber nun fixiert ist. Genau wie oben erhélt
man aus der geometrisch-arithmetischen Ungleichung, dass

1

tru > - > 0.

c

Somit kann man A > 1 fixieren, so dass

LO*F <0 in Qs
gilt. Da ©F > 0 auf 09, liefert das Maximumprinzip

©F >0 in Q.
Da ©%(zg) = 0 gilt, folgt

(DO*(x0),v) () <0,
wobei v die duflere Normale an 02 ist. Somit gilt in xq
(ADY,v) 4+ 2B{x — xg,v) £ (DT (u — u),v) < 0.

Aufgrund der C!-Abschitzungen ist die erste Ableitung von ¥ = (u —u) + ad — pd?
beschriankt. Der zweite Term verschwindet. Nach Wahl des Koordinatensystems
folgt also

[(T(u—w)a| <ec.
Wir erhalten

0 0

G L (U= W) =o o (ug + unwe — Uy — Upwr)

Uty + UppWi + UnWin — Uy, — Uy Wt — Uy, Win -
Da Dw =0 fiir £ = 0, folgt in x¢
[uen| < c.

4.3. Doppelt normale C?-Abschiitzungen am Rand. Ziel ist es, eine po-
sitive untere Schranke fiir die doppelt tangentialen Ableitungen am Rand zu be-
wiesen. Dann kann man die Differentialgleichung fiir eine obere Schranke an die
doppelt normalen zweiten Ableitungen von u am Rand beniitzen. (Eine untere
Schranke folgt aus der Konvexitét von u.)

Betrachte

o> x— sflTr‘.lean u;; §°E7.
¢l=1
Aufgrund der Kompaktheit nimmt diese Funktion ihr Minimum in einem Punkt
xo € 002 an. Wihle ein Koordinatensystem, so dass (Z,2™) = (0,0) = xo. Lokal
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gelte 0 = graphw, wobei w : R*™! — R und weiterhin sei w(0) = 0, Dw(0) = 0.
Sei das Koordinatensystem so gedreht, dass

Uy = 1nf inf w J
0= ehn ¢cToon is8' ¢
1

Definiere eine Vektorfeld £ : R — R"™ nahe 0 durch

_e1— (e, )v

ler = (er, )|’
wobei A
v(Z,a") = D), -1 _1).

V14 |Dwl?
Da [¢| =1 und da & auf 99 tangential ist, folgt
ui €' (x) > inf u¢'¢(x)

CETL I
[¢1=1

fiir x € 99 mit Gleichheit in x = zg = 0.
4.3.1. Konwverititsbedingung an den Rand. Auf 9Q gilt u = u und £ ist tangen-
tial. Also folge auf 99

0= (u—u)
und 4 _
0= ((u — g)ifl)j &
Es gilt
w1 (Dw,—1)
€= ( ) B i—HDwP
w1 (Dw,—1)
\< 0) 4
(1 + |D<.u|2 - wl, —W1W, ..y —W1Wh_1, wl)
T+ [Dw? —w?, —wiwa, ey —wrwn—1, w1)]
Daher ergibt sich im Punkt xg
6? = @ = W11-

Benutze nun, dass sich die Identitéit als Summe von Tensorprodukten einer Or-
thonormalbasis darstellen 148t. Da die Tangentialableitungen von v — v am Rand
verschwinden, folgt

0= (u—u)i§¢ + (u—w)p" - 1iie,
wobei v; keine Ableitung ist. Im Punkt xy vereinfacht sich dies zu
0= (u—1u)i&'¢ + (u—u)pwn.
Da die Subl6sung strikt konvex ist, gibt es ¢,, > 0, so dass
1

Uqq > a >0,
insbesondere in xy. Nehme weiterhin an, dass in xg

0<u < %Qu

gilt. Falls uy1(zg) > %Qll(.ﬁo) gilt, sind tangentiale zweite Ableitungen gleichméifBig
durch eine positive Konstante nach unten beschrinkt und die n#chsten Schritte
sind nicht notig.
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Es folgt in xg

(U - M)nwn :(g - U)11

Y

> 0.

N

1
53U >

=

Da u > u mit Gleichheit auf 9Q gilt, folgt
(1 — Wa(w0) = 0.
Daher ist wq1(zg) (eigentlich im Punkte 0 ausgewertet) durch eine positive Kon-
stante nach unten abgeschétzt. Dies gilt auch fiir  nahe 0. Ebenso ist uz{;-fj fir
nach 0 nach oben durch eine negative Konstante gleichméflig abgeschétzt.
Definiere @11 () := —uzfj-fj > 0. Es gilt
u ' = yijfifj + (u— u)gV® - 1.
Aufgrund der Extremalbedingung fiir u;;£°¢7 auf o€ folgt dort
uii €€ (o) uii€'€ (x)

=u;; 8¢ () + (u — wp™(2) - D11 ().

Umordnen ergibt
(u—u)y(z) <op' (2) [u;;€€ (2) — i€ (o)]
=U(x).

Nach Definition ist ¥ nahe g von der Klasse C? mit entsprechenden a priori
Abschétzungen. Es gilt

¥ —u,+u, >0 aufofd

mit Gleichheit in * = xy. Da ¥ — u, + u, nahe xo beschrénkt ist, gibt es fiir
geniigend kleines § > 0 ein B > 1, so dass

Bl — x> +V —u, +u, >0 auf 0.
Ist & > 0 klein genug, so existiert A > 1, so dass
©:= AV + Blz — 20> + ¥ —u, +u,
die Differentialungleichung
LO <0 in Qy,
©>0 auf 9Qs
erfiillt. Dazu benutzt man, dass
L(ukl/k) < (uijuijk — fpiuik) vk 4 2uiju;€iu]k + uijukufj +c
<c (1 + tru )
und somit auch
LO < —cAtru” +c¢(B+1) (1+tru”)
folgt. Nach Maximumprinzip gilt somit
©>0 in Qs
mit Gleichheit in & = x. Damit folgt ©, < 0 und somit

Uyy (x0> <ec
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4.3.2. Untere Schranke an doppelt tangentiale Ableitungen in xg. Wihle ein
Koordinatensystem, so dass in zq fiir die &uflere Normale v = —e,, gilt und so dass
(uij)1<i, j<n—1 in zo diagonal ist.

Aufgrund der C'-Abschitzungen ist det D?u beiderseitig durch positive Kon-
stanten a priori beschrinkt. Es gilt in x(

Uil 0 . 0 Uln
0
det D?u = det
0 Un—2n
0 s 0 Un—1n—1 Up—1n
Uin -+ Un—2n Un—1n Unn

n
< H Uij
i=1
Somit gilt sogar
n
H U 2> C1.
i=1

Da alle Faktoren u;; nach oben beschrankt und positiv sind, ist auch u11(z¢) nach
unten durch eine positive Konstante beschrinkt.

Nach Wahl von g ist ui1(xg) die kleinste doppelt tangentiale Ableitung iiber-
haupt. Somit sind alle doppelt tangentialen Ableitungen nach unten durch eine
positive Konstante beschrankt.

4.3.3. Obere Schranke an doppelt normale Ableitungen am Rand. Wéahle in ei-
nem beliebigen Randpunkt ein Koordinatensystem wie im letzten Abschnitt. Dort
gilt

n n—1 n—1
2
CQZHUii— g anHUu
i=1 i=1 i=1
J i
n
Da alle zweiten Ableitungen im zweiten Term a priori beschrinkt sind, ist [] ws

i=1
nach oben gleichméflig beschrinkt. Aufgrund des letzten Abschnittes sind die Fak-
toren u;;, 1 < i < n — 1, gleichméfig durch positive Konstanten nach unten be-
schrénkt. Damit ist auch w,, a priori beschréinkt und es gilt somit

|D?u| < C auf 0f.

4.4. Innere C?-Abschitzungen. Betrachte fiir 3 > 1 die Abbildung w:
QxS > (2,8) — LB|Dul? + log uge.

Es geniigt zu zeigen, dass w in einem inneren lokalen Maximum beschréinkt ist.
Nehme also w in g € Q ein lokales inneres Maximum an. Nach Rotation des
Koordinatensystems diirfen wir annehmen, dass £ = e;. Dann nimmt die Funktion

w: Q) —R,
=3 08|Dul® + log ui
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in xg ein lokales inneres Maximum an. Somit gilt dort
1
0 =w; = Bulur; + —ur14,
Uil
1

1
k k
0 >w;j = Buugij + Bujuk + —u11ij — —5 U111
U1l Uiy

Da u% positiv definit ist, gilt in diesem Punkt

2

k, 1 ij, k % %
0 Zﬂu u juijk + ﬁu juj Ui + TU Juijll — TU Juluunj
11 11

g 1. 1 .
k,1 7, %
=puu g + BAu+ —uuijjn — —5-uuruag.
U1l Uiy
Differenziere die Gleichung

log det D*u =f (2, u, Du)
=log f(z,u, Du)
und erhalte
Wiy =fu + frun + Forttin,
wug — uF 'l ugugn = fin + 2f1u 4 2f1pui + faauiu
+2fpurug + fourn + fpipj“iluﬂ + fpottin.

Aufgrund der C*-Abschitzungen gilt im Falle u; > 1, was wir ohne Einschrinkung
annehmen diirfen,

1 .. 1 .. 1 . 1 .
k, jl
—uuijrr > —u"u gk + —— fpip, it + — fp i — c.
U1 U1 U1 U1
Oben eingesetzt ergibt sich daraus
0 E,Buku”uijk + BAu

1 o 1 ..
ik, jl 7,
+ — (w v v uen — —uurung
Uil Uil

A 1 -
+ — fpip; wirujn + — fp,winn — c.
Uil Uil

Wir diirfen annehmen, dass u;; diagonal ist. Es folgt
ik, jl ik, 11
w1 U U U Uk
ik
=u"" — U1 Uk -
Uil
Somit gilt
> k, ij A Lo £
0> Suu®u;j, + BAU + Tfpipjui1uj1 + Tfpiuill —c
11 11

Benutze fiir den ersten Term die differenzierte Gleichung und die Extremalitétsbe-
dingung fiir den letzten Term

0 >Bu* (fr + four + fpuin) + BAU — BfpuFur; — ¢ (1+ |D?u)
>(B8—c)Au—c(1+ ),

wobei sich zwei Terme gerade gegenseitig wegheben. Fiir hinreichend grofles § > 1
ist daher Au(zg) > u11(x0) nach oben a priori beschrénkt. Wie man durch Testen
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von w;; mit Vektoren der Form (1,1) und (1, —1), geeignet mit Nullen aufgefiillt,
sieht, sind damit alle Komponenten von u;;(zo) aufgrund der positiven Definitheit
von D?u a priori beschrankt. Es folgt

sup |D2u| < c+sup |D2u| .
Q o0
Zusammen mit den vorherigen Abschéitzungen folgt demnach
[ullcz@y < e
Mit Hilfe der Differentialgleichung sehen wir, dass die Eigenwerte von D?u auch

nach unten durch eine positive Konstante a priori beschrankt sind.

5. Weitere a priori Abschitzungen und Existenz

5.1. C?“-Abschitzungen. Da
D*u — log det D?u,

aufgrund der a priori Abschétzungen, ein gleichméfig strikt konkaver, gleichmiBig
elliptischer Operator ist, sind die Abschiitzungen von Krylov und Safonov [9,15,
16, 27] anwendbar. Wir erhalten

lull o200y < e

5.2. C*-Abschiitzungen. Nun wissen wir, dass “a”’ = u%” in der einmal
differenzierten Gleichung Holder-stetig ist. Daher liefert die Schaudertheorie, ite-
rativ angewandt auf die mehrfach differenzierte Gleichung, C*-Abschétzungen fiir
beliebiges k.

5.3. Existenz. Aufgrund der a priori Abschéitzungen liefert nun die Stetig-
keitsmethode (im Falle geeigneter Monotonie in u) oder eine Abbildungsgradme-
thode wie in [10] die Existenz einer Losung.






ANHANG A

Etwas elementare Algebra

1. Differenzieren der Determinante

LEMMA 1.1. Es gilt

0
Bau

det(ay;) = det(ag)a’",

falls a;; invertierbar ist und a' die Inverse ist, d. h. wenn a”aj, = &% gilt.

PrOOF. Es geniigt, diese Gleichung nach Multiplikation mit a;; und Summa-
tion iiber ¢ nachzurechnen. Zeige also, dass

0
8aij
gilt. Wir erhalten unmittelbar
a11
ai—11
det(ag;) = det 0
5 detlan)
Ai+11
an1
Daher gilt
0
0 a21
——det(ag) - a;x =det
3aﬁ
an 1
ai1
0
+det | 431
an 1
+..
ari
a1
=det
an 1

arj—1

Q;—15-1
Ai+15-1
An j—1

0

a2j5—-1

Qp j—1

ayj—1
0
azj—1

Qp j—1

ayj—1
a2 ;51

Qp j—1

19

det(akl)aik = det(akl)éi

0 aij4

Ai—1j+1
0

A1 541

O =

0 anjt1

ai g 0
0 azjn

0 anjt1
0 aij41

as k 0
0 asj+1

0 anjt1

a1k 01541
0 azjp

0 anjt1

A1n

Aj—1n

Ait+1n

a/nn

a2 n

ann

a1n

a3n

a'nn

a1n
a2 n

ann
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ai cee Q151 0 a1 j+1 ... QA1n
as cee Q2451 Q1K A2541 ... Qon
+det asq a3 j5—1 0 asj+1 asn
an1 cee Opgj—1 0 Qp j4+1 e Qnn
+ ...
ai1 a1j—1 ai g a1 541 a1 n
=det :
Gn1 --- Qpj—1 Qpk Qpj4yl  --. Gpn
87
=07 det(a,s).

2. Differenzieren der Inversen

LEMMA 2.1. Sei a;j(t) differenzierbar von t abhingig mit Inverser a' (t). Dann

gilt
d .. .
aa” = —q'* gl Akl
ProoF. Es gilt
b
aag; = ;
Nehme an, es gibt @ mit 4
aikdk] = 5?

Dann gilt a¥ = @, da

Differenzieren liefert

und somit folgt



Teil 2

Schoutentensorgleichungen






KAPITEL 4

Grundlagen

Wir méchten innere a priori Abschéitzungen beweisen. Diese finden sich in [11]
und in {iberarbeiteter Version in [26].

1. Zulassige Kegel

DEFINITION 1.1. Sei o : R” — R, 0 < k < n, die k-te elementarsymmetrische
Funktion, og = 1. o, =1 fir k<0 und o, =0 fir £ > n. Fir 1 <k <n gilt

or(A) = Z Aiy e Aiy -
1<i1<...<ip<n
Definiere
Iy ={AeR":0;(\) >0 firalle 0 <! <k}
und
Okii(A) = 0k (A)|r;=0-
LEMMA 1.2. Sei A €Ty, 1 <k <n, und sei \y > ... > \,. Dann gilt

. oy,

(i) o, (A) =ok—1:(A),

.. adk

(i) L) >

(i) Ak >0,

(iV) O'k(>\) :O'k,z(/\) + /\iak—l;i(/\)a

(V) Z Uk—l;i(/\) Z(n —k + l)O'k_1()\),

(Vi) Uk—1;7z(>\> >... > Uk—l;l(/\) > 0,

(vii) Th—1;k(A) >Cn ke Zak—l;i(/\)a Cnk >0,
- n 1/k k—1

(vii) o1 (N) Zn—LlH—l (k) (or (V)5

Weiterhin ist (o,(\))Y/* in Ty konkav. Uberdies ist oy, konkav, wenn man es als
Funktion einer symmetrischen Matriz betrachtet.

BEWEISSKIZZE. (i) ist elementar.

(ii) folgt aus [2] und [7].

(i) folgt durch wiederholte Anwendung von [13, Lemma 2.4], das besagt, dass
A € 'y, auch impliziert, dass o,.;(A) > 0 ist fiir 0 < h < k — 1 und beliebiges 7. Die
Behauptung folgt dann aus A\ + Agr1 + ...+ A, > 0.

23
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(iv) folgt direkt nach Definition, siche auch [18].

(v) folgt auch direkt nach Definition, siehe aber auch [13, 18].

(vi) findet sich in [6], dort aber auch ohne Beweis. Die Behauptung folgt aber
aus

Ok—1(A) = MiAjok—3:i;(A) + XNiok—2.ij + N\jOk—2:i5 + Ok—1:i5,

da [13, Lemma 2.4] die Ungleichung oj_2;; > 0 liefert. Setze nun \; = 0. Falls
k = 2 ist, ersetze 0j,_3.;; in der obigen Formel durch 0. Fiir £ = 1 ist die Behauptung
offensichtlich und die obige Formel wird iiberhaupt nicht benéttigt.

(vii) folgt aus (v) und [18].

(viii) folgt aus der MacLaurinschen Ungleichung [14, 21]

for A €T’y and k > 1 > 1, hier angewandt fiir [ =k — 1.
Die Konkavitit folgt aus [2] und [7] und [14] sowie [1, 8]
OF _ OF
, 0*F VIR p
F g = axon, it ¥ > ﬁ(%)?
.. 3 'L?é] X3

%,

2. Geometrie

DEFINITION 2.1. Der Schoutentensor einer Riemannschen Mannigfaltigkeit der
Dimension n > 3 ist definiert als

1 1
Sij=——5 (Rij - 2(n_1)Rgij> :

BEMERKUNG 2.2. Der Riemannsche Kriimmungstensor ist die Summe des kon-
form invarianten Weyltensors (mit einem gehobenen Index) und des Kulkarni-
Nomizu-Produktes der Metrik mit dem Schoutentensor. Also beinhaltet der Schou-

tentensor die geometrisch interessante Information bei konformen Deformationen
der Metrik.

LEMMA 2.3. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, v € C?( Dann

ist der Schoutentensor S’Z—j der konform dquivalenten Mannigfaltigkeit (M,g) =
(M7 6*2”9) gegeben durch
Sij = vij +vivj — 5|V0’gi; + Sy,
wobei wir Indices fiir kovariante Ableitungen schreiben.
Proor. D1~1rch (jirekteNS Einsetzen in die Definitionen erhélt man nacheinander
Ausdriicke fiir I'}y, R ji1, Rij, R und S;. O

Man verwendet unterschiedliche Schreibweisen fiir den konformen Faktor. Wir
bendtigen noch das folgende

LEMMA 2.4. Die Mannigfaltigkeit (M,g) = (M, ufzg), u € C?(M,Rsg) be-
sitzt den Schoutentensor S}j gegeben durch

& .1 2 Ny
uSij = wij — 55| Vul“gi; + uSi;.
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PROOF. Es gilt e7?¥ = 42 mit v wie in Lemma 2.3. Wir erhalten

v =logu,
1
Vi =—Uq,
u
1 1
Vi =— U — —5U;U;.
J U J u2 J

Somit folgt
gij =v;; + V05 — %|V1}‘29ij + Sij
1 1 1 1 9
:auij — ?uiuj -+ ﬁuiuj — ﬁ|VU| Gij + Sij,

woraus die Behauptung folgt. [

LEMMA 2.5. Die k-te elementarsymmetrische Funktion der FEigenwerte des
Schoutentensors beziiglich der Metrik ist f, falls

Ok ()\ (uSilglj)) =u"kf
gilt, wobei \ (ugilglj> die Eigenwerte von uS;g" bezeichnet.

ProoOF. Es gilt

BEMERKUNG 2.6. Wir schreiben auch
1 _
O (Uz’j — %‘VUPQU =+ uSZj> =Uu kf,
falls die Hintergrundmetrik g;; fixiert ist.

DEFINITION 2.7. Eine konforme Deformation (oder die zugehérige Funktion,
die diese Deformation induziert) heisst (fiir festes k) zuléssig, falls die Eigenwerte
des Schoutentensors der konform deformierten Metrik in I'j liegen.






KAPITEL 5

Lokale a priori Abschitzungen

1. Lokale C''-Abschitzungen

Fiir die C''-Abschitzungen, die der kompliziertere Teil der inneren a priori Ab-
schiitzungen sind, erhalten wir [11, 26].

THEOREM 1.1. Sei 1 < k < n, 0 < p € R. Die Funktion u sei eine zuldssige
C3-Lésung von

1
Ok (uij - %|VU|29@' + USij) = f(x)u™?

in einem geoddtischen Ball B,.(xo), xo ein beliebiger Punkt auf einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit. Seiu € C3 (BT (x0)> positiv und zulissig, S;; € C* (Br(sco)) und

0< f(z)eC!t (Br(xo)), Dann gilt

|Vul . .
— < k f f i .
W ((E(]) SCIN,R,D, T, Blr(lwo) U, ”fHCl(BT(IO))’Bi?a;O) f7 ||SJHC1

BEMERKUNG 1.2. Auch fiir allgemeinere rechte Seiten f(x,u) gilt eine solche
Abschitzung, die dann aber auch von sup u abhéingt.
Die Abschitzungen vereinfachen sich, wenn man statt % in der Testfunktion

2
(ﬁ) ,0 = %inf u verwendet. Die Abschitzung hiangt dann allerdings auch von

supu ab. (Habe diese Behauptung nicht tiberpriift.)

Siehe dazu [26].

Der Beweis dort scheint im Falle £ = n nicht zu funktionieren. Das Resultat ist
aber trotzdem richtig. Wir werden es im Anschlufl separat beweisen. Neil Trudinger
verweist auf [5] fiir eine schone Darstellung, die in allen Féllen funktioniert.

PrOOF OF THEOREM 1.1. Schreibe die Differentialgleichung in der Form

Flu] = f(x)u™P.
Definiere
Vul?
T
wobei

(dist(x,xg))2)+

plo)i= (1~

eine Abschneidefunktion ist.
Die Behauptung folgt, falls z in einem Maximum durch eine Konstante wie in
der Behauptung nach oben abgeschétzt ist.

27
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Nehme daher an, dass z in 21 € B,(zg) maximal sei. Fixiere ein Riemannsches
Normalkoordinatensystem, so dass ¢;; = dij, gij,x = 0, Ffj = 0 in x; gilt. Nehme
an, dass

|V'LL| =u; >0

im Punkt x; gilt.
Differenzieren der betrachteten Testfunktion liefert

1logz zélog\VuP —logu + log p,
0:(%10552)1‘
_uug up | pi
ST
0> (%1ogz)

ko o .. ko . k l
7'“/ Ukij +Uzj Uks U Ugg W UL Ujj Ui Uy n pﬂ B PipP;j

=

ij

Vul2 T [Vt N

Beachte hierbei, dass in z; die erste Ableitung von log z verschwindet. Somit stim-
men in diesem Punkt kovariante zweite Ableitungen und partielle zweite Ableitun-
gen {iberein und es folgt die angegebene Semidefinitheit.

Im Punkt x; vereinfacht sich dies zu

gt Wi pi

ug  uw o p’

k

Uyij | Uy Uki UpUL; Ui Ul PG PiPy
Oz——=t—5 -2 5 — "+t +t—=——3

Uy uf uy u U p P

U145 U jUas UUL Usgj Uiy Pij PipPj

T L B
S T 1

Betrachte F' als Funktion von

1
(Tij = U5 — %|VU"29H + ’U/Sijagij)

und setze

!
i = A(r)).
R )
Differenzieren der Gleichung Fu] = f(x)u~P liefert
. Vul>u;  vFu _
FY (um + (' 2122 - - um) 9ij + (uSij)1> = (f@)u?),.

Dies vereinfacht sich im Punkt 1 zu

Uy Uit

FU (uijl + (2; - )gij) = (f(x)u™?), — FY (uSij).

Dritte Ableitungen lassen sich wie folgt vertauschen

!
Uil = U5 + g 1.
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Wir erhalten somit in z1 mit F%g;; = tr FJ
0>F% (%logz)

1

-

j

ij ! ij Uaj Ui ij U1il1;
Fi (Ui‘l - R i’lul) + E F _FuY
J J u2 u?
1 1
a>1

_piitia i Yl pig (P PiP
u u2 p p2

3
>i ((fup)l — F(uS;;), — <u1 _ U1U11> trFij)
u

“uy 2u?
—ctr F7 4+ F —Lpe 71;2 1
ot 1 1
_put g g (P iR
u u? p PP
Aufgrund der Eulerschen Homogenitétsrelation erhalten wir

1, 1, 1 o
g F iy = Y (uii = 551Vl gis +“S”'>

1 ” ”
— ﬁ‘VU‘ZtI‘F] +FjSij
——lkF—iW [Ptr FY7 + FS;;
! gz VT *

1 - uf ij ij
>— —kfu ™ — —trFY —ctr F'¥
U 2u?

_ _ 1 iy _ ij
Z = i 2thrF ctr F*7.

Weiterhin gilt die folgende einfache Abschétzung

= ((7uP), - F(uS;))

u~? —p—1 ij u ij
>—c— —cu —ctrFY —c—tr F
U1 U1

-Pp ..
>—c (upl + u) —c (1 + u> tr F'Y.
Uq U7

Nun gilt mit d = dist(z, z¢) in B,-(zo)

_2dd;
Pi——TT,
_2ddij + 2d;d;
e
(oii pips 2 4d? .
F (p] -~ §]> =— —FY(ddy; + didj) — = FVdid;
PP pr "
c ” ij
Z—p?tI‘Fj—rzpzter
1 -
>_—c tr F*7,

= T2p2
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da d < r, [Vd| <1 fast iiberall und 0 < p < 1. Diese Abschiitzung gilt zuniichst
nur fiir x # xg, da d in xg nicht differenzierbar ist.

Da p € C?(B,(z)) folgt die Abschiitzung dann aus Stetigkeitsgriinden aber
auch in ganz B,.(x¢).

Oben eingesetzt ergibt sich

0> ZFij uail;aj _ i Ulﬂ;lj

a>1 Uy Uy

- ¢ —u—%trF” ctrF”—|—F11—2— tr F4
uPtl 292 r2p?

— —c|l1l+ — trF”——ltrF”—l—AtrF”.
wuP Uy 2u? U

Hier heben sich drei Terme gegenseitig weg.
Benutze nun

Vol <L
p T rp
und die Extremalbedingung in x
Eﬂt i pii 21 U1iU15
U u u?

:m<m_P1>trFij_Fij(W_ﬂv:> <w_ﬂj>
U\ u p U p U p

2

Uy py ML pu putiy opi Yl i il
u u rp u u p p
> = ﬂit F9 — trFU
urp r2p2

Ist =+ <1, so ist die Behauptung trivial, da z gleichméflig nach oben beschrinkt
ist. Sonst folgt in

Ui Ui 1 up 1 g c c
0>S pilteitled (WMD) g pid -
= z; u? ¢ r2p2 T rp + ' wpuP  yptl

Nehme zunéchst an, dass es € > 0 gibt so dass

|4
E Uailhaj = E

a>1

tr FY9 — cu? tr FY

gilt, was wir im néchsten Lemma beweisen wollen.
Nach Lemma 1.2 (i), (v) und (viii) erhalten wir

80'k
o\

= Z Uk—l;i()\)

=(n—k+1)or_1(N)

k(1) e

(1) ey

tr FY =
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1/k

1 /n 1
>1 —
e (k) up’

wobei ¢ insbesondere von inf f und inf u abhéngt.
Wir erhalten also

£ |[Vul? e 1 |Vul?
— 1t FY _
2 u? 8 +20up u2

< u? N 1 n up 1 1)t F c " c
c|l—5+—5=+—u— r — .
—\u o e ouworp wup  uptl

Nehme zunéichst an, dass der Term mit der Spur der grofite der beiden Aus-
driicke auf der rechten Seite ist. Dann erhalten wir

Vul? u? 1 uy 1
| 2| §C<2+22+1+1>
u ui  r?p uTp

1 u? velis 1

il BRI _—

=92 r2p2

aufgrund der Cauchyschen Ungleichung und da <+ > 1. Wir multiplizieren mit p?
un benutzen, dass 0 < p <1

2 2 2
94 ) = T4 2y < 17

U 1
p~(wo) < 72P2<931> <c (1 + 2) <ec
u r
Damit folgt die Behauptung in diesem Fall.
Sonst erhalten wir in z

Vul? 1 1 1
| Z' <c(+><c<u+1><c,
U U1 u U1 u

da die Konstante von inf v abhingen darf. Der Rest des Argumentes folgt nun wie
oben.
Somit bleibt noch das angekiindigte Lemma zu beweisen. O

LEMMA 1.3. Unter den Voraussetzungen von Theorem 1.1 und den ohne Fin-
schrdankungen gemachten Annahmen gibt es € > 0, das von denselben Grofien wie ¢
im Theorem abhdngt, so dass in einem Normalkoordinatensystem wie im Theorem

[Vul*

12 tr F¥9 — cy® tr FY
U

E F”uaiuaj Z 3

a>1

gilt oder es gilt die Behauptung von Theorem 1.1.

Proor. (Erst hier ist das modifizierte Argument in [26] deutlich kiirzer.)
Definiere b := i|Vu|2 und U5 = usj + uSs;.
Es geniigt, die folgende Ungleichung nachzuweisen
A=Y Figiia; > eb® tr FY.
a>1
Der allgemeine Fall folgt dann direkt durch Einsetzen der Definition von ;; aus
der Cauchyschen Ungleichung.

Nach Rotation des Koordinatensystems diirfen wir annehmen, dass @;; in einem
festen Punkt diagonal ist. Dann ist auch F* in diesem Punkt diagonal. (Dies sieht
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man direkt, wenn man o} durch Unterdeterminanten ausdriickt.) Dann sind die
Eigenwerte von
tij = 55| Vul®gi; = uij — 57 |Vul?gi; + uSi
gegeben durch
A =11 —b,..., Ay = Uppn — .
Sei ¢ ein Einheitsvektor, der so gewahlt ist, dass ug = |Vu| im betrachteten Punkt
gilt. Nehme weiterhin an, dass nach einer weiteren Rotation des Koordinatensys-

tems zusétzlich noch A\; > ... > A, gilt.
In diesen neuen Koordinaten gilt

A= Z (F“ﬂ’%z B FnﬂQz) ]

Nehme zun#chst an, dass es ein kleines, noch zu fixierendes, dg gibt, so dass
fiir alle Einheitsvektoren e; die Ungleichung (e;, &) < 1 — §¢ gilt. Dann folgt mit
A5 = Fklaki’&lj

—tra” Zau 5,61 6;6g>

—Za” Zau & ei)?
ZZaii ].— ].— ))

= (2(50 — (53) tr Qi
250 tr Qjj.

Da X\ € T’y folgt insbesondere A\, > 0 oder dquivalent wg, > b. Wir benutzen Lemma
1.2 (i), (vii)
A > §ob2F* > 5,0 tr FY
fiir ein 97 mit dp > J; > 0 und beschrinktem Quotienten dy/d;. In diesem Fall folgt
also die Behauptung des Lemmas.
Betrachte nun den Fall, dass ein ¢* existiert, so dass {(e;«,&) > 1—4g gilt. Nehme
an, dass 0y < & gilt. Wir erhalten fiir 4 # i*

627 <Z ejv el ,£> <ei*a£>2Sl_(1_50)2:(2_60)50<2'%:%'
JF#*
Es folgt
(1.1) A>3 P
i

Nehme an, dass es j > k, j # i, gibt, so dass u;; > ab fiir eine nach unten
kontrollierte Konstante a > 0. Dann erhalten wir mit Lemma 1.2 (i), (vi) und (vii)

A>LFiia2 > LR (ab)? > 6,b° tr FY
fiir eine Konstante o mit dy > do > 0 und kontrolliertem Quotienten &y/d2. Falls
dies nicht erfiillt ist, muss dies an der Bedingung an j liegen, da stets gy = Ap+b >
b gilt. Daher gilt in diesem Fall i* = k.

Nehme also im Folgenden an, dass i* = k gilt mit (e;«,£) > 1 — §p und dass es
kein j wie oben beschrieben gibt.
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Wir unterscheinen zwei Félle:
1. Fall: Gelte zunéchst ¥ < n—2. Aus dem Beweis von Lemma 1.2 (iii) erhalten
wir A + -+ 4+ A, > 0, also auch A\, > —(Ag+1 + -+ + A\n). Nach Annahme gilt

fiir alle j > k£ 4 1 die Ungleichung %;; < ab und somit nach Definition von A auch
Aj < —(1 — a)b. Somit folgt

A > (n—k)(1—a)b>2(1—a)b,

da wir k < n — 2 angenommen hatten.
Andererseits diirfen wir annehmen, dass

p U
gilt. Sonst erhalten wir mit einer Abschétzung fiir Vp wie im Beweis von Theorem
1.1

Pe| o ‘W’ <°

p P rp

und Theorem 1.1 folgt direkt aus dieser Ungleichung. Weiterhin diirfen wir anneh-
men, dass auch 14 [Sge| < e @ fiir eine kleine Konstante € > 0 gilt, da auch sonst
das Theorem direkt folgt. Somit erhalten wir mit Hilfe der Extremalitétsbedingung
in der Testfunktion in Theorem 1.1, wobei hier e; dem Vektor £ entspricht

ug
1.2 — <
( ) au -

lUge =uge + uSee
Uu,
<ug = g|Vul
ug

U Vul|?
<|Vu| (ug - p;) + s%

[Vul [Vul|?
+e——
U

=(2+2a+2)b
=(2+ a)b.

Hier haben wir zum Schluss € = €(«a) hinreichend klein fixiert. Somit kann & klein
gewdhlt werden. Im Falle 4, > 0 gilt

Uge = Zf?ﬂu > ik
i
Sonst argumentieren wir wie folgt. Aufgrund der Zulédssigkeit erhalten wir
A+ .o+ A, >0,

Ugk + -« + Upp — b(n — k+ 1) >0.

Wahle [, k <1 <n+1, so dass
Ukl = - 2 Up—11-1 =2 0> Uy > ... 2 Upp
Somit gilt
Uk + .o + Uk + Uy + ... + Upy >0,
G+ .+ Elnn > (lu + - .- + Gnn) Smax &I

> — niigk gl;gl&l?
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lge =Y &l

1
>& gy, — Ny, - fg?}gi &

> (&8 — a(bo)) tkk

fiir eine &(do) > 0 mit &(dp) — 0 fiir o — 0. Benutze, dass i* = k gilt und
uge < (2+a)b

(1 — o) et <EFTkk
2
k ~
5 i U
=& —ald)
2

g@+d§gj§@§u

Hieraus folgt

i 2+a &
= — < —1 ~
A = ik “((1—50)25,3—@(50 brb

und aufgrund des letzten Abschnittes
Ak > 2(1 — a)b =~ 20b.

Fiir hinreichend klein gewihlte Konstanten dp, @ und & gelten die ,,~“-Zeichen
naherungsweise und wir erhalten demnach einen Widerspruch.

2. Fall: Sei nun k = n — 1. Indem man nach Termen mit A\;_; und nach solchen
ohne sortiert, erhélt man

(1.3) et = ap(A) — > -

01

Da wir angenommen haben, dass kein j wie oben beschrieben existiert, gilt @, < ab
und somit ergibt sich

Ap = lpp — b < —(1—a)b.
Durch direktes Differenzieren und wie im Beweis von Lemma 1.2 (iii) erhalten wir

o0
e .“6)\71—20'

k()\) =M1+ A, 2 0.

Hieraus folgt insbesondere auch, dass die A’s nicht nur nach ihrer Gréfle, sondern
auch betragsméssig nach ihrer Grofie geordnet sind. Wir kombinieren die letzten
beiden Ungleichungen und erhalten A,_; > (1 — «)b. Somit gilt \; > (1 — a)b fiir
alle ¢ mit 1 < i < n — 1. Wir erhalten mit (1.3) und den obigen Abschétzungen fiir
An—1 und A\,

BO'k
OAip—1

Mem1 > =M1 Anmz s Ape1 - A > (1= @)% Aq -+ Aps.
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Aus (1.1) erhalten wir

80’k
1 ~2
A>3 O 1k
1 90k (o ..
>3 Az_; nach Definition von A\;_;
01

Z%(l — Oé)2b2)\1 . )\n_g

>1p2tr P,
da A1 -+ Ap_o > 0 ist und es sich um den grofiten einzelnen Summanden im

Ausdruck fiir die Spur handelt. Beachte auch, dass die \’s betragsméfig angeordnet
sind.
Somit folgt das Lemma. |

Das folgende Theorem behandelt den noch ausstehenden Fall £ = n. Es ist
etwas spezieller, p tritt nicht auf. Wir folgen dabei [11].
THEOREM 1.4. Die Funktion u sei eine zuldssige C3-Lésung von
det Wij . det (uij + uu; — %\Vu\zgij + Slj)
—2u) —2nu = f({I?)
det(gi;e—*") e det gi;
in einem geoddtischen Ball B,.(xo), xo ein beliebiger Punkt auf einer Riemannschen

Mannigfaltigkeit. Seiu € C3 (BT (x0)> positiv und zulissig, S;; € C* (Br(sco)) und
0< f(z)ecC! (Br(xo)), Dann gilt

\% < s 1y inf ) zg))>s inf ) SZ .
Vo) < e (it s e ot £ 1Sl )

PRrOOF. Wir betrachten die Funktion H := p|Vu|?, wobei p eine C2-Abschnei-
defunktion ist mit p(zo) = 1, p(z) = 0 fir « € By(z0), 0 < p < 1. Seib > 1
so gewihlt, dass |Vp|? < bp und [V2?p| < b. Sei x1 in B,.(xo) so gewihlt, dass
H(xz1) > H(x) fur alle z. Wéhle in 21 Normalkoordinaten, so dass w;;(z1) diagonal
ist.

Im Maximum erhalten wir aufgrund der Extremalitit
und

0> Hyj; :p¢j|Vu|2 + 2pukukij
+ 2piukukj + 2pjukuki + 2pgklukiulj
= (pij - 2pippj> \Vul? + 2puFur; + 2pg" upiug.
Somit gilt in diesem Punkt

pipj) |Vul? + 2pukwijukij + 2pwijgklukiulj.
P

(1.4) 0 > ’LUinij = wij (pij -2

Wir behandeln jeden der hier auftretenden Terme separat.
Zunéchst gilt

w <pij - Qpipj> |Vul? > —c(b) trw® |Vu|?.
p
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Fiir den zweiten Term diirfen wir annehmen, dass
H(zy) > A%b?
fiir eine Konstante A > 1 gilt. Wir schlielen, dass
12 < @
- Ab

Nehme fiir spiter weiterhin an, dass [Vu| > 1 im Extremum gilt. Die Extremalbe-
dingung liefert
k Pi 2
i =——|Vul|”.
u ug 2p| ul
Wir erhalten aufgrund der Annahmen an p die folgende Abschitzung
k _ Vol 2 o 1.-1/2 2 11 3_ 11 3
|uugs| = TP\WI < 307 AVuPVD < §m|vu| < 52|VU|
fiir jedes 1 <¢ < n.
Im zweiten Term auf der rechten Seite von (1.4) vertauschen wir kovariante
Ableitungen mit Hilfe der Formel
Uij = Wijk — Rmijeg™ w
und benutzen die differenzierte Gleichung
det Wi j

8 1t e =log f(x) — 2nu,

e 1
wwij = < fr — 2nug

f

sowie die Definition von w;;
2puFwug; =200 w7 (wiin — Runijig™ )
>2puFwugy, — cptrw®? |Vul?
:2pukwijwij;k — 2puFw? (uiuj - %\Vu\Zgij + Sij)le — eptrw® |Vul?
22puk <J1cfk — 2nuk> - 4pukwijuikuj + 2pukwijululkgij
— cptrw®|Vul?
> — cptrw” |Vl Z |uku;m’ — cptrw”|Vul?

(3

> — %ptrwij|Vu|4 — eptrw|Vul?
c ..

> — —ptrw|Vul?,

>~ |Vl

wenn wir ohne Einschrinkung % > 1 annehmen. Hier haben wir auch benutzt,
dass die untere Schranke an u aufgrund der Gleichung eine obere Schranke an
das Produkt der Eigenwerte von w;; beziiglich g;; impliziert. Daraus leiten wir
eine untere Schranke an das Produkt der Eigenwerte von w® her. Mit Hilfe der
geometrisch-arithmetischen Ungleichung folgt daraus eine positive untere Schranke
fiir tr w¥, was wir oben bereits benutzt haben.
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Wir wollen noch den dritten ,guten® Term in (1.4) ausnutzen
wijgklukiulj =
:wijgkl (wkj — UpU; + %|Vu|2gk]— — Skj) (wli —wu; + %|Vu|2gu - Slz)
:wijwkjwligkl + wijuiuj|Vu|2 + %|Vu\4 trw® + wijSkjSligkl — 25;’;uluigkl
+ 01|Vl ?8F — 261 S1ig* — w0 |Vl Pugu;oF + 20 ugu;Sig™
— w|Vulgy; Siig"
>wiig” + HVu|* trw” — ctrw” — | Vul? — ¢ — etrw” |[Vu|?
> 1| Vul* trw'.
In dieser Rechnung tauchte ein Term mit unterschiedlichen Vorzeichen zweimal auf;

er fillt daher weg.
Somit folgt aus (1.4) unter Benutzung der unteren Schranke an H(x1) und b

0> — c(b) trw"|Vul? — %ptrwij|Vu|4 + 2p|Vu|* trw”

c(b) ¢ ij 4,1 4 ij
= (#M)ptrwﬂw 5ol Vul it

Wihlen wir A > 1 geniigend grof3, so erhalten wir einen Widerspruch. Folglich
war eine unserer ohne Einschréinkung gemachten Annahmen falsch. Dies beschréinkt
dann aber H wie gewiinscht und das Lemma folgt. [

Zu den lokalen C*-Abschiitzungen, Theorem 1.1, erhalten wir das folgende

KOROLLAR 1.5. Sei 1 < k <mn, 0 <p € R. Die Funktion u sei eine zuldssige
C3-Losung von

1 _
O <Uij - %WUFQ@' + USij) = f(@)u™”
in einem geoddtischen Ball Ba,-(z0), xg ein beliebiger Punkt auf einer Riemannschen

Mannigfaltigkeit. Sei u € C3 (BQT(xO)) positiv und zulissig, S;; € C! (BQT(.'L'O))
und 0 < f(z) € C* (Bzr(xo)) Dann gilt

sup u<cl|n,k,pr, inf wu, =), inf  f|Siillcr ) .
g w<e (kg il ot £ 1Sl

PrOOF. Wihle 27 und x5 in B, (zo), so dass

u(zy) < 2igfu und  u(z2) > 1supu

T i

und eine differenzierbare Kurve v : [0,1] — B,(zo) der Lénge L(v) < 3r mit
7(0) = z1 und (1) = 3. Nach Theorem 1.1 gibt es eine Konstante ¢; > 0, so dass

@ < ¢ in By(xo).
U
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Es gilt
1
d
logu(ze) =logu(xy) 7 log u(y(7))dr
0
1
=logu(x) +/ (7 ’W(T»dT
u(y(7))
0
\%
<logu(z1) + / % Y ldr
0
<logu(x1) 4+ ¢ - 3r.
und wir erhalten eine obere Schranke fiir u(x2) und damit auch fiir sup w. O

B, (:Co)

BEMERKUNG 1.6. Durch genauere Analyse der Abhéngigkeiten der Konstanten
erhilt man fiir solche Gleichungen ein Bernsteintheorem, siehe [26].

2. Lokale C?-Abschitzungen

BEMERKUNG 2.1. Im Zusammenhang von Reflektorgleichungen treten solche
lokalen Abschétzungen auch schon bei [12] auf. Sie betrachten nur den Fall k£ = n.
Dort darf die rechte Seite f auch von Dwu abhidngen. Dann maximiert man al-
lerdings eine Grofle, die die Summe der Eigenwerte enthilt. Selbst wenn man im
hier betrachteten Fall ein Maximumprinzip fiir eine entsprechende Grofle aufstellen
konnte, wiirde dies noch keine C2-Schranken liefern.

Im Fall £ = n darf f auch von Du abhéingen. Hiervon iiberzeugt man sich leicht
anhand der Modellgleichung

log det (u;; — 2[Dul?6;;) = f(Du) in R™
Hierzu maximiert man die Grofe
W =logwii + 2logp
=log (u11 - %|Du\2511) + 2log p.
Mit Hilfe der iiblichen Anderungen erhilt man ein analoges Resultat auch fiir
logdet (us; — 5 [Dul®g;; + uSij) = f(z,u, Du)

in Riemannschen Mannigfaltigkeiten.

Beachte insbesondere, dass tr I’/ — oo, falls k = n ist und falls eine Eigenwert
unbeschrinkt wird, das Produkt aber beschrinkt bleibt. Dies braucht fiir & < n
nicht zu gelten (Gegenbeispiel: 1. Die Spur ist konstant.) und man bekommt dann
Probleme beim Term

tr F”u’fukl + fpipj U1 U 1 -

Die Wahl der Abschneidefunktion p ist fiir die inneren C2-Abschétzungen nicht
wesentlich. Dieselben Abschitzungen erhilt man, falls man log ¢ mit ¢ € C? und
0 < ¢ <1 verwendet.

Die fiir innere Abschiitzungen nétigen Strukturbedingungen werden in [5] noch
genauer untersucht.
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Es gelten die folgenden lokalen inneren Abschéitzungen fiir zweite kovariante
Ableitungen von wu.

THEOREM 2.2. Seil <k <n. Seiuec C* (Br(xo)) eine zuldssige Lésung von

il = (o0 (3 (s = 9, +5,))) " = s

in einem geoditischen Ball By(xq), xo ein beliebiger Punkt auf einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit. Seien S;; € C? (Br(xo)) und 0 < f € C? (Br(xo)). Dann gilt

uis(20) < (.7, [ullen infw,inf £, |l 1Sz
PRrROOF. Setze Us; 1= u;j — i|Vu|2gij + uS;;. Differenzieren liefert
FiiU 0 =Vif,
FiU;j01 + FORUG Uy =ViVif,

“

wobei wir zur Verdeutlichung ,,;“ und ,,V“fiir kovariante Ableitungen verwenden.

Da U;; — (0% (Uij))l/k = (or (M (Uil)))l/k eine konkave Funktion ist, folgt
F'9U;j.11 > V1iVif.

Sei wieder u;; = u;; + uS;;. Betrachte fiir n # 0 die Funktion

& b
TM > 7 Y (B,(x0)) 3 (x,1) — W = log % +2log p,
i

- (2) (- ey

Dann gibt es 1 € B,.(x¢) und einen Einheitstangentialvektor n; € T, M, so dass
W in (z1,71) maximal wird.
Wir bemerken, dass die betrachtete Funktion nur wohldefiniert ist, wenn

wobel wiederum

@'y’ >0
ist. Da aber sogar .
Usj = i — 5= Vul*gi;
zuléssig ist und somit mindestens einen positiven Eigenwert besitzt, ist dies auch
fiir U;; der Fall und die betrachtete Grofle ist fiir jedes  und einen geeigneten
Vektor n wohldefiniert.
Waéihle Normalkoordinaten um x; und nehme an, dass in diesen Koordinaten

m = (1,0,...,0) gilt. Setze n = 71 in diesen Koordinaten konstant fort. Wir be-
haupten (vgl. [8]), dass

win'n’

gin'n?
im Punkt xy dieselben kovarianten Ableitungen (bis zur zweiten Ordnung) haben.
Es gilt namlich

(ﬁijninj> Uggen'n’ + a5l ' - 2gim'),
9ii'7 ) gign'n’ (gijn'n?)°
M =M + L’

und ’17,11




40 5. LOKALE A PRIORI ABSCHATZUNGEN

wobei wir hier zur Verdeutlichung ,;“ fiir kovariante Ableitungen und ,,,* fiir par-
tielle Ableitungen schreiben. In Normalkoordinaten gilt damit in xq

agn'n’\
i ) = Tk
g ) 4,

(aijninj) g+ 200y G’y - 29im
9ii ' ) gign'n’ (gijnin?)?

5 ~ J ~ i o
=Un1;k0 + 20150 — 2“1191‘3‘77177;1@1

Weiterhin gilt in z;

=U11;k-

Hier geht dann auch ein, dass wir im Extremalpunkt @;; als diagonal annehmen
diirfen.
Daher diirfen wir im Folgenden

W =logui1 + 2logp

annehmen. Aufgrund der Extremalitéit ergibt sich in x4

0=, = i 4 oP
U1l p
0 Zﬂil;ij B ﬂn;j,ﬂn;j P (Pm _ P;z’g;j>
U1l Uil P P

:ﬂ}m Lol _ GP;MQ?;J‘_
U11 p P
Wir erhalten

1 .. 2 . 6 ..
0> —FYu; + —FYpu5 — S F7pip;-
11 p p

Fiir den Term mit vierten Ableitungen von u berechnen wir

Uy =uir + w1,
Ut1; =w11; + uS11 + uS114,
Uit =U1145 + WijS11 + ©iS115 + w115 + wS11,5
>U1145 — CU1l — €
>U1145 — CUL1,
wobei wir ohne Einschrénkung angenommen haben, dass @11 groB ist und dass

diagonal ist. Damit werden w11 und w7 vergleichbar. Falls dies im Maximum nicht

der Fall ist, bekommen wir eine globale Schranke an W und das Theorem folgt
direkt.
Wir benutzen die folgenden Vertauschungsregeln

b
Uijk =Ukij + Uag™ Roijk,
b b
Uikly =Uikjl + Ukag™ Roitj + Uiag™ Rokij
und erhalten im nichttrivialen Fall

U114j = Wij11 — CULL-
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Differenzieren der Gleichung liefert
F9U;j.11 >ViVif(z,u)
> — curr.

Setze tr F'"/ = F'Jg;;. Somit ergibt sich aufgrund der unteren Schranke tr F*/ >
¢ >0 aus Lemma 1.2 (v),da p <1

1 . . . 1 1 .
0 Zf (F”uiju — CU11 tI‘F” — F”Uij;n) + fFljUij;H — 07 tr Y
U1 P

Uil
1 ../ 1 1 '
>—F9 ( —|Vul’g;; —uS;; | —c—trFY
T (2u ulgy —u ZJ)u CP2 '
1 .. 1 2 Lok . /
1 B 1 9 9 1 2 1 k
:THF” <u3u1|VU| gij — ﬁuuwu\ Gij — ﬁulu Uk19i5
1 .. 1 L 1
+ —FY (_gulukumgz‘j + utiuagi; + ukukllgij)
U1y u Y !
1 ..
+ = FY (—u11 855 = 2ur Sija — uSijn)
Uil
1 ..
— Ci2 tr }P,L'7
p
1 11 ij
> (ﬂu + = —uFup — Cz) tr
u U Ui P

Hier haben wir wieder haufiger u1 und w17 verglichen. Benutzen wir nochmals die
Extremalbedingung, so ergibt sich

Gp* <c
und das Maximum ist kontrolliert.
Dies kontrolliert den grofiten Eigenwert A;. Da aufgrund der Zuléssigkeit A\, +

...+ Xy > 0 gilt und Ay > )\ ist, sind alle Eigenwerte kontrolliert und die C2-
Abschétzungen folgen. O

BEMERKUNG 2.3. In [26] werden auch Gegenbeispiele zur inneren Regularitit
fiir solche Gleichungen behandelt, wenn sich das Vorzeichen der Gradiententerme
aufgrund einer anderen Form der Zuléssigkeit von Losungen umdreht.
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KAPITEL 6

Problemstellung und erste Abschitzungen

1. Existenzsatz

Dieses Kapitel ist teilweise ziemlich knapp geschrieben und sollte erst nach
Lektiire des Kapitels iiber das Dirichletproblem gelesen werden.

Wir folgen hier [20], benutzen jedoch die C'-Abschiitzungen von [24, Theorem
3.1] und benutzen fiir die C2-Abschétzungen [23, Lemma 4.1].

Ziel dieses Kapitels ist der Beweis des folgenden Theorems.

THEOREM 1.1. Sei Q C R™ strikt konvex. Die Funktion f : Q x R x R® — R
sei positiv und erfille f, > 0. Sei weiterhin ¢ : Q2 x R — R mit ¢, < 0 gegeben.

Dann gibt es unter den zusditzlichen Voraussetzungen aus Kapitel 2, die nur fir
die C°-Abschitzungen ndétig sind, eine glatte strikt konveze Funktion u : Q — R,
die das folgende Randwertproblem [jst.

{det D?*u = f(-,u,Du) in Q,

(1.1) u, = (Du,v) = p(-,u)  auf 0.

Die in der Originalversion vorausgesetzte strikte Monotonie an ¢, ¢, < % <0,
bendtigt man nicht; man nutzt stattdessen die strikte Konvexitit des Randes 02
aus.

2. CY-Abschitzungen

Die C°-Abschitzungen benétigen einige technische Voraussetzungen, die im
Rest des Beweises nicht mehr benétigt werden.

Wir betrachten eine glatte strikt konvexe Losung u : Q@ — R von (1.1).

Nehme an, dass es positive Funktionen g € L'(Q2) und h € Li _(R") gibt, so

loc
dass

9(z)
f($,Z,P) < @

fiir alle z € Q, z < N und p € R" fiir eine Konstante IV gilt. Nehme weiterhin an,
dass

fo< ]

Q R

o(x,z) <0 fiir alle z € 99, z > Ny

gilt. Gelte fiir eine Konstante N;

und auf dem Rand konvergiere
o(x,z) = 0o gleichmiBig fiir z — —oo.

Dann gilt das folgende Theorem, das mit demselben Beweis auch fiir oblique
Randbedingungen gilt.

45
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THEOREM 2.1. Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet und sei u eine Ldsung von
(1.1). Dann ist u in Abhdngigkeit von den Daten in C° a priori beschrinkt.

ProoOF. Aufgrund der Konvexitdt von u tritt das Maximum von u am Rand
auf. Dort gilt u,, > 0. Somit kann dieses Maximum nicht gréfier als Ny sein und die
obere Schranke folgt.

Fiir die untere Schranke wéahlen wir Ry > 0, so dass

fo= [
Q |z|<Ro
gilt. Definiere die Menge
Ay :={zeQ:u(z) < N}.

Aufgrund der Integraltransformationsformel erhalten wir fiir R > Ry

/ h(y)dy = /h(Du(w))detD2u($)dw §Q[g§9/g< / h.

Du(Qn) Qn lz|<R

Daher gibt es einen Vektor p € Br(0)\ Du(2n). Sei w eine affine Funktion, so dass
w < win Q, Dw = p und w(zo) = u(xg) in einen Punkt zg € Q gelten. Nach Wahl
von p gilt 29 € 2\ Qn.

Sei zunéchst xg € Q \ Q. Dann gilt u(xg) > N. Da |Dw| < R nach Wahl von
p ist, folgt w > N — Rdiam ).

Betrachte nun den Fall zg € Q). Im Punkte x¢ gilt dann

o(xg,u) = (Du,v) < (Dw,v) < R.

Da am Rand ¢ unendlich wird, wenn z — —oo konvergiert, erhalten wir hieraus eine
untere Schranke an u(zg). In diesem Falle folgt dann die untere Schranke analog zu
oben, da u(xo) nach unten beschriinkt ist und der Graph von u iiber dem Graphen
der affin linearen Funktion w, die einen beschrinkten Gradienten hat, liegt. O

3. Cl-Abschitzungen (Eistiitenabschitzung)

Im folgenden geben wir einen Beweis fiir C1-Abschitzungen, bei dem die Ab-
schiitzung im Gegensatz zu [20] nicht von der Oszillation der Losung abhingt.
Dies ist zwar hier nicht notig, dieser Beweis ist aber weiter anwendbar als die
urspriinglichen C*'-Abschitzungen in [20].

Hier ist der Fall fiir oblique Randbedingungen etwas komplizierter als der Fall
fiir Neumannrandbedingungen und kann nicht direkt aus diesem abgeleitet werden.
Daher fithren wir hier den Beweis fiir oblique Randbedingungen.

THEOREM 3.1 (Eistiitenabschitzung). Sei Q@ C R™ glatt und beschrinkt, u :
Q — R eine glatte strikt konvexre Funktion, fir die |ug| auf O gleichmdfig be-
schrankt ist, wobei B ein auf Lange eins normiertes Vektorfeld auf 0) ist, so dass
(B,v) > ¢g fir eine positive Konstante ¢z > 0 gilt. Dann ist sup |Du| gleichmdfig
beschrinkt. Die Schranke hdngt insbesondere nicht von der Oszillation von u ab.

PROOF. Der Name des Satzes stammt von der Art und Weise, wie wir Bélle in
Kegeln platzieren. Dies erinnert an eine Eistiite mit einer Kugel Eis darin.

Wir fiithren einen Widerspruchsbeweis.

Nehme an, dass es einen Punkt z gibt, in dem |Du| ein grofles Maximum der
GroBle M annimmt. Falls M grofler als eine geeignet gewéhlte Konstante M ist,



3. C'-ABSCHATZUNGEN (EISTUTENABSCHATZUNG) 47

konnen wir einen Widerspruch herleiten. Da u strikt konvex ist, gilt automatisch
xg € 0. Im Punkte z¢ withlen wir eine Tangentialrichtung &, (wobei ,Richtung*
fiir einen Vektor der Lange eins steht) so dass (Du(zg), &) groBer ist, als wenn wir
irgendeine andere Tangentialrichtung einsetzen.

Wir wollen zunéchst eine untere Abschétzung fiir (Du(xg),&) im Verhéltnis
zu M beweisen.

Sei ¢&; eine Richtung mit (Du(xg),&1) = M. Wie in [31] zerlegen wir eine
Richtung ¢ mit Hilfe von § und einem Tangentialvektor 7(£) in

v, €)

(3.1) =T+ (5o
wobei
—c_(y V_<Vaf> T T _3_ Ny
7(5)_5 <7§> <ﬂ’y>ﬁ I ﬁ ﬁ <6? >

Beachte, dass |7(§)| nach Annahme an 3 beschrinkt ist. Zerlegen wir nun &; ent-
sprechend, so erhalten wir

<V’§1><

M =(Du, &) = (Du,7(&1)) + G Du, 3)
<|r(&)! - Jax (Du, 1)+ ¢
|7|=1

=|7(&1)| - (Du(wo), &o) + c.

Somit schlieBen wir, dass (Du(zo),&) > 2L, gilt, falls M > My ist und wir M,
grof} genug gewihlt haben. Fiir eine Richtung £ in der Nidhe von &g, genauer, fiir
€ — &l < e =5 <1, erhalten wir

(3.2) (Du(wo),€) = (Du, &) + (Du, € — &) > & — M€ — €| > eM.

Aufgrund der Konvexitéit von u schlieflen wir, dass (Du(y), &) > eM fiir alle Punkte
y € Qder Form y = xg+\-£ gilt. Hier sind A > 0 und £ so zu wiihlen, dass [ —&| < ¢
und zo +t- A+ € € Q fiir alle ¢ € [0,1] gilt.

Aufgrund der gleichméfligen Schranke an die Hauptkriimmungen von 92 C R™
sehen wir, dass es ein R > 0 und ein z; € 99 gibt, so dass |zg — 1| > 2R und
so, dass weiterhin jedes © € Bpg(z1) N 0N sich in der Form zg + A - £ wie oben
beschrieben darstellen lidsst. Demnach gilt aufgrund von (3.2) in 92 N Bgr(x1) die
Ungleichung |Du| > eM. Nach Konstruktion gilt

weBRl(Ialcfl)maﬂ u(z) > u(xo).

Betrachten wir den von den beschriebenen Richtungen ¢ erzeugten Kegel und
die gerade darin gefundene Kugel, so erklért sich der Name des Satzes.

Nun gehen wir induktiv vor. Beachte dabei, dass R und € als von xy unabhéngi-
ge Konstanten gewiithlt werden konnen. Solange noch |Du(z;)| > Me? > My gilt
konnen wir einen weiteren Punkt x;41 von z; ausgehend in genau derselben Weise
finden, wie wir von zo ausgehend den Punkt z; gefunden haben. Daher kénnen
wir, falls nur M = sup |Du| geniigend gro$ ist, eine Folge von Punkten {x;};=o,... n
beliebiger Léinge N konstruieren, so dass fiir alle ¢ > 1

|Du| > Me®  auf 9Q N Bg(z;)
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und

a;eBRl(I;fi)maQ u(@) > ulzi-1)
gelten.

Da 02 aber endliches Mafi und beschrinkte Hauptkriimmungen hat, gibt es
eine obere Schranke Ny(p) an die Anzahl Kugeln der Gestalt B,(y;) fiir y; € 09,
deren Schnitt in 02 paarweise disjunkt ist, wenn wir p > 0 fixieren.

Gilt also M = sup |Du| > MQE_NO(g), so finden wir zwei Punkte z;, und z;,
mit g > jo > 0, so dass

B% (3) N Bg (.”L'jo) N o # (.
Andererseits liefert z;, € Br(z;,) aber

uw(wj,) < ul(zjoq1) < ... <u(zi-1) <

u(z) < ulzj,)

und wir erhalten einen Widerspruch. Somit folgt das Theorem. O

inf
x€BR(xi,)NOQ



KAPITEL 7

C?-Abschitzungen

1. Gemischt tangential-normale Abschitzungen

Die im folgenden behandelten Abschitzungen erhdlt man analog zu den doppelt
tangentialen Abschétzungen beim Dirichletproblem.

Sei der Rand wie dort als Graph dargestellt. Dann 18t sich die Randbedingung
lokal als

v (&)ui(&,w(E)) = o((2,w(@)), (@, w(@)))
schreiben. Wir differenzieren dies in eine Richtung r < n und erhalten
I/ﬁui + I/iuir + I/iumwr = @r + PpWr + QU + P URW.
In einem Punkt mit Dw = 0 vereinfacht sich dies zu
Voui + Vi = or + o2y

Damit ist v*u;, und damit auch wu,, beschrinkt.

2. Doppelt normale Abschitzungen

Diese doppelt normalen Abschétzungen beim Neumannrandwertproblem ent-
sprechen den gemischt tangential-normalen Abschéitzungen beim Dirichletproblem.
Die differenzierte Gleichung lautet mit f = log f

Uijuijk = fk + fzuk + fpiuik-
Wir definieren den Operator
Lw = uijwij — fpiwi.
Wie beim Dirichletproblem rechnet man direkt nach, dass fiir
V= d — pd>

bei hinreichend grofi gewéhlter Konstante p > 1 in einem Gebiet Qs mit 0 < §
hinreichend klein

LY < —etru¥ in Qj,
9 >0 auf 00

gilt. Beachte, dass hier die Konstante ¢ aufgrund der strikten Konvexitéit des Ge-
bietes Q) positiv gewéhlt werden kann.
Wir setzen ¢ und v glatt ins Innere von 2 fort und erhalten

L(v'u; — @) < ctru.
Somit konnen wir mit Hilfe einer Testfunktion der Form
0 := AV + Blz — 20> + (V'u; — )

49
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analog zum Dirichletproblem schlieBen, dass die Normalenableitung von (viu; — ¢)
a priori beschrankt ist. Dies liefert eine Schranke an u,, in jedem Randpunkt. Eine
untere Schranke war allerdings bereits aufgrund der Konvexitit von u bekannt.

3. Doppelt tangentiale C?-Abschiitzungen

Hier koénnen wir nicht sofort die allgemeine Gleichung (1.1) behandeln. Wir
beschréinken und daher zunéchst auf den Fall, dass f = f(z) gilt.

Man iiberzeugt sich direkt, dass auch in diesem Fall die bisherigen a priori
Abschiitzungen giiltig bleiben. Insbesondere kann man fiir die C°-Abschéitzungen
die Funktionen g = f und h = 1 wéhlen.

Wir definieren fiir einen Vektor ¢ € S*—!

vi=uge — V' (,€) + K|z |?
mit
v =208, )€ (@i + paus — vug)
und dem tangential projizierten Vektor
=86
Beachte dabei, dass aufgrund der differenzierten Randbedingung am Rand
v = 2(&, )¢ g
gilt.
Wir wollen nun nachweisen, dass v a priori beschrankt ist. Dazu maximieren

wir die Funktion iiber alle (z,&) € © x S"~! und fixieren ¢ entsprechend fiir den
Rest des Beweises. Werde also das Maximum in einem Punkt (z¢, &) angenommen.

3.1. Maximum im Inneren. Nehme dazu zunéichst an, dass v im Inneren

maximal wird. Die Funktion v’ hat die Gestalt v/ = —a*u;, — b, wobei a* und b C?-
Funktionen sind. Setze wieder f = log f. Nach Drehung des Koordinatensystems
konnen wir annehmen, dass £ = e; gilt. Wir erhalten somit im Maximum die

folgenden Beziehungen
Uijuijk :fkv
U«ijuijll - Uikujluijlukll :fny
0 = v; =ug1; + afug + aFug; + b; + 2K,
0 > vij =u11s; + agyug + afugg + afug; + a*ugi; + by + 2K6;5.
Wir erhalten dort unter Benutzung der Inversenbeziehung
0 Zuijvij
Zuijuijll —ctru¥ —c+ akuijukij + 2K tru¥
:uikujl’u/ijlukll + fi1 — ctru + aF fi, 4+ 2K tru¥
> ctru¥ + 2K tru¥.

Somit kann das Maximum von v (bei geeignet fixiertem &) nicht im Inneren an-
genommen werden, falls K grofl genug gewihlt worden ist. Wir wollen dies im
Folgenden annehmen.

3.2. Maximum am Rand. Wir unterscheiden nun drei Falle.
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3.2.1. £ tangential. Nehme zunéchst einmal an, dass ¢ im Maximum ein Tan-
gentialvektor ist. Dann gilt aufgrund der Extremalitit von v

0 <viv;

Sugey + akuky +c

<uge, + C.
Andererseits erhalten wir durch doppeltes Differenzieren der Randbedingung, in-
dem wir die bereits in Richtung r < n differenzierte Randbedingung noch einmal in
Richtung s < n differenzieren (Zur Vereinfachung betrachten wir nur einen Punkt
mit Dw = 0.)

l/isui + Viuis + Vguir + Viuirs + Viuinwrs =Prs + PrzlUs + PnWrs + PzsUr
+ Pz UrlUsg + PUrsg + P UpWrs.-
Wir multiplizieren dies nun mit £"¢° und erhalten
2V§ui5 + Upee — pruge < €

aufgrund der bereits bewiesenen a priori Abschétzungen. Da ¢ monoton ist, kénnen
wir den letzten Term auf der linken Seite weglassen und erhalten

Véulf <ec.
Beachte, dass wir nach Wahl der Testfunktion D2U|TroaQXTTOQQ als diagonal an-
nehmen diirfen und dass £ einer Koordinatenrichtung entspricht. Daher ist

V§u€€ S C.
Somit folgt aufgrund der strikten Konvexitét von 9€2 eine obere Schranke an wuge.

3.2.2. £ normal. Ist € normal, so ist nichts mehr zu beweisen, da wir bereits a
priori Abschétzungen fiir u,, bewiesen haben.

3.2.3. & weder tangential noch normal. Sei nun £ weder tangential noch normal.
Dies ist der Fall, der die recht komplizierte Testfunktion mit v und v’ erfordert.
Wir stellen ¢ mit Hilfe von einer Tangentialrichtung 7 sowie a und § dar, wobei
a?+ 3% =1 gilt

&=ar+ fr.

Esist a = (£,7) # 0 und 8 = (£,v) # 0. Nach Definition von v" und der direkt
darauf folgenden Bemerkung gilt

Uge =0°Urr + Pty + 208Uy,

:Ol2u7—7- + 52uuv + U/($, 5)

Da v'(+, &) sowohl fiir tangentiale Vektoren ¢ als auch fiir normale Vektoren £ ver-
schwindet, wegen der obigen Rechnung und aufgrund der Extremalbedingung er-
halten wir

v(xg, &) =av(xg, ) + f2v(z0, V)
<a®v(x,€) + f20(x0,v).
Umordnen der Terme ergibt wegen (§ # 0
v(x0,&) < v(xo, V).
Nach Definition von v gilt also

uge(z0) < wpw (o) + c.
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Damit haben wir auch in diesen Fall C2-Abschiitzungen und fiir diesen Modellfall
erhalten wir globale C2-Schranken.

4. Existenz (im Modellfall)

Die Abschitzungen von Krylov-Safonov in der Form fiir oblique Randbedin-
gungen liefern C?%-Abschiitzungen fiir die Funktion u [17, 19, 28]. Abschiitzungen
fiir hohere Ableitungen folgen nun mit Hilfe der Schaudertheorie. Dies geniigt, um
Existenz zu zeigen.

5. C?-Abschitzungen fiir allgemeines f

5.1. Eine Matrixungleichung. Fiir die noch folgenden C?-Abschitzungen
beweisen wir zunéchst das folgende Lemma aus [23]. (Dies vereinfacht doch weniger
als zunéchst gedacht. Niitzlich wird das folgende Lemma insbesondere, wenn man
solche Abschiitzungen auflerhalb von Extremalpunkten benétigt.)

LEMMA 5.1. Seien (aij) und (A;;) symmetrische n x n-Matrizen. Nehme an,
dass (Aij) positive semidefinit ist und dass (aij) positiv definit ist. Die Inverse von
(aij) wollen wir mit (4;;) bezeichnen. Dann gilt die Ungleichung

.. 1
—a”Aij + ~7A11 S 0.
a1l

PROOF. Seien (b7) _. ._
<i,j<n
Matrizen. Dann kénnen wir eine orthogonale Basistransformation vornehmen, so
dass eine der beiden Matrizen zusétzlich noch diagonal ist und erhalten b7 ¢;; > 0.
Diese Ungleichung gilt natiirlich auch in der urspriinglichen Basis. Somit geniigt es,
nachzuweisen, dass

und (¢ij);<; j<, Positiv semidefinite symmetrische

y 1 y
a”? — 610 — =:d¥
110
positiv semidefinit ist. Nach einem Basiswechsel mit Hilfe einer Blockdiagonalma-

trix der Form ( (1) g ), wobei T eine orthogonale (n — 1) x (n — 1)-Matrix ist,

diirfen wir also annehmen, dass (d")2<,, s<n und (a"®)2<,, s<n diagonal sind. Be-
achte hierbei, dass die Matrix (dij ) in einer unter dieser Transformation invarianten
Art und Weise definiert ist.

Fiir Matrizen dieser Form haben wir die Ungleichung

all CL12 .. .. aln
a12 CL22 0 .. 0
n
(5.1) det : 0 AP =1]a" - g la]” - Ha”.
. : : : =1 i>1 j#i
: : oo 0 a>1
a0 0 am

Wir berechnen fiir a1

n
aii
G — det (am)zgr,sgn _ z‘l;[2
11 — i -
det (a”)lgi,jgn ﬁ a¥ — Z |ali|2 . H ajj’
i=1 i>1 Jii
J
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und erhalten somit

.2 ..
i<, JJ
> lat - T a
i>1 jAi
= g1t i>1

i

o
S
o

=

=2

Wir sollten nun nachweisen, dass (d” ) positiv semidefinit ist. Es geniigt aber
auch, hierfiir nachzuweisen, dass fiir € > 0 die wie folgt definierte Matrix (J” )
positiv semidefinit ist

dij:{ d, i+j>2
d' +e, i=j5=1,
Die urspriingliche Behauptung folgt dann vermége ¢ | 0. Fiir den Nachweis der

positiven Definitheit von (J’J ) zeigen wir, dass die Unterdeterminanten

det ((;l”)
k<i,j<n

fiir 1 < k < n positiv definit sind. Fiir £ > 1 ist dies offensichtlich. Im Falle £ = 1
benutzen wir wiederum die Formel (5.1) und erhalten

detd? =3 ol T[ 0" +&-[[a" ~ 3 [a" - [[a” > 0.
=2

i>1 JFi i>1 J#i
i>1 i>1

Somit folgt die Behauptung des Lemmas. O

Wir diirfen ohne Einschrinkung annehmen, dass 0 € Q gilt. Dann ist (x,v) auf
09 gleichmafig durch eine positive Konstante nach unten abgeschatzt.

Aufgrund der C'-Abschiitzungen gibt es eine positive Konstante jig, so dass
f(x,u, Du) > po > 0 gilt. Um den allgemeinen Fall behandeln zu kénnen, 16sen wir
zunéchst das Randwertproblem

det D*y) :%MO in Q,
Yy = (z,9 + P|CE|2) —2p(z,v) auf O9.

Aufgrund der bisherigen Abschétzungen existiert eine Losung ¢ = 1, mit von
p € (0,1) unabhingigen a priori Abschitzungen. Da po > 0 gilt, finden wir eine
von p unabhéngige Konstante A > 0, so dass

D*y, > \1d.

Definiere nun 1 := 1 + p|z|?>. Wihlen wir nun p > 0 hinreichend klein, so kénnen
wir
det D% < py  in Q
annehmen. Fixiere p entsprechend und unterdriicke den Index p ab jetzt wieder.
Aufgrund des Mittelwertsatzes finden wir a™ > 0, so dass a%(u;; — @ij) >0
gilt. Wiederum aufgrund des Mittelwertsatzes gibt es eine Funktion v < 0, so dass

(u _E)V =7(u _@)
gilt. Daher folgt aufgrund des Maximumprinzips v — 1) < 0 in Q. Aufgrund der

Randbedingung folgt daher (u—1)), > 0 auf 9Q. Wir erhalten somit auf dem Rand
(5.2) (= u)y < =2p(z,v) < —2pdo
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fiir eine positive abgeschiitzte Konstante dg.
Wir definieren nun eine neue Testfunktion w durch

w :=logv+ 3 (|Dul* + M(¢) —u)) .

Hier ist v fast wie oben, wir addieren lediglich eine positive Konstante, so dass
die Terme bis zu erster Ordnung positiv werden, 3 > 1 ist eine noch zu wéhlende
positive Konstante und M > 1 ist so gew#hlt, dass

(5.3) |ukuk,,| < pdoM

auf dem Rand gilt. Solch eine Konstante M existiert aufgrund der obigen a priori
Abschétzungen.

5.2. Maximum im Inneren. Nehme zunéchst an, dass die Funktion w ihr
Maximum im Inneren annimmt.

Wir diirfen ohne Einschréankung annehmen, dass im Maximum v > 1 und
uge > 1 (fiir geeignet fixiertes ¢) gelten und damit w in einer Umgebung des
Maximums wohldefiniert ist.

Die Extremalbedingung impliziert nun

0 =w :% + 26uFug; + MB( — u);,

V; U4
L+ 28vut gy + 2Bvulug + MBo(Yh — u)y;.

0 2 VWi =V4q5 —
v

Hieraus folgt
0> uijvij — %uijvivj + 2ﬂvukuijuijk + 20vAu + MpBv ()\ tru — n) .
Wir differenzieren die Gleichung
log det D?u =log f(z,u, Du) = f(z,u, Du),
Uijuijk :fk + fzuk + fpiu’ik7
uuijee =uuluizeunie + fee + 2fezue + 2fep uie + fouge + fosugue
+ 2 epugtic + fyup, wicuje + foouice.
Weiterhin gilt
v =uge + afuy, + b+ K|z|?,
v =Ugg; + afuk + akuki +b; +2Kx;,
Vij =Uggij + afjuk + aPug; + afu;ﬂ- + aPupi; + bij + 2K ;.

Es folgt mit Hilfe von Lemma 5.1 fiir ein noch zu fixierendes ¢ > 0 unter der
Annahme, dass uge > 1 ist,

0 zuijuijgg —ctru¥ + aku”uijk + 2K tru¥
1 .. g »
— —uvv; + 2ﬁvuku”ukij + 26vAu+ M pv ()\ tru* — n)
v
o 1 .. g . g
Zulkuﬂuijguklg — u—géu”vivj —ctru¥ — cugg + fptige + 2K tru®

+ 28v (—c + ukfpiuik) + 2BvAu + M Bv (>\ tru¥ — n)
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. . 1 .
>uu uijeure — nguz] (uei + ci + aPuri) (ueej + ¢; + a'uiy)
—ctru — cugg + fpiuigg + 2K tru®
+ 28v (—c + ukfpiuik) + 28vAu + MBv (A tru¥ — n)

1 - c 1 .
> — —euuggiuge; — —— (tru” + uge)
uge € Uge

—ctru¥ — cug§ + fpi (— (akuk) —b; — 2Kxz; — 2BvuPuy; — Mpu(y — u)z)

i

+ 2K tru + 203v (—c + ukfpiuik) + 20vAu+ MpBv ()\ tru® — n)

1 ..
> —cu¥ (ci — a"up; — 28vuFug; — Mpv(y — u)z) .
Uge

(ej — aluy; — 2Bvulug; — MBu(y — u);)

1 y 3 3
_f= (tru® + uge) — ctru”’ — cuge + 2BvAu+ MpBv (Atru” —c)
€ Uge

> —¢(M)eBv (1 + tru” + uge)

_e b (truij + u§5) —ctru — cué + 26vAu + M Bv (/\truij — c) .
€ Uge
Nehme ohne Einschréinkung an, dass uge und tru® gro sind. Wir wollen zunéichst
den ersten Term schlucken. Dazu setzen wir zunsichst €32 = 1 und wihlen dann
B > 1. Damit lassen sich alle negativen Terme leicht schlucken. Somit erhalten
wir einen Widerspruch, falls ’Dzu‘ nicht beschrinkt ist. Innere C2-Abschitzungen
folgen.

5.3. Maximum am Rand. Da die Zusatzterme in w gegeniiber den Rech-
nungen im Modellfall beschrénkt sind, geniigt es, den Fall zu betrachten, wenn &
ein Tangentialvektor ist. Die anderen Fille funktionieren analog zu Kapitel 3.2.

Im noch ausstehenden Fall gilt aufgrund der Extremalitét

0 <viw;
] . .
=v'v;— + 0 (2ukukiul + M — u)iuz)
v

o1
gylvi; + B (2pdoM — 2p5gM)  mnach (5.2) und (5.3)
1

§1/ivif.
v
Der Rest der Argumentation folgt dann wieder genau dem entsprechenden Argu-
ment aus Kapitel 3.2.
Globale C2-Abschitzungen folgen.

5.4. Existenz. Abschéitungen héherer Ordnung und Existenz folgen auch in
diesem Fall wie im Modellfall.
Das Theorem folgt.
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