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1 Grundtatsachen dynamischer Systeme

1.1 Situation
= f(z,\), f:QxA—=>RY
Q C RN Gebiet, A C R? offen

Satz 1.1 (Max Ex. und Eindeutigkeit). Sei 2 C RY offen, A C R? offen und sei
f € C*Q x A,RY), k > 1. Dann besizt die AWA 2/ = f(z,)\), x(0) = ¢ fiir jedes
€ € Qund A € A genau eine nicht-fortsetzbare Losung Z(¢,&,\) € Q fir t € J(E,\) :=
(T7(5, M), t7(8, M)

Der Definitionsbereich von Z
D(A) = {(1,EN) ERx Qx A; L € J(E )}

ist offen, und es gilt # € C*(D(A), Q).

J(&, \) bezeichnet das maximale Existenzintervall der Losung von 2’ = f(z, A), z(0) = £.

Spezialfall: 2’ = f(x),z(0) = £ (parameterunabhéngig)
Esgilt D= {(t,{) e RxQ, t € J(§) = (t(£),tT(£))} ist offen in R x Q, und
T e CY(D,N)

Definition 1.2. (&) = {z(t,€); t € J(§)} heilt der zu & gehorige zu Orbit.

Ex. und Eind.Satz = Je zwei Orbits v(§) = {z(¢,€); t € J(§)}und y(n) = {z(t,n); t €
J(n)}, &n € Q sind entweder gleich oder disjunkt.

Der gesamte Phasenraum {2 kann als disjunkte Vereinigung aller Orbits aufgefasst wer-
den.

Weiteres Werkzeug;:
Definition 1.3. Die Zeit 7-Fluss Abbildung ®, : Q — Q,
O, xg — Z(T, 20)
@, hat die Halbgruppeneigenschaft

q)o = ldQ
(I)t (@) @S = (Dt—i—s (*)

(x) gilt fiir alle ¢, s € R, fiir welche die linke Seite definiert ist.
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Definition 1.4. Allgemeiner bezeichnet man eine Familie von stetigen Abb.
D, :0—->0 telCR
als ein lokales (globales) dynamisches System auf €2, falls

Py = idg
(@10 0y)(7) = Pyps()
fir s € J(z),t € J(D4(2)),z € Q.
Konsequenz: Dynamische Systeme 2/ = f(z), f € CY(Q,RY) erzeugen via ®;(z) =
Z(t, x) lokale bzw. globale Fliisse.

1.2 Limesmengen und Invarianz

Betrachte wieder ' = f(z),2(0) = £ € Q und nehme an, dass die Losung Z(¢, &) fiir
t > 0 existiert, d.h. [0,00) C J(§). Dann nennt man

w(§) :={x € Q;I(tn)nen, tn, = 00 mit Z(t,,&) — = fir n — oo}
die w-Limesmenge von &.

Beispiel 1.5. Beispiele fiir w-Limesmengen:
i) Es gelte lim; o Z(¢,£) = w. Dann gilt w(§) = {w}.
ii) Z(t, &) konvergiert gegen einen periodischen Orbit y(w). Dann findet man w(§) =

{z(t,w); t € R}.
G ¢

(O

w(§) charakterisiert also das Langzeitverhalten des bei £ gestarteten Orbits.
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Definition 1.6. Analog fiir (—oo, 0] C J(¢):
a(l) :={z € Q: I(ty)nen, tn — —00 mit z(t,, &) — z fiir n — oo}
nennt man die a-Limesmenge.

Definition 1.7. Eine Menge M C ) heilt positiv (negativ) invariant, falls die Losung
Z(t,x) € M fir allex € M und ¢t € J(x) mit t > 0 (¢t < 0) gilt. M C Q heifit invariant,
falls M pos. und neg. invariant ist.

Lemma 1.8. Ist M C Q kompakt und pos. (neg.) invariant fiir 2’ = f(x), so gilt
[0,00) C J(x) ((—00,0] C J(x)) filr z € M.

Invarianzkriterien sind niitzlich zum Verstédndnis der Gesamtdynamik.

Invarianzkriterium: Sei M := {z € Q;V(z) <0} mit V € C'(Q,R),
d.h. M ist Niveaumenge.

Damit der Fluss z(t£) nach M hineinfliekt, ist es erforderlich, dass f(§),£ € M nach
M hinein oder wenigstens in tangentialer Richtung zeigt. Dies bedeutet

(VV(E),f(£)) <0 VE€ M =V (0)

Satz 1.9 (Invarianzkriterium). Sei f € C'(2,RY) und sei V € C?*(Q,R) gegeben mit
VV(z) # 0, falls V(z) = 0,z € Q. Dann ist M := {z € Q : V(z) < 0} genau dann

positiv invariant, wenn

(VV (&), f(&) <0, fiir £ eV H0).
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1.3 Ein Beispiel
Beispiel 1.10.
—y — 21 (27 + 25— N), 21(0) =Y,

2, =
T —l‘g(l’%—i-.’lfg—)\), 1‘2(0) :$8,

T =
ist ein zweidimensionales nichtlineares DGL-System mit Parameter A € R. Dieses System

hat den stationaren Punkt
(Z1,22) = (0,0), AeR

Fiir weitere Losungen wahlen wir einen Polarkoordinaten-Ansatz:

x1 =rcos(p), w3 =rsin(yp).

Man erhélt dann die in » und ¢ neue DGL
v =r(\—1r?)
o = 1.

0 29) = ro(cos(ipg), sin(epp)) mit 79 > 0 und 0 < < 27 ergibt

Fiir den Startvektor (z7, x5
sich durch Trennung der Verdnderlichen die Losung

p(t) =po+t, t>0 (1.1)
A L AAD

T(t) _ \/1—{—(%—1) exp(—2At) " Z 0 (1)
o L A=0

v/ 1+2tr3

mit 73 = (29)? + (29)?. Insbesondere gilt J(x?, 29, \) D [0, 00).
Betrachten wir nun den Nennerterm im Fall A # 0 fiir das Langzeitverhalten:

1
1+ (—2 — 1) exp(—2At)
o

A >0fir A >0

=1 —exp(—2\t) + r—gexp(—2)\t) { <0 fir A <0
>0 fiir A>0 —_—

<0 fiir A<0 >0 fiir A>0
<0 fiir A<0

Auferdem lésst sich aus (1) das Verhalten von r(¢) fiir ¢ — oo im nichttivialen Fall

ro > 0 ablesen. Es gilt
0 firA<0

r(t)—){ VA fiir A >0

Im Fall ry = 0, d.g. 29 = 2 gilt natiirlich r(¢) = 0 V¢ € R.
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Dies liefert uns folgende Phasenbilder in der (xy, z5)-Ebene.
e 11&

~ . [
FARCI/AN

0 A =0 A>0

e

A

N

Die spezielle Losung Z(t,v/A,0) = v/A(cos(t),sin(t)) ist periodisch mit der Periode
T = 2m. Der dazugehorige Orbit ist eine geschlossene Kurve, ndmlich der Kreis mit
Radius v/\. Fiir )\ < 0 existiert zunichst nur ein stationérer Punkt, auf den alle Losun-
gen zustreben. Fiir A > 0 entstehen aus diesem Punkt heraus periodische Orbits, die
nunmehr alle anderen Orbits (aufer den stationdren Orbit) anziehen. Solch ein Phéno-
men heikt Verzweigungspunkt (genauer Hopf-Verzweigung).

Verzweigungsdiagramm im R? x R:

/\ <0 /\ =0 /\ >0
Losungszweig stationdrer Punkte immer (0,0, A), A € R.
Knapper: 2D Bild::
e stabil = durchgezogen,
e instabil = gestrichelt
\\(“4/’(1\“
A
ose seosoese =S )

Die Kreation eines Orbits bei Variation von A heifst Hopf- Verzweigung.
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1.4 Teilchen im Potential

Betrachte die Bahn y(t) € R eines Teilchens, das sich in einem eindimensionalen Poten-
tial P(y), y € R bewegt. Nimmt man seine Masse zu 1 an, so lautet die Bewegungsglei-
chung

y' =F(y) = —P'(y),
wobei F(y) = —P'(y) die am Ort y auf das Teilchen wirkende Kraft ist. Setze z; = y

und x5 = ¢’ und erhalte
21 x
1) _ 2\ _.
(x2) = (F(l‘l)) =: f(x1,72)

Die stationdren Punkte (Z;,Z2) sind von der Form zy = 0, F'(z,) = 0.

Typische Beispiele:

o Pi(x) = ia?, Fi(x1) = —P{(x1) = —x1 "harmonischer Oszillator"

[\

o Po(xy) = 1a7 — 223, Fy(xy)) = —23 + 21 "Duffing Oszillator"

'S
%)

= Diese Systeme sind Hamiltonsysteme mit

1

H(z1,00) = gag + Pi(wn), i = 1,2,
Beachte:
_S_Z(g;l,@) = —P'(21) = F(z1) = fa(21,22)
g—i(xl,xg) =y = fi(x1,22)

Offensichtlich gilt fiir jede Losung Z(t):

d _OH OH

@) = a—xl(i‘(t)) fi@() + a_@(j(t)) - fa(2(1)) = 0

fiir alle ¢ € J(z(0)).
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Situation: ' = f(z), z(0) =&, Losung z(t,§), t € J(§).

Definition 1.11. Sei f € C'(Q,RY), Q C RY offen. Eine Funktion V € C*(Q, R) mit
der Eigenschaft
V(z(t,z)) =V(z) VeeQ, te J(x)

heifst Erhaltungsgriffe des Systems ' = f(z).
Satz 1.12. V € CY(Q,R) ist Erhaltungsgroe fiir 2’ = f(z), f € CH(Q,RY), Q € RY

offen, genau dann, wenn

(VV(z), f(x)) =0 VxeQ.
Beweis:
,=" Sei V eine Erhaltungsgrofe, so gilt
(VV(z), f(x)) =0 VreQteJ(r)
Differentiation liefert fiir z € €2 beliebig

d d
EV(w(t,x)) . = aV(x) . =0
(VV(x(t,x)), f(z(t,x))| = (VV(x), f(x)).
t=0
L= Mit (VV(z), f(x)) =0, z € Q folgt
(VV(z(t,2)), f(z(t,z)) =0
d ., _
EV(z(t,m)) =0
= V(z(t,z)) =V(x), z€Q, te J(x)
O
Definition 1.13. Sei f € C'(Q,RY), O C RY offen, und sei ¢ € R mit J(¢) = R.
Ferner mogen die Grenzwerte £, = limy o Z(¢,€) und £ = lim,, ., Z(¢,&) existieren

und in € liegen. Dann heifit der Orbit

(&) ={z(t,&) |t e R}
Verbindungsorbit von £_ nach &,. Er heilkt homoklin, falls & = &, und heteroklin, falls
§- # &+

N\ N\
§ .
¢ /\\{,\/' . 1. §+< ")
e >
heteroklin homoklin

Es léasst sich zeigen, dass die Endpunkte £ und &, selbst stationdre Punkte sind und
nicht zum Orbit v(&) gehoren. Es gilt w(&) = {4}, (&) = {£_}.
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1.5 Das Lorenz System

Betrachte das System

2\’ oy — 2)
Yy =| re—y—az | = flx,y,2z,7,0,b), 7r,0b>0.
z xy — bz

Dieses System weifit je nach Wahl der Parameter r,o und b sehr einfaches oder sehr

komplexes Langzeitverhalten auf.

Fiir die stationdren Punkte gilt f(x,y, z,r,0,0) = 0.

_ _ _ r=0=y=0
r=y=>rr—xrx—zz=(r—1—2)=0 { A0 =1, 7> 1

wy—bz=a"—b(r—1)=0, z=y=+/b(r—1), r>1

Dies liefert uns die Zweige
e (r1,y1,21) = (0,0,0), 7 >0
o (22,92, 22) = (\/b(r — 1), /b(r — 1), 7 — 1),
o (23,3, 23) = (—/b(r — 1), —/b(r — 1),r — 1),

r>1

r>1

Verzweigungsdiagramm (stationére Losungen):

N

Ve ,.’}ubsurbspuq I3

X4
“C

8 und berechnet Phasenbilder fiir » > 0, z.B. r

3

Man setzt meistens ¢ = 10,b
28 erhélt man Orbits, welche weder stationdr noch

1 "
5,10, 28 , 250 . Firr =
S~~~ chaotisch periodisch

stationar
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periodisch werden. Nach Annéherung an eine kompakte Menge verlauft die Bewegung
irregulédr oder chaotisch. Man spricht von einem seltsamen Attraktor.
Mit Hilfe von Satz [I.9] ldsst sich immerhin zeigen, dass mit
V(z,y,2) i=r2* +oy® + oz — 2r)?
die Rotationsellipse
E.:={(z,y.2) € R% V(z,y,2)c <0}

fiir ¢ > 0 hinreichend grof positiv invariant sind.
Beweis: Finde
2rx

VV = 20
20(z — 2r)

und somit

(VV(z,y,2), f(z,y,2)) =2rzo(y — x) + 20y(re —y — xz) + 20(z — 2r)(xy — bz)

= —20 (ra® + y> + bz(z — 2r)) .
Weiter gilt
b
—bz(z—2r) < —§(z —2r)? 4 2br?

Dies liefert
- 2 2 é - 2 2
VV(ZE,y,Z),f(ZE,y,Z)) < 20 | rx +y + 2(2 27") 2br

b
< =20 (r:v2 + 9% + 5(2 - 2r)2> + 4bor?

b
" 20

Q|+

< —20 min (1, ) (ra® + oy® + o(z — 2r)%) + dbor?.

Mit V(z,y, z) = ¢ erhalten wir dann

1 b
(VV(z,y,2), f(z,y,2)) < —20min (1, — 2—) c + 4bor?

o’ 20
<0,

falls
Abor?
c>cy =

=" min(20,2,b)
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2 Stabilitat und Stabilitatskriterien
2.1 Orbitale Stabilitat

Vorgelegt sei das System
' = f(z), feC (QRY), QcRY
mit Losung z = Z(t, ). Sei M C Q abgeschlossen und
dist(z, M) :==inf{||z — 9| : ye M}, z€Q
sei die Distanzfunktion.
Definition 2.1. M C (2 abgeschlossen heifst orbital

e stabil fiir 2’ = f(x), falls es zu jeder Umgebung U von M in ) eine Umgebung V'
von M gibt, so dass Z(t, x) fir alle z € V fiir £ > 0 existiert und in U liegt.

e anziehend fir ' = f(x), falls es eine Umgebung V' von M in Q2 gibt, so dass Z(t, z)
fir alle z € V fiir t > 0 existiert und

dist(z(t,x), M) — 0 fiir t — oo
enthalt.
e asymptotisch stabil fir ' = f(x), falls M stabil und anziehend ist.

e instabil fir 2’ = f(x), falls M nicht stabil ist.

I

M stabil M anziehend

Von einem Attraktor eines dynamischen Systems erwartet man iiber die asymptotische
Stabilitdt hinaus noch eine gewisse Minimalitédt. Er soll sich nicht in kleinere asympto-
tisch stabile Mengen zerlegen lassen, z.B. wollen wir nicht eine Menge aus zwei asympto-
tisch stabilen Punkte als Attraktor bezeichnen. Eine mogliche Definition ist die Folgende:

Definition 2.2. Eine kompakte, invariante, asymptotisch stabile Menge M C €2 von

' = f(x) heilst Attraktor, falls sie topologisch transitiv ist, d.h. zu je zwei offenen

Mengen U,V C Qmit U :=UNM # 0, V' =V N M # () gibt es ein t > 0 und ein
x €U mit z(t,x) € V.

10
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atpn Sheble
ezr. Ocki¥

)

Bemerkung 2.3. e Asymptotisch stabile stationdre Punkte und periodische Orbits
sind offensichtlich auch immer Attraktoren.

e Ein Attraktor M kann keinen echten Unterattraktor My C M, My # M enthalten.

2.2 Stabilitatskriterien fiir stationare Punkte

Wir behandeln Stabilitatskriterien fiir stationdre Punkte, welche sich auf Linearisierun-
gen stiitzen. Vorgelegt sei

= f(z), fe€CHQLRY), QcRY offen.

Es sei v(§) = {z(t,€);t € J(§)}, J(§) = R ein ausgezeichneter Orbit.
Betrachte jetzt eine in der Néhe von £ gestartete Losung z(t, z), J(z) D R,.
Setze z(t) = z(t,x) — z(t, &) und finde

Z(t) = 2'(t,x) = 2(t,€)
= [zt 7)) = f(2(t,€))
= f(@(t.9) + f'(@(t, ) (@t 2) — 2(t,) + O (|z(t,2) — 2(t,IP) — f((t.€))
= f'(@(t,)=(t) + O (=) -

Sei nun f(§) = 0, d.h. £ ein stationérer Punkt. Dann gilt

Z(t) = f1(&)=(t) + O (I=)]7)
fiir den Abstand z(t).

Vermutung: Die Stabilitat von ¢ wird anhand der Stabilitat des linearisierten Systems

Z(t)=f(&)z(), 20)=z=x—¢
mit Losung
z(t) = exp(f'(§)t)20

entschieden.

11
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Satz 2.4 (Satz von Lyapunov). Ein stationirer Punkt & von 2’ = f(x), f € C?(2,RY),
Q C RY offen ist
e asymptotisch stabil, falls Re(u) < 0 fiir alle Eigenwerte p von f/(&).
e instabil, falls Re(x) > 0 fiir mindestens einen Eigenwert p von f/(£).

Beispiel 2.5. Das System

SUll = —X9 — xl(l‘% =+ SU% — A) = f1<.T1,SC2,)\)

rh =11 — 223 + 72 — N) =: folwy, T, N).
liefert die stationédre Losung ) = (Z1,Z2, A) = (0,0, A), A € R. Man findet

af -2 -1 . .
%(0,0, A) = < L) ) , Eigenwerte A +i, A e R

Der Satz von Lyapunov liefert
e (0,0, ) stabil fir A < 0,
e (0,0, ) instabil fir A > 0,
e keine Aussage fiir A = 0.

Beispiel 2.6 (Teilchen im Potential).

(QS;) = (_P/Effl)) = f(xlalé)
P = P(z,) Potential.

Stationdre Punkte (z1,0) mit P'(z;) = 0.
Man findet

mit Eigenwerten

- +i\/P"(zy), falls P"(z;) >0, — keine Aussage
27 +\/=P"(zy), falls P"(z1) <0 — 7 instabil.

Beispiel 2.7 (Lorenz System).

!/

X oy —2)
Y =\| re—y—axz | = f(x,y,2z,7,0,b), 7r,0b>0.
z ry — bz

12
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e Wir haben die stationdre Losung (Z1, 41, 21) = (0,0,0)

-0 0 0
f'(0,0,0) = r —1 0
0 0 -b

A3 = —b, )\172:%(—1—0i\/(1+0)2—4a(1—r)>

— Stabilitat fiir 0 < r < 1, Instabilitat fir r > 1.

(53273,@273,5273) = <:|:\/b(7” — 1), :l:\/b(T — 1),7” — 1) , T Z 1

—0 o 0
(T2, Y23, Z23) = 1 —1 ++/b(r — 1)

+/b(r — 1) £4/b(r —1) —b
Man kann zeigen (Routh-Hurwitz-Kriterium): Die stationéren Zusténde (Za 3, Y23, Z2.3)
sind stabil fir 1 < r < r, mit r, := Ug’jj’jlg), falls o0 > b+ 1. Fur r > r;, hat
' (Za23,Yo3, Z2,3)) zwei Eigenwerte mit positivem Realteil.
Mit klassischen Parametern o = 10,b = % ist rg = 24.78.

X /\ _____________

-~
—_——

13
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2.3 Invariante Unterraume linearer Differentialgleichungen

Wir schauen uns den linearen Fall
¢’ = Br = f'(&)z, BecRVY
mit stationdrem Punkt 0 genauer an. Mit der reellen Jordan-Normalform erhélt man
STIBS = J = diag(J1, ..., Ji), S &RV

invertierbar mit

J; = o e RNixNi

i
fiir reelle Eigenwerte p; € o(B) und
Az‘ _[2

_ R _ (Re(u) —Im(p)
= U A (Im(ﬂz‘) Re(ﬂi))

Ai
fiir komplexe Eigenwerte u; € o(B) \ R. Aukerdem konnen wir p; so anordnen, das gilt

<0 firi=1,..,k s : stabil
Re(p;) ¢ =0 firi=kyiq, ..., ks + ke ¢ : zentral
>0 firi=ks+k.+1,.. ki+k.+k, =k wu:instabil

Entsprechend dieser Einteilung der Eigenwerte fassen wir die Diagonalblécke von J und
die Spalten von S zusammen

ks
J, = diag(Jy, ..., J;) € RN*N N = ZNi,
=1

ks+kc
J, = diag(J, Jhoir,) € RVXNe N, = N;
c 188 J k415 -5 Jks+ke ) c I
i=ks+1
ks+ketky
. Np X Ny, _
Ju = d1ag(]ks+kc+1, v ‘]ks-‘rkc-‘rku) e R 7 , Nu = E ]\/vZ
i=ks+kc+1

S = (S,,5:,8,) mit S, € RVHNs ' 5 ¢ RVNe G ¢ RVNa N+ N.+ N, = N.
Entsprechend gilt J = diag(Js, Je, Ju,)-
Die Gleichung BS = SJ konnen wir schreiben als

BS, = SkJs, Kk € {s,c,u}

14



2 Stabilitat und Stabilitatskriterien

Setze X, := S, R¥+ k € {s,c,u}. Dann ist X, stabiler Unterraum, X, zentraler Unter-
raum, X, instabiler Unterraum mit X, @ X. P X, = RY.
Aus BS, = S, Jk folgt

exp(B)S, = 5, exp(J)

sowie
exp(tB)S.y = Seexp(tJ,)y, firtecR,yecRY

d.h. die Unterraume X, sind invariant fiir den Fluss U(¢,2) = exp(tB)z des linearen
Systems 2/ = Bz. Nun lisst sich zeigen: Es existiert eine Norm || - || auf RY, o, 8 > 0
mit

|exp(tB)z|| < Kexp(—pt) furt>0,Vz € X,
|exp(tB)z|| < Lexp(at) firt<0,Vz € X,.

Definition 2.8. Fiir 2/ = Bz, B € RV*" heifen X,, X, und X,, stabiler, zentraler und
instabiler Unterraum. Entsprechend heifen o4(B) = o(Js), 0.(B) = o(J.), 0u(B) :=
o(Jy) stabiles, zentrales und instabiles Spektrum von B. Die Matrix B heifst hyperbolisch,
falls X, = {0}, d.h. falls B keine Eigenwerte p mit Re(u) = 0 besitzt.

Bemerkung 2.9. £ mit f(§) = 0 heifit hyperbolischer stationérer Punkt, falls X, = {0}.

2.4 Struktur-stabile Vektorfelder

Definition 2.10. Seien ®(¢,z), ¥(t,y) Fliisse auf U bzw. V mit U,V C RY offen
(z.B. erzeugt durch 2’ = f(x), v € U und ¢/ = g(y), y € V. Dann heifen ¢ und ¥
(genauer ® auf U und ¥ auf V') topologisch dquivalent, falls es ein o« > 0 und einen
Homo6omorphismus H : U — V gibt mit

H(®(t,z)) = V(at,H(x)) Y(t,z) mit &(t,x) € U.

Gilt {iberdies a = 1, so heiflen ® und ¥ isochron topoloisch dquivalent oder topologisch
konjugiert.

Bemerkung 2.11. a) Das folgende Diagramm kommutiert

% LU
wa\L \l/“
OE N
G <)) = (4 k)

b) Der Homéomorphismus H : U — V bildet Orbits auf Orbits ab.

15



2 Stabilitat und Stabilitatskriterien

b

U \V

Insbesondere bildet H stationdre Punkte auf stationdre Punkte und periodische
Orbits auf periodische Orbits ab. Beachte dazu: ®(¢,7) = Z, t € R impliziert
U(t,H(Z)) = H(z), t € R, d.h. U(¢,5) = g, t € R, und umgekehrt.

¢) Werden ® und ¥ durch 2’ = f(x) bzw. ¢’ = g(y) erzeugt, so heiken 2’ = f(z) auf U
und 3’ = g(y) auf V topologisch dquivalent.

Genauere Information {iber das Phasenportrait nichtlinearer Differentialgleichungen x’ =
f(z) in der Néhe stationdrer Punkte liefert

Satz 2.12 (Hartman-Grobman). Vorgelegt sei 2/ = f(x), f € CY{Q,RY), Q c RY
offen, z € Q mit f(z) = 0.

Ferner sei Z hyperbolisch, d.h. Re(A) # 0 fir alle A € o(f'(z)). Dann existiert eine
Umgebung U von 7 in Q, eine Umgebung V von 0 in RY und ein Homdomorphismus
H:U —V mit

H(®(t,x)) =exp(tDf(z))H(z), (t,z) € R x U mit ®(t,z) € U.
¢ (¢, exp (£ OC (@77

S )Y

~ |77

0 ‘ .
) ekt ln. %64’% be, y l\n_ g}/s\eh ke, O

Bemerkung 2.13. 2/ = f(z), « € U und ¥ = Df(z)y, y € V sind topologisch
konjugiert an hyperbolischen Ruhelagen.



2 Stabilitat und Stabilitatskriterien

Definition 2.14. f € CY(D,R"), D C RY offen heifkt struktur-stabil, falls ein € > 0
existiert, so dass fiir alle Vektorfelder f € C'(D,RY) mit ||f — f|| < e die Systeme

' = f(z) und v’ = f(y) topologisch dquivalent sind.
Betrachte nun die Situation
' = f(z,\), f€CYD xARY), DcR" offen, A C R offen.

Definition 2.15. i) Jede Anderung der topologischen Struktur des Phasenportrits
von ' = f(x, A) bei kleiner Anderung von A heift Bifurkation.

ii) Ein Parameterwert Ay fiir den das System 2’ = f(z, A) nicht struktur-stabil ist,
heiltt Bifurkationswert.

iii) Bifurkationen, die nahe einzelner Orbits (z.B. Ruhelagen oder periodische Losungen)
ablaufen heiflen lokale Bifurkationen. Diejenigen, welche fiir A # Ay einen grofen
Teil des Phasenraums betreffen, heifen global.

17



3 Regulare Losungen

3 Regulare Losungen

3.1 Zweige stationdrer Losungen

Vorgelegt sei das parameterbehaftete dynamische System

T = f(xa >‘)

FeCHQx A,RY), Q CRY offen, A C RP offen (3-1)
Zur Berechnung der stationédren Losungen von (3.1]) 16sen wir
G(u,\) == f(u,\) =0 (3.2)

G e CHQ x A,RY).

Sei nun (ug, \g) € 2 x A eine Lésung von G(u, A) = 0. Nach dem Satz iiber implizite
Funktionen gibt es nun lokal einen Zweig (¢(A),A), A € A, A offene Umgebung von A,
in A mit

falls 50
S (uo, Ag) invertierbar. (3.3)

In diesem Fall ist also die Losungsgesamtheit von G(u, ) = 0 lokal bei (ug, Ag) eine
p-dimensionale iiber \-parametrisierbare Fliche der Form (¢(\), ), A € A. Im Fall des
Systems bedeutet (3.3), dass ug regulérer stationérer Punkt von 2’ = f(x) ist. Zur
numerischen Berechnung fixiert man um den p-vorhandenen Parametern (p — 1)-Stiick
und berechnet einen Losungszweig beziiglich des einen herausgehobenen Parameters. Es
sei also im folgenden o.E. p = 1, und es sei z = (u,\) € 2 x A C RN*L,

Definition 3.1. Eine Losung zy = (ug, A\g) von G(2) = (u,\) = 0 heifit reguldr, falls
rang(DG(zp)) = N ist. Nicht reguldre Losungen zu zy heifen singuldr.

Offensichtlich gilt mit DG (z9) = (5%(20), 2% (20))

ga (

B i) 9 (z9) € RVN invertierbar oder
rang(DG(z0)) = N & { i1) dimN (%_S(ZO)) =1 und g—f(z()) ¢ R (g—f(zo)) )

Bemerkung 3.2. Die Punkte zy = (ug, A\g) mit i) heiffen Kantenpunkte.
Mit einer abgewandten Form des Satzes iiber implizite Funktionen zeigt man

Lemma 3.3. Sei zy = (ug, \g) eine regulire Losung von G(z) = 0. Dann gibt es eine
C!'-Funktion ¢ : I — Q x A mit G(¢(s)) =0, s € I, I C R Intervall. Im Allgemeinen
lassen sich Losungszweige iiber einen beliebigem Parameter s € I, I C R Intervall
parametrisieren.

Sei z(s) = (u(s),\(s)), s € I, (u(0),\(0)) = (up, o) eine C'-Parametrisierung der
Losungsgesamtheit, und sei 2/(s) = (u'(s), N'(s)) # 0 der zugehorige Tangentialvektor.

18



3 Regulare Losungen

Man nennt die Parametrisierung dann regulér.

Dann gilt
G(u(s),\(s)) =0, sel
G oG
O (s) A () + 0 (), A)N(5) = 0
d.h. 2/(s) = (v/(s), N(s)) € N(DG(2(s)))
Sei s =0: 9 90
ﬁ—u(u(], /\0)?1/(0)1 = —m(UO, )\0))\/(0)
ER(%E (z0))
Gilt nun also 2% (z9) ¢ R(2%(z)), so folgt X'(0) = 0.
A A
VA U,
T - — -
Mo 3 Do &
Fig. 1 Fig. 2

3.2 Parameterfortsetzungen bei reguldren Losungen

Sei zp = (ug, Ao) eine Losung von G(u, A) = 0. Wir mochten eine Losung von G(u, A1) =
0, A1 = o + A\ fest, berechnen. Dazu verwenden wir das Newton-Verfahren an: Setze
Ugo) = Ug

und lose

oG . : .

2 ()=o)

uf=d? 1 d?, j=01,2,..

bis zur Konvergenz.
Ist %(ul, A1) invertierbar, so sichert der lokale Konvergenzsatz fiir das Newtonverfahren
lokal quadratische Konvergenz der Newtoniteration.
Offensichtlicher Mangel: Liegt die Situation von Fig. 2 vor und ist Ay < Ag und

Aait + AN > )g, so kann das Newtonverfahren fiir G(u, Ay + AX) = 0 nicht konver-
gieren.
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3 Regulare Losungen

3.3 Fortsetzung nach der Bogenlange (H. Keller)

Sei wieder (ug, Ag) eine regulére Losung von G(u, A) = 0. Alle Losungen lokal bei (ug, \o)
haben die Form (u(0),A(0)),0 € I, (ug, Ag) = (u(0),A(0)). Vgl Lemma [3.3] Ferner sei
(ug, Ap) der auf 1 normierte Tangentialvektor an der Losungskurve im Punkte (ug, Ao).
Man 16st dann das System

G(Ul, )\1) =0 (34)
(Ul - UO)TU6 + ()\1 — )\0)T>\,0 = As

fiir As geeignet.

OA

Das Newtonverfahren lautet

ul = ug + Asufy, A= N+ AsA,
M) DY (B cd) (36)
uy’ X, 4 (u] = uo) "up 4+ (M = Ao) Ay — As
i =wtdy MU =M, =012,

Schlieflich berechnet man den neuen Tangentialvektor (u}, A]) durch Lésen von
(£ 85) (-
up’ ) AL 1

(a3, M)
(U, \]) = ————.
PO I, M)
Diese Fortsetzungsmethode wird von den professionellen (oder wie z.B. MATCONT
bzw. AUTO-07P) gewdhlt.

und setzt
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3 Regulare Losungen

Satz 3.4. Die Jacobi-Matrix der Bogenlangenfortsetzung ist invertierbar an jedem re-
guldren Losungspunkt (ug, Ag) falls As > 0 hinreichend klein gewéhlt wird.

Beweis: Ausgehend von (ug, Ag) wird (ug, A1) = (u1(As), A\ (As)) berechnet durch

Hlw A Bs) = ((Ul - UO)T%C}F(?S\?)— Xo) Ny — AS) B <8>

Es gilt H(ug, Ao,0) = 0. Ist %(uo, Ao, 0) invertierbar, so gibt es nach dem Satz tiber
implizite Funktionen fiir |As| < ¢ eine auflésende Funktion (uy(As), A1(As)) mit

H(ui(As), M\ (As),As) =0, |As| <e.
Man findet

OH 9G (1, No) 2% (ug, o)
Aa. 0) = [ 9u\"0270) X AT05 70 RN+IXN+1
B ) (10, Ao, 0) < "l v €
Sei nun (4, ):) € N(—a(auf&)(uo,)\o,())) so gilt 95 (ug, Ao, )@ + %(uo,)\o,)S\ = 0. Wegen

rang(DG (ug, Ao)) = N und somit N(DG (ug, Ao)) = span{ (u), )} folgt (@, A) = a(uf, Ny)
fiir ein a € R. Weiter folgt

ug @+ MoA = o (up, N) |3 = @ = 0,

und somit (@, A) = (0,0). Also ist %(uo, Ao, 0) invertierbar und fiir As > 0 hinreichend
klein ist (u1, A1) wohldefiniert. O
Ferner ist

OH 9G4y (As), M\ (As), As) 29 (u;(As), A (As), As)
5 (1 (89) M (89), As) = (a(u,x) o 2 . )

invertierbar fiir |As| < e. Also kann der neue Tangentialvektor (uf, A]) berechnet wer-
den.

Bei der Anwendung des Newtonverfahrens zur Losung von ((3.5)) miissen Gleichungs-
systeme der Form

A b Ty f NxN N
(J d)'(y>_(g>, ARV, b, feRY, dgeR

effizient gelost werden.
Ist z.B. A eine diinn besetzte reguldre Matrix, so empfiehlt sich die folgende Vorgehens-
weise:

Lose Aw = f, Av=1»

Setze E=d —c'v

Lose By =g —c'w

und setze x = w — vy.
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3 Regulare Losungen

3.4 Nicht-hyperbolische stationdre Punkte

Beispiele zeigen: R
Interessant sind Punkte (4, \) mit 2(d, A) nicht hyperbolisch.
Punkte: (&, \) mit %—g(i, A) nicht hyperbolisch, d.h. besitzt Eigenwerte A mit Re(\) = 0.

Ziele:
a) Die Berechnung solcher Punkte (u, )

b) Die Charakterisierung der Anderung der Dynamik von 2’ = f(z, A) beim Uberqueren
solcher Punkte

Zur Problemstellung a):
Betrachte G(u, \) = 0, G € CHRY x R,RY). Es existiere ein Zweig (u(s), A(s)), s € I
glatt mit (u'(s), N'(s)) #0, s € I.

oG

Zwei Mechanismen, welche zum Verlust der Hyperbolizitdt von §=(u(s), A(s)) fiithren:

i) Ein reeller Eigenwert von %—C;(u(s), A(s)) iiberquert bei s = s¢ die Null.

ii) Ein Paar konjugiert komplexer Eigenwerte von %% (u(s), A(s)) iiberquert bei s = s
die imaginédre Achse.

Betrachte das Lorenz-System

!/

x oy —2)
Yy =| re—y—uxz
z xy — bz

mit stationdrer Losung (Z1, 41, 21) = (0,0,0). Es gilt

—0 0 0
L(O, 0,0,0,0,r) = r -1 0
a($7y7 Z) 0 O _b

mit Eigenwert A3 = —b,

Ao = % (-1 ot /0102 —do(l —r)).

e Fiir 0 < r <1 liegt Stabilitat vor

o fiir r > 1 liegt Instabilitdt vor

o fiir r = 1ist 0 € o (525(0,0,0))
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3 Regulare Losungen

3.5 Berechnung von Umkehrpunkten

Definition 3.5. Ein Punkt (ug, Ao) = (u(s0), A(S0)), So € I heilt Umkehrpunkt des
glatten reguldren Zweiges (u(s), A(s)), falls die Funktion A(s) bei s = s ein lokales
Extremum besitzt.

O A (Uo ,>‘h

\ >
2y A

Notwendige Bedingung an einen Umkehrpunkt ist also X (sg) = 0, hinreichend ist
N(sp) =0, N'(so) # 0. Ein solcher Punkt heifft dann quadratischer Umkehrpunkt.
Sei nun A'(sg) = 0. Dies bedeutet fiir den Zweig

G(u(s),A\(s)) :=G* =0

20 u(s), Als))u' () + 07 (), MDX (5) = G () + C3X(5) = 0

Fiir s = s¢ folgt
GO/ (50) + GSN (s0) = G/ (s9) = 0
d.h. 0 # u/(sp) € N(G2) und 0 € 0(GY). (— es liegt Mechanismus i) vor).

Sei nun genauer 0 ein algebraisch einfacher Eigenwert von G2. Insbesondere folgt dann

N(Gy) = span(¢p), ¢y ¢o = 1
mit
~ u/(s0)
[/ (s0) |2
In der numerischen Rechnung wird dadurch ein Fortsetzungsalgorithmus statt eines
Losungszweiges z(s) = (u(s),A(s)),s € I, ein Polygonzug z(s;) = (u(s;), A(s;)), i =
1,2, 3, ... berechnet.

b0
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3 Regulare Losungen

O A (06 D)

‘ /7
2 A

Prézisiere jetzt ein Kriterium fiir die Existenz eines Umkehrpunktes.

Lemma 3.6. Sei z(s) = (u(s),\(s)), s € I ein C'-Losungszweig von G(u,\) =
mit (v'(s), N'(s)) # 0. Fiir 3 aufeinanderfolgende Punkte z(s;) = (u(s;),A(s;)), @

1,2,3, s1 < s9 < s3 gelte
(A(ss) = Als2))(A(s2) — Als1)) < 0.
Dann existiert ein § € (s1, s3) mit X'(5) =0
Beweis: Sei (A(s3) — A(s2))(A(s2) — A(s1)) < 0. Dann gilt entweder
1) A(s3) > A(s2) und A(s1) > A(sg) oder
i) A(s3) < A(s2) und A(s1) < A(s2)

Betrachte im Folgenden Moglichkeit 1).
Nach dem Mittelwertsatz existiert §; € (s1,s2) und $s € (89, $3) mit

A(s3) — A(s2)

= N(5) >0

S3 — S
)\($2> _ )\($1> — )\l(§ ) < 0
So — 81 ! ’

Mit dem Zwischenwertsatz existiert nun ein § € [$1, §5] mit \'(§) = 0.

Im Fall ii) ist der Beweis analog zu fiihren.
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3 Regulare Losungen

Die Situation in der Néhe eines Umkehrpunktes wird beschrieben durch

Satz 3.7. Sei (u(s), A(s)), s € I ein C*-Losungszweig von G(u, ) = 0 mit (u/(s), N'(s)) #

0, s € I. Ferner besitze G2 := g—g(u(so), A(sp)) den algebraisch einfachen Eigenwert 0

mit Eigenvektor ¢g, ¢j ¢o = 1, und DG® := DG (u(sg), \(s9)) € RY*N+L besitze den
Rang N. Dann gilt X' (sg) = 0, und die folgenden Bedingungen sind gleichwertig:

i) N'(so) #0
ii) (u(so), A(s0), ¢o) ist eine regulére Losung]] des Gleichungssystems
G(u, \)
¢To—1
Bemerkung 3.8. e Wegen N(sg) = 0, N'(sg) # 0 besitzt der Zweig (u(s), A(s))
lokal bei s = sy das Aussehen einer Parabel.

e Das Gleichungssystem T'(u,\,¢) = 0, T : R*N*TL — R2N*L heiRt definierendes
Gleichungssystem fiir Umkehrpunkte. An einem quadratischen Umkehrpunkt kon-
vergiert das Newtonverfahren zur Losung von T'(u, A\, ¢) = 0 lokal quadratisch.
Mogliche Anfangswerte fiir die Newtoniteraton

u(s2) —u(s1)
[u(s2) = uls1)ll2’

wobei s1, $9, s3 die Voraussetzungen von Lemma erfiillen.

Beweis: (von Satz[3.7).

u® = usz), AV = Asa), 6 =

Sei

G* = G(u(s),\(s)) =0, sel

Goul(s) + GEN(s) =0, s €

s =sp: Ggu'(s[)) = —GN (s0) (3.7)
Wegen rang(G%,GS) = N und rang(G%) = N — 1 folgt GS ¢ R(GY). Dies impliziert

X(s0) = 0 in (B.7).
i) = 4i) Sei \(sg) # 0. Es ist

G(u, \)
T(u,\, @) = | Gu(u,N)g | € R*N*
¢lo—1
Gu(u, \) Gi(u, \) 0
DT(u, A\, ¢) = | Guu(u, N)¢ Gur(u,N)p Gylu, \) | € RPN
0 0 26T
GO GY 0
DT (u(s0), A(s0), ¢0) = | Goudo Gorgo G,
0 0 260

'Hier bedeutet regulér, dass DT (u(so), A(s0), o) invertierbar ist.
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3 Regulare Losungen

Zeige nun DT (u(so), A(So), ¢o) invertierbar. Sei (w, o, 1) € N(DT (u(sg), A(s0), ¢o))-
Zu zeigen bleibt \(sg) # 0 = (w, 0,¢) = 0.

Es gilt
Gow+ oGS =0
G0, w) + Gurdoo + Gy = 0
2059 =0
Erhalte
Glw =—-0 G =0=0
—— ~~
€R(GY) ¢R(GY)
und somit w € N(GY), d.h. w = ady.
Einsetzen in die zweite Gleichung liefert
——
€R(GY)

Benétige nun die Aquivalenz

Gou(@0, 00) & R(Gy) & X'(s0) # 0. (3.9)
Mit folgt @« = 0 & N'(sg) # 0 und somit w = agy = 0, G2 = 0, d.h.

1 € N(GY), ¥ = Bgy und mit 0 = 2¢] ¢y = 28¢, ¢y = 23 erhalten wir 3 = 0 und
somit 1 = 0.

i1) = i) Sei nun (u(so), A(so), o) eine regulire Losung von T'(u, A, ¢) = 0. Zu zeigen ist

N'(s0) # 0.

Annahme: \’(sg) = 0.

Nach der Aquivalenz (3.9) ist dies gleichwertig zu G, (¢, ¢o) € R(G?). Somit
existiert ein w € RY mit G20 = —G2 (b0, o).

Setze 1 = W — (¢g w)¢po und finde

Gl = GO0 — g G2 = GO = —G2 (b, o)
=0

sowie
2001 = 2¢) W — 2¢4 W] o = 0
Also folgt fir w = ¢g, 0 = 0,1 = w sofort

Po G0
DT(U(SO)7 )\(80)7 ¢0) 0 = G?Lu<¢07 QSO) + G?Lw = 07
@ 2]

d.h. 0 # (¢, 0,0) € N(DT (u(so), A(s0), ¢0)), was ein Widerspruch zu DT (u(sg), A(so), ¢0)

invertierbar ist.
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3 Regulare Losungen

Noch zu zeigen bleibt die Aquivalenz 1'

G =G(u(s),A(s)) =0, sel (3.10)
Giu'(s)+ G3N(s) =0, sel (3.11)

Gru(U/(5), 6/ (8))+ G (s)u/ () +Gu" (5)+G3,0 (5)N (5)+GN () +GIN(s) = 0.
Fiir s = s¢ folgt mit X (sg) = 0. u/(s0) = cgo, ¢ # 0 sofort

* G0, d0) + Guu”'(s0) + GIN"(s0) = 0.
Nun gllt Ggu<¢07 (bO) € R(Gg) < )\”(SO) =0

7 =7 Aus
— GY XN'(s0) = Gou"(s0) + Gy, (o, do)
~~~ —_—
¢R(GY) €R(GY) €R(GY)

folgt A" (sg) = 0.
7 <7 Fiir M'(sg) = 0 folgt
1
G (@0, do) = —C—2G2U”<SO>
—— ——

€R(GY)

Damit ist ([3.9) gezeigt und der Satz [3.7] bewiesen.

3.6 Berechnung von Hopf-Punkten

Der 2-te Mechanismus, wie fiir einen Zweig (u(s), A(s)), s € I die Linearisierung G, (u(s), A(s))
die Hyberbolizitédt verlieren kann, ist, dass ein paar konjugiert komplexer Eigenwerte die
imaginare Achse iiberquert.
Sei jetzt (u(so), A(so)) eine Losung von G(u, A) = 0 und es gelte Liwy € a(G,(u(so), A(s0))).
Mit dem zugehérigen Eigenvektor o + iy € CV finden wir
G2 (z0 + iyo) = iwo(To + iy0).

Aufspaltung von Real- und Imaginérteil liefert

Gho = —woo (Realteil)

G20 = womg (Imaginérteil)

Ist nun iiberdies iwy algebraisch einfacher Eigenwert von Gy, (u(so), A(so)), So findet man
mit dem Satz iiber implizite Funktionen ein Intervall J C I sowie Funktionen pu(s),v(s) €
R, a(s),b(s) € RY, s € J mit u(sy) =0, v(sq) = wo, a(sg) = xg,b(s0) = yo und

Gu(u(s), A(s))(a(s) +ib(s)) = (u(s) +iv(s))(a(s) +ib(s)), s € J.
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3 Regulare Losungen

Méchte man nun einen Hopf-Punkt, d.h. eine Losung (ug, Ag) von G(u,\) = 0 des-
sen Linearisierung G, (ug, A¢) ein paar rein imaginérer Eigenwerte besitzt berechnen, s
benétigt man ein definierendes Gleichungssystem fiir Hopf Punkte. Man findet hierfiir
etwa

G(u, )
u(u, Nz + wy
WU, Ny —wz | =0

clz
cly—1

G
T(u,\,z,y,w) = | G

Dabei sind ¢'z = 0, ¢'y = 1 die Normierungsbedingungen fiir den Realteil und den
Imaginarteil des Eigenvektors zum Eigenwert iw.

Satz 3.9 (ohne Beweis). Sei (u(s), A(s)), s € I ein C?-Losungszweig und (u/(s), N'(s)) #
0, s € I. Fiir s = s besitze G, (u(sg), A(sg)) der algebraisch einfache Eigenwert iwg, wy #
0 mit Eigenvektor z + iyy € CV. Ferner sei ¢ € RY mit ¢'2y = 0, ¢y = 1. Es sei 0
nicht Eigenwert von G, (u(sp), A(sp)). Dann sind gleichwertig

i) Fir den Eigenwert p(s) + iv(s) von G, (u(s), A(s)) mit u(so) = 0, v(sg) = wp gilt
1 (s0) # 0.

i) (u(s0), A(s0), To, Yo, wo) € R¥*NF2 ist eine regulire Losung des definierenden Glei-
chungssystem
G(u, \)
Gu(u, \)x + wy
T(u,\,z,y,w) = | Gu(u, \)y —wz | =0
clx

cly—1

Bemerkung 3.10. e Das Newtonverfahren zur Losung von T'(u, A, x,y,w) = 0 kon-
vergiert lokal quadratisch bei (u(sg), A(so), Zo, Yo, wo), falls p/(so) # 0, d.h. falls das
Paar +iw, die imaginédre Achse wirklich iiberquert.

e Die Aufgabe, wann zwischen zwei Losungspunkten (u(s1), A(s1)) und (u(s2), A(s2))
auf einem Losungszweig (u(s), A(s)), s € I, s; < sy ein Hopf-Punkt liegt, ist noch
nicht befriedigend gelést. Man kann selbstversténdlich an jeder Losung (u(s;), A(s;))
alle Eigenwerte von G, (u(s;), A(s;)) ausrechnen. Aber dann dominiert fiir N > 1
die Rechenzeit zur Berechnung der Eigenwerte die Rechenzeit zur Berechnung des
Zweiges.
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4 Periodische Losungen dynamischer Systeme

4.1 Lokale transversale Schnitte
Vorgelegt sei das dynamische System

v = f(x), f € CHQLRY), Q C RY offen

mit Losungsfunktion z(t,¢). Wie definieren nun einen lokalen transversalen Schnitt %
an einem Punkt xy € Q.

Definition 4.1. Sei zy € 2, U eine Umgebung von z in Q und ¥ € C*(U,R) mit
U(xp) =0 und (VU(x), f(z)) # 0V € U.
Dann heifit ¥ := 0~10) = {x € U : ¥(z) = 0} ein lokaler transversaler Schnitt bei .

796
BN o)

\ T
m C (’( o) é/l’;fo i

-9 (0)
(N -A)-Xe ML

Bemerkung 4.2. An jedem Punkt zy € Q mit f(zg) # 0 kann durch

U(r) = (f(20), z — o)

und eine geeignete Wahl von U ein lokaler transversaler Schnitt ¥ := ¥~!(0) konstruiert

werden, denn W(zo) = (f(20),0) = 0, (V¥(z), f(2)) = {f(zo), f(x)) # O fir [}z — o]
hinreichend klein.

Satz 4.3. Sei X ein lokaler transversaler Schnitt bei z¢ = Z(79, &), & € Q, 10 € J(&o)-
Dann gibt es eine Umgebung V von &, ein € > 0 und ein 7 € CY(V,R) mit 7(&) = 7o
mit

z(t,) e, t—nl<est=1), VeV
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4 Periodische Losungen dynamischer Systeme

x(€8),3)

%o?(f %)

Beweis: Sei U eine Umgebung von zy €  und ¥ € C'(U,R) definiere einen lokal
transversalen Schnitt 3 = ¥~1(0). Dann ist
W={(t,z) eRx Qs te J(zx), z(t,x) e U}
=2 Y(U)cCD
offen, da x € C*(D, Q). Ferner gilt (79,&) € W, da Z(10,&) = o € U, 70 € J(&)-
Daher existieren d1,d2 > 0 mit (¢,£) € W fiir |t — 79| < 91, ||€ — &ol| < 02
Setze
g: (10— 01,70+ 61) X B, (&) — R
(t,€) = g(t, &) = ¥(2(t,€)).
Es gilt

9(70,&0) = V(Z(70,&0)) = Y(x0) = 0,

%g(t,g) = (VU(z(t,€)), f(3(£,€))
9

ot (70,&0) = (VU(Z(70,&0)), f(Z(70,%0))) = (V¥ (o), f(x0)) # 0.
N——

xo
Somit existiert geméf dem Satz iiber implizite Funktionen eine Umgebung Iy von 7 in
(10 — 81,70 + 01), eine Umgebung V' von & in Bs,(x¢) und eine C''-Funktion 7: V — I,
mit
g(t,8) =0, (t,§) € [y xV < €V undt=r1(§).
Wir bezeichnen 7(§) als die Auftreffzeit und z(7(€), &) als den Auftreffpunkt des bei &
gestarteten Orbits auf X. O

4.2 Die Poincare-Abbildung

Eine besondere Situation liegt vor, wenn wir einen Orbit v(zo) = {Z(¢,z0); t € R} mit
Periode T' > 0 haben und &, = zg, 79 = 7" wihlen. Dabei nennen wir einen Orbit ()
periodisch mit Periode T" > 0, falls Z(t, x¢) = Z(t+71, o) und Z(t, xo) # xo fiir 0 <t < 7.
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4 Periodische Losungen dynamischer Systeme

Definition 4.4. Sei v(z¢) ein Orbit der Periode 7" > 0 und ¥ ein lokaler transversaler
Schnitt bei zy. Konstruiert man gemaéfs Satz zu & = xo die eindeutig bestimmte
Auftreffzeit 7(£), £ € V mit (7(€) — T') < €, so heifst die Abbildung

P VNI 5%, & PE):=z(r(f),€)

die Poincaré-Abbildung des periodischen Orbits beziiglich ¥ und x.

Man beachte, dass &, ein Fixpunkt von P ist, d.h. §, = P(&), und dass P Hyperfldchen-
stiicke V' N X wieder nach X abbildet. Bei geeigneter Wahl der Koordinaten in X, z.B.
als Basis von f(&)*, ldsst sich P dabei als Abbildung des RV~! in sich auffassen.

Definition 4.5. Ein Fixpunkt &, heifst

o stabil fir x,.1 = F(z,), falls es zu jeder Umgebung U von £, eine Umgebung V'
von & gibt mit F"(x), € V, n € N existiert und in U liegt.

e anziehend fiir x,,,1 = F(z,), falls es eine Umgebung V' von &, gibt, so dass F""(z)
fiir alle x € V, n € N existiert und

|F" () — &l — 0 fir n — oo.
e asymptotisch stabil, falls & stabil und anziehend ist, und instabil, falls & nicht
stabil ist.

Satz 4.6. Sei v(&) = {z(t,&); 0 <t < T} ein T-periodischer Orbit beziiglich eines
lokal transversalen Schnittes ¥ bei &. Dann ist v(&y) (asymptotisch) stabil fiir ' = f(x)
genau dann, wenn &, (asymptotisch) stabiler Fixpunkt von z,,1 = P(z,) ist.
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4 Periodische Losungen dynamischer Systeme

Bemerkung 4.7. e Satz sagt insbesondere, dass es fiir die Stabilitat des peri-
odischen Orbits gleichgiiltig ist, wie wir die Poincaré-Abbildung konstruieren, d.h.
welche Stelle £, und welchen transversalen Schnitt ¥ wir auswéhlen.

e Hinreichendes Kriterium fiir asymptotische Stabilitat eines Fixpunktes &, von
Tpi1 = F(x,), F € Clist |\ < 1 fiir alle A € o(F'(&)). Gilt |\ > 1 fiir ein
A€ a(F'(&)), so ist & instabil.

o &y heilt hyperbolischer Fizpunkt, falls |A| # 1 fiir alle A € o(F'(&)) und F'(&)

invertierbar ist.

4.3 Monodromiematrix

Wir untersuchen jetzt die Stabilitéit periodischer Orbits mit Hilfe der Poincaré-Abbildung.
Sei also (&) = {Z(t,&);t € R} ein T-periodischer Orbit von 2’ = f(z). Dann folgt
durch Differentiation:

atag z(t,&) = gag (t, &) ag f(@(t,8)) = f'(2(t, &) - ai (t,&), teR,

533(0750) agfo = Iy,

Sl |l

(Variationsgleichungen)

d.h. Yy(t) = a%j(t,fo) ist die normierte Hauptfundamentalmatrix des T-periodischen
linearen Problems

Y = F@t&) -y =Al) -y mit A@t) = At + T).

Definition 4.8. Sei Y;(t) die Hauptfundamentalmatrix der Variationsgleichungen zu
einem T-periodischen Orbit v(&y). Dann heifst Yo(7") Monodromiematriz zum Orbit v(&)
und ihre Eigenwerte heifsen Floquet-Multiplikatoren.

Bemerkung 4.9. Die Monodromiematrix kann sich &ndern, wenn wir den Orbit statt
bei & bei &, = z(7,&), T € (0,T] verankern. Dann lauten die Variationsgleichungen

y = f(@.&)y = (@t +7,6))y = Alt+ 7)y.
Dieses System hat die Hauptfundamentalmatrix
Yo (t) = Yo(t +1)Yo(r) ™", (4.1)
denn

Y (0) = Yo(1)Yo(r) ™' =
YI(t) = Yo(t +7)Yo(r) ™" = At + 7)Yo(t + 7)Yo(r) ™!
=A(t+1)Y-(t), t=>0.
= Y;(t), also folgt mit
e YO (T) =Yt +T).

I,
1

Wegen der T-Periodizitét von A(t) ist Yr(t

\/\_/

Yo(t) = Yr(t) = Yot + T)Yo(T
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4 Periodische Losungen dynamischer Systeme

Wir erhalten also mit (4.1):
Y(T) = Yo(r + T)Yo(r) ™" = Yo(r)Yo(T)Yo(r) ™",

d.h. die Monodromiematrizen Y,(7") und Y, (7') sind dhnlich. Die Floquet-Multiplikatoren
sind also unabhéngig von der Auswahl des Punktes &, .

4.4 Stabilitatsanalyse periodischer Orbits

Wir differenzieren jetzt die Differentialgleichung

%Q_T(t, 50) = f(i(ta 60))7 te R
nach ¢t und erhalten
0 0 0 0
aai‘(ta 50) = af(f(t 50)) = f,(j(tv 50))&52‘(15’ gO)

Die Funktion y(t) = 2z(t,&) = f(Z(t,&)) ist also eine Losung der Variationsgleichun-
gen. Sie ldsst sich daher schreiben als

0

5, 7(t &) = y(t) = Yo(D)y(0).

Mit vy := %i‘(o,fo) = f(&) folgt damit

Yo(T)vy = y(T) = f(2(T, &) = [(&) = vi-

Die Monodromiematrix hat also immer den Eigenwert 1 mit zugehorigem Eigenvektor

v = f(fo)

Satz 4.10 (ohne Beweis). Sei (&) ein T-periodischer Orbit von 2’ = f(x) mit Yo(7T') =

a%):i‘(T, &o) die zugehorige Monodromiematrix. Dann gilt

i) Ist 1 algebraisch einfacher Eigenwert von Yy(7') und gilt |A| < 1 fiir alle iibrigen
Floquet-Multiplikatoren A, so ist der periodische Orbit stabil.

ii) Existiert ein Eigenwert (Floquet-Multiplikator) von Y5(7") mit [A| > 1, so ist v(&)
instabil.

Definition 4.11. Der periodische Orbit (&) heifst hyperbolisch, falls 1 algebraisch einfa-
cher Floquet-Multiplikator ist, und falls |\| # 1 fiir alle iibrigen Floquet-Multiplikatoren

A von (&) gilt.

Bemerkung 4.12. Eigentlich miissten wir fiir den Nachweis der Stabilitat die Eigenwer-
te von P’(&), P Poincaré-Abbildung zum Orbit v(&j), untersuchen. Es lésst sich aber
zeigen, dass die Eigenwerte von P’(&;) und Yy(7) sich nur um den trivialen Floquet-
Multiplikator 1 unterscheiden.
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4 Periodische Losungen dynamischer Systeme

Bemerkung 4.13. (&) ist hyperbolischer periodischer Orbit genau dann, wenn &,
hyperbolischer Fixpunkt der Poincaré-Abbildung ist.

Beispiel 4.14. Wir betrachten wieder

ot = Ary — 29 — 2y (22 + 23)

Ty =21 + Axg — mo(2] + 23)
mit A € R Parameter. Fiir A > 0 hat dieses System die periodische Losung

z(t, (1,0)) = (@ZTEEQ)

mit Periode 2. Die Variationsgleichungen lauten dann

) —2Xcos?(t) —1 — Asin(2t)
y(t) = (1 “Asin(2)  —2\sin2(f) )y(t)

und die Hauptfundamentalmatrix berechnet sich zu

Y () = (exp(—)\t) cos(t) —sin(t)) '

exp(—At)sin(t)  cos(t)

Fir ¢t =T = 27 erhalten wir

Y(2r) = (exp(627r>\) (1))

mit den Floquet-Multiplikatoren m; = 1 und my = exp(—27A). Also ist der periodische
Orbit Z(t, (1,0)) asymptotisch stabil.
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5 Berechnung periodischer Losungen

5.1 Skalierung der Periode und Phasenbedingung

Vorgelegt sei
o' = f(z), feCHQRY),

Q c RY offen mit Losungsfluss Z(t, ) € CH(D, Q)
D= {(1,&) eRx O t € J(©)}.

Es sei z(t, ) eine periodische Losung, d.h. es ist J(§) = R und es existiert ein 7" > 0
mit T(t 4+ T,&) = Z(¢,€) und T(t, &) # & fiir t € (0,7).
Zur Berechnung periodischer Losungen geht man wie folgt vor. Betrachte

d
EU(T)

flo(r)), 7>0

mit der unbekannten Periode 1" > 0.
Wir skalieren jetzt die Zeit 7 := T't, u(t) = v(T't) und erhalten

du d dv
E(t) _ EU(Tt) — E(Tt)T = f(u(Tt))T =T f(u(t))

u(l) —u(0) =v(T) —v(0) =0

Sei jetzt u(t, ug,T’) der Losungsfluss von v’ = T'f(u), u(0) = up. Dann gilt u(t,ug, T) =
Z(tT, up), denn

%{L‘(tT, U,()) = Tf,(tT, UQ) == Tf(.f(tT, Uo))7 j((), Uo) = Up-

Es bleibt aber folgendes zu bedenken:

Ist @(t) eine Losung von v’ = T'f(u), u(1) —u(0) = 0, so auch u(t +ty) fiir jedes ¢y € R.
Man benétigt also eine zusitzliche Bedingung (,,die Phasenbedingung) um aus der ein-
parametrigen Losungsschar @(t 4 tp), to € R eine auszuwéhlen. Eine Méglichkeit, diese
Auswahl zu treffen, geht mittels einer 1-periodischen Referenzfunktion ug(t). Zur Fixie-
rung der Phase wéahlt man z.B:

u(0) — ugr(0) L uR(0) ,Poincaré-Phasenbedingung®
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5 Berechnung periodischer Lésungen

¢ (t)

L(Q)

Ein vollstandiges System zur Berechnung T-periodischer Orbits von ' = f(x) lautet
also
w—=Tf(u) =0
u(l) —u(0) =0 (5.1)
(u(0) — ur(0)) TuR(0) =0
Allgemeiner lasst sich die 3-te Gleichung in durch eine Bedingung der Form p(u) = 0
ersetzen. Als Alternativen zur Poincaré-Phasenbedingung bieten sich an:

e p(u) =u;(0) —a=0, fiireini € {1,..., N}, ,Fixierung einer Komponente*
e p(u) = fol (u(t) —up(t))"u/(t) dt = 0, ,Integrale Phasenbedingung®.

Funktionalanalytisch hat (5.1) die Form F(u,T) = 0 mit F : C*([0,1],RY) x R —
C([0,1],RY) x RY x R,

F(u,T)(t) = u(1) — uf
(u(0) — ur(0)) "R (0)

Bemerkung 5.1. Das Gleichungssystem (j5.1]) ist dquivalent zu dem endlichdimensio-
nalen System

— ﬂ(l, u, T) —u —
6= (0 i) uy0) = o
mit G : RY x R — RY x R. Numerisch ist also entweder die Randwertaufgabe (5.1]) oder
das Gleichungssystem ([5.2) zu lésen.

Bemerkung 5.2. In MATCONT wird mit der integralen Phasenbedingung statt
der Poincaré-Phasenbedingung geloft. Prinzipiell sieht das wie folgt aus:

Gitter: Q,, = {O =l <t <..<tlp_1 <t, = 1}, Atj = tj — tj—la j=1,...n.

Seien ¢; € [0,1], « = 1,...,m die Knoten des Kollokationspolynoms. Erhalte dann die
Kollokationspunkte

Zij = tj,1 + CiAtj, 1= 1, ., m, ] = 1, o, n.
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5 Berechnung periodischer Lésungen

Setze
P;n = {pu € C([()? 1]7RN)7 p“|[tj—17tj] = Pm}’

wobei P™ den Raum aller Polynome mit Grad < m bezeichnet. Die Kollokationsmethode
fir (5.1)) besteht nun darin, p, € P*, T' € R zu finden mit
(i) = Tf(pu(2ji)), i=1,...m, j=1,..,n
pu(1) — pu(0) =0
(Pu(0) — ur(0)) "ufR(0) = 0.

Im Fall von Gauss-Polynomen ist die Methode konvergent von der Ordnung 2m, falls
die Losung (2m + 1)-mal differenzierbar ist.

5.2 Das SchieRverfahren

Wir beschéftigen uns im Folgenden mit dem Losen des Systems
_ ﬂ(1> u, T) —u _
6= (0 a0 = >

Der Ubergang von (5.1)) zu (5.3)) entspricht gerade der Anwendung des Schiefverfahrens
auf (5.1]). Ist nun Z(¢, ug) eine Ty-periodische Losung von o’ = f(z), so ist u(t, ug, To) =
Z(tTh, up) eine Losung von v’ = T f(u) und (ug, Tp) ist eine Losung von (5.3)).

Satz 5.3. Sei Z(t,ug) eine Tp-periodische Losung von 2’ = f(z), f € CY(Q,RY), und 1
sei algebraisch einfacher Floquet-Multiplikator. Dann gilt

a) (up,Tp) €  x R regulédre Losung von
 (Gi(uw,T)\ u(l,u, T) —u B
o) = () = (o) o) =
falls w/5(0) " f(ug) # 0. Hierbei ist @(t,u,T) = Z(tT,u) und ug ist eine 1-periodische
Referenzfunktion.

b) %t (ug, Ty) + Iy = Yo(Tp) wobei Yo(Tp) die Monodromiematrix der Ty-periodischen

Losung Z(t, ug) bezeichnet.

Beweis: a)
L2a(l,u,T) -1 Zu(l,u
DG(u,T) = ( (i;(’f? I, ,T>>
L .. au =Tf(u),
u(t,u, T) 16st u(0) =1
du L VIt =Tf (u(t,u, T))V(t),
%(t,u,T) 16st V(o) = (5.4)
%(t,u,T) st 7;”0,((8 = If/(@lt u, Dwlt) + f(aft v, 1) (55)
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5 Berechnung periodischer Lésungen

Mit der Hauptfundamentalmatrix V' (¢) von (5.4)) erhalten wir

- 21, uo, Tp
DG (ug, Ty) = (‘;(/Rl()())—r] aT (170 T )) _

Fir —u(l ug, Tp) erhalten wir mit der Variation der konstanten Formel aus sofort

ou ! 1
Gt 0T = [ VOV flats, i, To) ds.
0 %/_/
:%T/«(S:UO»TO)%O
Dies liefert fiir t =1
ot ! 1 0
8T<1 ug, 1) = V(l)/o V(s)_lT0 EE(S,UO,TO) ds
~———

=V (s) 2(0,u0,To)

110
_WDAC%&(O%de

= —V( )gt (0, ug, Tp)
= T%%u(l ug, 1p)
= T%%u(o ug, Tp)
= 7 Tof (w) = f(o)
Man beachte hierzu
o alt w0, To) = o (To (e, T)

= Tof/(u(t Uo, To))@

ot
ou ou
_(tv U, TU) - V(t) ot (

5 0, ug, Tp)
< Tof(alt,ue, 1)) = V() To f (uo).
Damit folgt fiir £ = 1
V(1)To f(uo) = To f(u(1, uo, Tp))
= To f(u(0,u0,To)) = Tof (uo)

da u(t, uy, Tp) eine 1-periodische Funktion ist. Also gilt V(1) f(ug) = f(uo).
Da nun 1 algebraisch einfacher Floquet-Multiplikator ist, gilt

N(V(1) = I) = span{f(uo)}

(t,UO,TQ), d.h.
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5 Berechnung periodischer Lésungen

und

_ (V) =T f(uo)
DG(U(),T()) = ( U’R<O)T 0 ) .

Geméf des Réanderungslemma (Aufgabe 1a, ii, Blatt 4), ist DG (ug, Tp) invertierbar, falls

fuo) ¢ R(V(1) = 1), uwp(0) ¢ R(V(1) = 1)7).
Mit R((V(1)—1)T) = N(V(1)—I)* = span{ f(ug) }* folgt sofort ws(0) ¢ R((V(1)—1)T),

da. f(uo) " u(0) # 0]
Annahme: Sei f(ug) € R(V(1)—1I). Dann gibt es ein w € RY mit (V(1)—1w = f(ug) # 0
und somit ist w ein Hauptvektor erster Stufe zum Eigenwert 1, denn

(V(1) = I)*w = (V(1) — I) f(uo) =0,

d.h. Widerspruch zu 1 algebraisch einfacher Floquet-Multiplikator.
Somit gilt f(ug) ¢ R(V (1) — I) und DG(ug, Tp) ist invertierbar.

b) Aus a) folgt:
0G4

g (o To) =V (1) — 1 (5.6)
mit V() Losung von
V'(t) =Tf (u(t,u,T))V(t), V(0)=1.
Ist Yy(t) die Losung von
Yo(t) = Tf'(2(t, uo))Yo(t), Yo(0) =1,
so folgt V (t) = Yy (tT'), denn

Lyier) = Tvo(ery

dt
= Tf(2(tT, uo))Yo(tT)
=Tf'(u(t,T,u0))Yo(tT), t > 0, ¥5(0) = I.

Somit folgt

oG
a—ul(uo, To)=V(Q) =T =Yy(T)—1I
oG

2Fiir A € RN gilt N(A) = R(AT). Beweis: Sei u = ATw € R(A"), sei v € N(A). Dann gilt
(u,v) = (ATw,v) = (w, Av ) = 0.
=0
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5 Berechnung periodischer Lésungen
Bemerkung 5.4. e Konvergiert also das Newtonverfahren zur Lésung von G(u, T') =
0, so erhélt man die Monodromiematrix Yy(7') geméfs

oG
Yo(T) =1+ 8—;(%7%)

und man kann die Stabilitdt der periodischen Losung z(tu), 0 < t < Tg sofort
bestimmen.

e Zur Bestimmung von

fir 0 < ¢ <1 zu losen.

5.3 Periodische Losungen parameterabhangiger Systeme
Betrachte nun den parameterabhingigen Fall
v = f(z,)), feCHQxARY)
Q C RY offen, A C RP offen mit Losungsfluss
(€, \) € CLD(A), Q)
D={(t,&, ) e Rx Qx A; t € J(E N}

Ohne Einschrankung gelte p = 1.
Es sei Z(t,&(s), A(s)) eine T'(s) periodische Losung von 2’ = f(x, \(s)),s € I. Durch
Skalierung der Zeit erhélt man wieder die Dgl.

u' =T(s)f(u, A(s)), u(0) = ug
mit Losungsfluss u(t, ug, T(s), A(s)) = Z(tT'(s),up, A). Also gilt G(u(s),T(s),A(s)) = 0

fiir
B auuTM

und u(s) = &(s). Ferner ist (u(s),T'(s), A(s)) eine reguldre Losung von G(u, T, \) = 0,
falls 1 algebraisch einfacher Floquet-Multiplikator der 1-periodischen Losung u(t, u(s), T'(s), A(s))
1st.
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5 Berechnung periodischer Lésungen

Man berechnet nun den Zweig (u(s),T'(s), A(s)), s € I von G(u, T, \) = 0 durch Fortset-
zung nach der Bogenlinge. Als Referenzfunktion ug(t) in der Poincaré-Phasenbedingung
wahlt man den jeweils zuletzt berechneten Orbit.

Sei also (ug, To, Ag) eine reguldre Losung von G(u,T,A) = 0. Ferner sei (ug, T, Ay) der
auf 1 normierte Tangentialvektor. Man l6st dann das System

AT = (o (0 i 03—y~ as) = (1)

fiir As > 0 geeignet z.B. mit dem Newtonverfahren. Dies konvergiert geméf Satz 3.4
lokal quadratisch an jeder reguldren Losung (uy,Th, A1) von G(u,T,A) = 0. Nach Satz
ist hierfiir hinreichend, dass 1 ein algebraisch einfacher Floquet-Multiplikator der
Ti-periodischen Losung Z(t,u1, A1), t € R ist. Den neuen Tangentialvektor (u}.77, \})
berechnet man durch Losen von

uy

— 0
DH(Ul,Tl,)\l) . Tll = < >

5\/

1
und Normierung o
, (a/’T/7)\I)
(uy, T3, \) = -,IT—,IX,I
[ (@, T7, A1) 2

Bemerkung 5.5. e Ist das Newtonverfahren zum Losen von H (u, T, \) = 0 zu auf-
wendig, so muss ein ableitungsfreies Verfahren (z-B. Fixpunktiteration) benutzt
werden. Dabei wird die Tangente (ug, 77, \;) durch die Sekante

(Uo —u_1,To —T-1, 0 — >\—1)

S f—
(g — w1, To — T-1, A0 — A_1)]|2

ersetzt.

Ein offenes Problem ist aber, eine T'(sg)-periodische Startlosung von ' = f(x, A(sg))
zu bekommen, d.h. (ug,Th, Ag) mit G(ug, T, Ag) = 0. An einer stabilen periodischen
Losung lassen sich geeignete Approximationen fiir T'(sg), u(so), A(so) bestimmen, welche
dann mit dem Newtonverfahren zur Losung von

(a(t,u, T, A(s0)) — “) =0, ie{l,..,N}

ui(u) — «

festgezurrt werden konnen.

Eine Alternative hierzu ist die Berechnung periodischer Losungszweige, welche an ei-
nem Hopf-Punkt entstehen. Programme wie MATCONT kénnen an derartigen Punkten
starten und die von dort ausgehenden Losungszweige periodischer Orbits verfolgen.

41



6 Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten

6 Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten

6.1 Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten stationdrer Punkte

Vorgelegt seien das kontinuierliche dynamische System

' = f(z), feCYQ,RY), Losung Z(t, x),

€€ Qmit f(§) =0, & hyperbolisch, (6.1)
sowie das diskrete dynamische System
Tpi1 = F(z,), F € CYQ,RY), Losung z(t, x), (6.2)

&€ Qmit F(§) =¢, € hyperbolisch.
Die zugehérigen stabilen und instabilen Unterrdume X und X, ergeben sich

i) im kontinuierlichen Fall (6.1): B = f/(£), BS = SA mit S € RM¥ invertierbar

und
A~ Ay O Re(A) <0 VA€ a(Ay)
- \0 A,J7 Re(N) >0 VAeo(A,)

sowie der Partitionierung S = (S, S,), Ss € RV*Ns G € RV*Nu N, + N, = N
und den invarianten Unterrdumen X, = SR x € {s,u}.

ii) im diskreten Fall (6.2)):
B =F'(§), BS = SA mit S € RV invertierbar und

Ao (A0 A <1 VA€a(A,)
“\0 A N >1 YAeo(Ay)

sowie S = (S5, S.), X, = SR k € {s,u}.

Der hyperbolische Fixpunkt bzw. stationdre Punkt & heift Senke, falls dim(X,) = 0,
Quelle, falls dim(X,) = 0 und Sattel, falls dim(X,) > 0 und dim(Xj) > 0.

Wir wollen nun die Dynamik diskreter und kontinuierlicher dynamischer Systeme in
der Nédhe von hyperbolischen Fixpunkten bzw. stationdren Punkten genauer verstehen.

Definition 6.1. a) Sei £ € Q hyperbolischer stationdrer Punkt von 2’ = f(z), f €
CH(,RY) und sei V eine Umgebung von £ in €. Dann heifen

WY€) = {:Eo e V; t7(xg) = 0o, T(t,x9) € V fiir t > 0 und tlirn T(t,xo) = 5}
—00
WY (€)= {xo eV; t (xg) = —o0, T(t,xp) € V fiir t <O0und lm Z(¢,z0) = §}

t——o0

die stabile bzw. instabile Mannigfaltigkeit des stationdren Punktes bzgl. V.
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6 Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten

b) Sei £ € Q hyperbolischer Fixpunkt von z,,; = F(x,), F € C*(Q,R) und sei V
Umgebung von £. Dann nennt man

WY (&) = {20 € V; (@n)nen CV, @1 = F(z,) und lim z, = ¢}

n—o0

Wy (€) = {20 € V; (Zn)nen CV, tps1 = F(z,) und  lim , = &}

n——o00
stabile bzw. instabile Mannigfaltigkeit des Fixpunktes £ bzgl. V.

Bemerkung 6.2. e Definition [6.1] unterstellt, dass die Mengen W) (¢), WY () tat-
séchlich Mannigfaltigkeiten sind, was noch nachzuweisen ist.

e Aus Definition [6.1] folgt unmittelbar, dass die stabilen Mannigfaltigkeiten positiv
und die instabilen Mannigfaltigkeiten negativ invariant sind.
Sei dazu z = Z(to,w0), o € WY (E), to > 0. Dann ist t*(2) = oo, Z(t,2) =
Z(t, z(to, o)) = Z(tto, zo) € V und limy_,o0 Z(t, 2) = limy_y00 Z(t + to, ) = &.

e Die Abhiingigkeit der Mengen WY (£) und WY (¢) von der gewihlten Umgebung V
von £ ist wichtig. Im Fall V' = Q spricht man auch von der globalen stabilen bzw.
instabilen Mannigfaltigkeiten und schreibt W, (&) = W(€), W,(€) = W(€).

Es gilt im Allgemeinen jedoch nicht W?(§) = V N Wy(§). Betrachte hierzu das

lpl VA
A\~
—]

LJS (3) \’Js\,m)
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6 Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten

6.2 Darstellung lokaler stabiler und instabiler Mannigfaltigkeiten
Satz 6.3 (Darstellungssatz).

1. Sei £ hyperbolischer stationédrer Punkt des dynamischen Systems 2’ = f(z), f €
CH(Q,RY), k> 1 und seien X, X,, C RY stabiler und instabiler Unterraum von
B = f'(¢). Dann gibt es Nullumgebungen V; C X, V, C X, und eine Funktion
p € C*(V,,V,), so dass p(0) = 0, p'(0) = 0 gilt und die lokale stabile Mfk. WY (£)
mit V =&+ V, @V, die folgende Darstellung besitzt:

WY€) = {€+ zs + play); x, € Vo). (6.3)
Ebenso gibt es ein ¢ € C*(V,,, V;) mit ¢(0) = 0, ¢/(0) = 0 und
Wy (&) = {€+ 2+ a(za); zu € V). (6.4)

2. Sei ¢ hyperbolischer Fixpunkt von z,,; = F(x,), F € C*(Q,RY), k > 1. Dann
besitzen die zugehorigen lokalen stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten WY ()
und W)Y (€) bei geeigneter Wahl von V' die Darstellungen und . X, bzw.
X, sind dabei die invarianten Unterrdume von F’(§) zu Eigenwerten mit Betrag
grofker bzw. kleiner 1.

Bemerkung 6.4. e Gemifh Satz (6.3)) sind WY (), WY (€) fiir V geeignet als Gra-
phen glatter Funktionen darstellbar und somit Mannigfaltigkeiten im mathemati-
schen Sinne.
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6 Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten

e Wegen p/(0) = 0 und ¢’(0) = 0 sind X, und X, die Tangentialriume an WY (£)
bzw. WY (€). Dies lisst sich anhand der Darstellung (6.3)), (6.4)) verifizieren.
Sei v : (—¢,e) = WY (£) eine Kurve und 7(0) = £ und /(0) = v, d.h.

Y(a) =&+ xs(a) + p(zs(a)), zs(a) € X
= 7'(@) = z(a) + p'(z5(a)) - ()
7'(0) = 2(0) + p'(0) z,(0) = #((0) € X,

d.h. TWY () C X,.
Ist andererseits v € X, gegeben, so wihle die Kurve

vi(=e,e) = W€, () =¢E+aia) +p(zy(a).
Dann gilt v(0) = € und +/(0) = v € TWY (£).

o Tm Fall X, =RY, X, = {0} (d.h. Senke) folgt p = 0 und im Fall X, = {0}, X, =
RY (d.h. Quelle) gilt ¢ = 0. Somit ist fiir eine Senke WY (£) bzw. fiir eine Quelle
WY (€) eine echte Umgebung von ¢ in Q.

6.3 Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten periodischer Orbits
Eine Verallgemeinerung der Definition (6.1]) auf kompakte, invariante Mengen ist

Definition 6.5. a) Sei M C 2 kompakt und invariant fiir 2’ = f(z), f € C'(Q,RY),
und sei V' C Q eine Umgebung von M. Dann heifsen

WY (M) = {:co € V; ¥ (o) = 00, &(t,m9) €V fiir £ > 0 und lim dist(z(t, zo), M) = o}

S
— 00

WY (M) = {xo eV; t (xg) = —o0, Z(t,xp) € V fiir t <0 und tlim dist(Z(t, xg), M) = 0}

——00
die stabile, bzw. instabile Menge von M bzgl. einer Umgebung V.

b) Entsprechend heiken fiir 2,11 = F(z,), F € C*(Q,RY), M kompakt und invariant
fir x,.1 = F(x,)

WY (M) = {20 € V; (2,)neny C V mit 2,11 = F(z,) und lim dist(z,, M) = 0}

S n—oo
WY (M) ={xg € V; (2p)nexy C V mit 2,41 = F(z,) und lim dist(z,, M) = 0}
n——00

die stabile bzw. instabile Menge von M bzgl. V.

Im Folgenden betrachten wir den Fall M = ~(&y) eines hyperbolischen T-periodischen
Orbits. Wir konstruieren nun die bei £, aufgehéngte Poincaré-Abbildung P mit einem
linearen lokalen transversalen Schnitt . Dann hat das diskrete dynamische System
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6 Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten

Zp+1 = P(x,) den hyperbolischen Fixpunkt &,. Nach (6.3) hat nun z,,; = P(x,) eine
lokale stabile Mannigfaltigkeit der Form

W (&) = {& + x5 +play); 2, € U}
mit U = & + (U, @ U,) und U, C X,, U, C X, sowie p € C¥(U,, U,).

N \’JSV(SO)
2

Es ist nun einleuchtend, dass sich die lokale stabile Mannigfaltigkeit des periodischen
Orbits ergibt, wenn wir die lokale stabile Mannigfaltigkeit WY (&) des Fixpunktes &
von Z,41 = P(z,) einmal herumfliefen lassen. Mit der Auftreffzeitfunktion 7: W — R,
W geeignete Umgebung von &, lautet dies

WY (v(&)) = {z(t, & + @5 + p(xs)); x5 € Uy, 0 <t < 7(& + s + ()}

oy

P
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6 Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten

Bemerkung 6.6. Hat der hyperbolische Fixpunkt &, von x,.; = P(z,) die Dimension
N, bzw. N,, N+ N, = N — 1, so hat die stabile Mannigfaltigkeit des hyperbolischen,
periodischen Orbits v(&y) die Dimension Ny + 1, die instabile Mannigfaltigkeit die Di-
mension N, + 1. Der Schnitt dieser beiden Mannigfaltigkeiten ist der Orbit (&) selbst.
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7 Zentrumsmannigfaltigkeiten fiir dynamische
Systeme und Verzweigungen

7.1 Die Zentrumsmannigfaltigkeit

Betrachte 2/ = f(2), f € CY(Q,RY), Q C RY offen mit Losung z(, z).
Es sei f(0) =0 und

ro= (1) AR A erh

N.+ Ny = N mit Re(\) = 0 fiir alle A € o(A.), Re(A) < 0 fiir alle A € o(Ay).
Entsprechend spalten wir z = (z,y) auf und schreiben

(1) == (0) = (o) = (ea e
mit r;(0,0) =0, Dr;(0,0) =0, i =1,2.

Definition 7.1. i) Eine Menge M C Q mit 0 € M heift lokal invariant fiir 2’ = f(2),
falls eine Nullumgebung V' existiert mit z € M, z(t,z) € V fiir to < t < t1, tg <
0<t;=z(t,z) e M fur to <t < t;.

ii) Eine lokal invariante Mannigfaltigkeit der Form W.(0) = {(x,h(x)); =z € V.},
V. C RY eine Nullumgebung mit A(0) = 0 und h € CFUP(V, RN+) heifit C*HiP-
Zentrumsmannigfaltigkeit fir 2z’ = f(z). Dabei ist

CHEP (M RNY = {f € C*(M,RY); f%® ist lokal Lipschitz-beschrénkt in M}.
Dann wird die Dynamik auf W, (0) beschrieben durch
' = fi(xz, h(z)), z €V, (7.1)

(7.1) heift das reduzierte System zu 2’ = f(z) nahe Null. Es enthélt alle ,interessan-
ten Phédnomene* des Ausgangssystems.

Satz 7.2. Sei f € CHUP(Q RY), QO C RY offen, £ > 1 und sei 0 ein stationirer Punkt
von 2/ = f(z) mit

F(0) = (é /(1)) , Ag € RNINe A e RNN N 4 N, = N

mit Re(\) = 0 fiir alle A € 0(A.), Re(\) <0 fiir alle A € o(Ay).
Dann existiert eine C*UP-Zentrumsmannigfaltigkeit, d.h. h € CHHP(V,, RNs), W,.(0) =
{(z,h(z)); v €V}, V.C RN Nullumgebung, und es gilt h(0) = 0, h'(0) = 0.
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7.2 Eigenschaften der Zentrumsmannigfaltigkeit

Bemerkung 7.3. Unter den Vorraussetzungen von Satz ((7.2)) gilt fiir jede dort konstru-
ierte Zentrumsmannigfaltigkeit W.(0):

i) Sei (z(t),y(t)) = (z(t), h(Z(t))) eine Losung von 2z’ = f(z) auf W,(0). Dann gilt
y'(t) = (h(z(1)))" = h'(2(t))z(t)’
d.h.

fa(2(), h(z (1)) = B (2()) f1(Z(t), h(Z(1)))
& folz, h(z)) = b (x) fi(z, h(z)), z €V, (7.2)

(7.2) heifst Funktionalgleichung fiir h. ((7.2)) ist eine singuldre PDE fiir h.

ii) Ist 0 asymptotisch stabil bzw. stabil bzw. instabil fir das reduzierte System x’ =
fi(z, h(z)), so gilt das auch fiir das Ausgangssystem 2’ = f(z).

Beispiel 7.4 (Anosov). Betrachte das System 2’ = 22, 3/ = —y.
Die Losung zum Anfangswert (xg, o) lautet

(:E<t)7y(t)) = (1,:020,57 Yo eXp(_t)) , —00 < xot < 1.

Ist 29 # 0, so folgt
1 1 11—t
Yo €XP - exp| — | = yoexp - + = yoexp(—t) = y(t).

0 x(t) 0 To

Mit o := yp exp (—%) finden wir

0

1
x(t)

In der Tat definiert jede Funktion (beachte xy < 0 = z(t) < 0)

() =aexp (1 ) = hala(t), a(0) 20

~ faexp (L) firz <0
ha(x)—{ 0 firz >0, aeR

eine invariante C*°-Mannigfaltigkeit W2 (0) = {(z, ha(x)), x € R}

All diese Zentrumsmannigfaltigkeiten beriihren einander in 0 von beliebiger Ordnung
und liefern das reduzierte System

2’ = fi(x, ho(x)) = 22
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7.3 Verzweigungen parameterabhdngiger Systeme

Die wichtigste Anwendung von Zentrumsmannigfaltigkeiten besteht in der Analyse von
Verzweigungen parameterabhédngiger dynamischer Systeme.
Betrachte

2= f(\2), feCPP(AxQRY), QcRY offen, A C R offen.
Sei etwa 0 € RY stationir und nicht hyperbolisch bei A = 0 in RP. Ferner sei

o 0,0)= (4 V) 4 er¥M 4, e RYN
0z 0 A

mit Ny + N. = N, und Re(A\) = 0 fiir alle A € 6(A,.), Re(\) <0 fiir alle A € 0(A;). Um
2 = f(\, z) in der Nahe von (0,0) € A x 2 zu studieren, fiigen wir formal die Gleichung
A = 0 hinzu. Betrachte

N =0
S = (0) = ()

mit z = (z,9), v € RV y e R (z,y) € Q bzw.

fa(u)
mit u = (\, 2) = (A, z,y). Es gilt £(0) =0,
0O 0 O o7,
FO = (B A 0 ) mit Bi:=—=5(0,0), i = 1,2
By, 0 A,
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7.4 Normalformen nichthyperbolischer stationarer Punkte
Betrachte jetzt
2= f(\2), feCHAXxQRY), QcRY offen, A C R offen,

und es sei (Ao, 29) ein nicht hyperbolischer stationdrer Punkt. Durch eine Reihe von
Reduktionen und FluRéquivalenzen (bzw. Konjugationen) wollen wir das dynamische
System in der Ndhe von (g, 29) soweit vereinfachen, dass es sich explizit diskutieren
lasst. Diese vereinfachte Form wird Normalform genannt.

Im Folgenden geben wir die einzelnen Schritte an. Dabei erhalten die jeweils neu einge-
fiihrten Variablen immer einen um 1 erhchten Index.

Schritt 1: Translation
1 =A—Xo, p1 =2—2), p1€R, %01€RN
Man erhalt

@) =2 = f(z,A) = f(Ao + p1, 20 + 1) =: fi(p, 1)
mit f;(0,0) = 0.

Schritt 2: Blockdiagonalisierung der Linearisierung

(Ml):(l 0> <M2), deRY, S e RV*N iny,
Y1 d S P2

mit
3f A, 0 oh
-1 . PR
ergibt
25 0 . Nil N
- f. - ) € R 3 € R, < R
(902> <f2(,u27902)> fa(uz, ¢2) H2 2
mit
. 0 0 0 8f
fé(oa O) = Bl AC O , Bl a 1 (O 0) Ac c RNCXNC’
0 0 Ay H1

o(A.) = zentrales Spektrum von 8f1 1(0,0) = ZL(No, 20), Ay € R¥N#*Ni - 5( Ay) instabiles
und stabiles Spektrum von aale (0, O)7 N.+ Ny = N.

Schritt 3: Reduktion auf die Zentrumsmannigfaltigkeit
Zerlege @y = (&2,1m2) € RN x R¥# = RN, fy = (fac, fon) € RNe x RV,
Die Zentrumsmannigfaltigkeit ist Graph einer Funktion h : R x RNe — RV#

(p12, &2) = h(pz, &2) = o
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Wir erhalten ein reduziertes dynamisches System der Dimension N,. Dieses hat die Form
& = fae( a6, M2, £2)) = g2(p12, &)
R
€ =p2

Es ist zu beachten, dass sich Stabilitdtsaussagen fiir dieses reduzierte System nur dann
auf das Originalsystem 2z = f(), z) iibertragen, wenn die Matrix Ay in Schritt 2 nur
ein stabiles Spektrum besitzt.

Schritt 4: Transformation auf Normalform
Die Transformation

po = 7(p3) = ps + O(|usl?)
& =T((&.13)) = &+ O([|&1°)

liefert ein System der Form
& = gs(us, &) € R

Typischerweise ist dabei g3 ein Polynom in (u3,&3) mit Monomen méglichst niedriger
Ordnung. Ferner sind die Systeme & = ga(9, &) und & = g3(us, £3) jeweils bei 0 to-
pologisch konjugiert (d.h. qualitativ gleiche Phasenbilder) und die Transformation von
(u2,&2) zu (us, &3) nur eine kleine Storung der Identitdt. Dieser Schritt dient dazu, die
rechte Seite g, weiter zu vereinfachen.

Schritt 5: Parameterspiegelung und Zeitumkehr
Wir erlauben noch Transformationen der Form

ps = e1114&4(t) = &3(eat) mit e1,e0 € {—1,1}.
Dies liefert die Gleichung
& = ga(pa, &) = c2g3(e1p4, &4) € RN (7.3)

(7.3) heifst die Normalform des dynamischen Systems z’ = f(\, z) bei (A, 20).

7.5 Normalformen von Umkehr- und Hopfpunkten

Wir fithren jetzt ohne Beweis die Normalformen elementarer stationérer Verzweigungen
auf.

Der Umkehrpunkt:
0 ist algebraisch einfacher Eigenwert von %(AO, 2p) und 0 ist der einzige Eigenwert auf
der imagindren Achse, d.h. N, = 1.
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WA

X

x
K

x

X

Die Normalform lautet
v =2 \=g(\ ) (7.4)

Die Gleichung ((7.4)) ldsst sich sogar explizit 16sen. Qualitative Diskussion von ([7.4)) liefert

o O, %) A ~ 4
O.Db‘ S(d/ X> %(%,x)

~ N S ~N >
- = )X 7 %-0 st 3 a/=~a\\ e N
Sabl
=N
A< O A=0 N >0

Bemerkung 7.5. Die Stabilitdtsdiskussion von (7.4]) ldsst sich nur dann auf das Ori-
ginalsystem tiibertragen, falls o(Ag) = o(A4s), d.h. dim(A,) = 0. Im Verzweigungsdia-
gramm erhalten wir

/\

>V

shaki|

Gilt dim(A,) = N,, so folgt
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/\

>
A

-'"-\___ Ny rastabile Ew

Die Bedingungen, welche eine Durchfiihrung der Schritte 1-5 zur Normalform ([7.4))
erlauben, lauten:

0
o (a—{:(Ao, Zo)) NR = {0},
0 ist algebraisch einfacher Eigenwert mit (U1)
N (%(AO, zo)) = span{®y}, ®J Py = 1.
0? 0
52 O 0) @00 ¢ R (5 0,0 ) (v2)
of of

510 20) ¢ R (@O\O’ZO)) (U3)

e ([U2) ist eine Nichtentartungsbedingung. (U2|) garantiert, dass der Koeffizient vor

2? im reduzierten System auf der Zentrumsfunktion nicht verschwindet.

e (U3)) wird als Transversalitdtsbedingung bezeichnet. (U3)) garantiert den nicht ver-

schwindenden Koeffizienten vor A im reduzierten System. Im Verzweigungstechni-
schen Sinne sichert (U3)), dass (Ao, 20) eine reguldre Losung von f(A, z) = 0 ist.

Der Hopf-Punkt:

g—ﬁ()\o, 2p) hat die algebraisch einfachen Eigenwerte +iwy, wg # 0 und sonst keine auf
der imagindren Achse, d.h. N, = 2.

WA
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Bedingungen zur Erlangung der Normalform

o (%()\0, ZQ)) NiR = {:l:in}, wWo 7£ O,

twy ist ein algebraisch einfacher Eigenwert.

(H1)

(H1) garantiert die Existenz eines glatten Losungszweiges (A, z(\)) mit z(Ag) = 2o, A €
I, I C R Intervall. Ferner sind die Eigenwerte p(\), i(A) von %(A, z(A)) mit u(Ag) = iwo,
() = —iwp glatt in .

Es gelte i(Re(,u(/\))

— £0. (H2)

A=Xo

Die Normalform lautet dann
21\ _ (A =1\ () 2 o (T
(x;) _ (1 A) (xz) @ rad) (7 (75)

1) stellt sicher, dass der Koeffizient vor (z% + 23) (?) im reduzierten System auf der
2

Zentrumsfunktion nicht verschwindet. (7.5) hat den stationéren Zweig (Z1,Z2) = (0,0)
fiir A € R. Bei A = 0 verliert der Nullpunkt seine Stabilitdt, und es entstehen stabile,
om-periodische Orbits (v/Acos(t), v Asin(t)), A > 0.

\ XA

7T

el 5 : SN

\/)Q( . g\'QL: ll

Man beachte, dass diese Stabilitidtsaussagen selbst im Fall dim(A,) = 0 nicht mehr
unbedingt gelten miissen, da in Schritt 5 eine Parameterspiegelung sowie Zeitumkehr
zugelassen ist. Insgesamt sind die 4 folgenden Verzweigungsbilder im Fall dim(A,) = 0
moglich.
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V) W)

Im allgemeinen Fall gilt in 1)

NU LSt F'oqu&x‘ - Mu\}‘

NU \f\.g&"r N\,{Lms\r

Bemerkung 7.6. Der lineare Hauptteil der Normalform ([7.5)) hat die Eigenwerte A £
und die entstehende periodische Losung hat die Periode 27. Allgemein lésst sich zeigen,
dass die entstehende periodische Losung in etwa die Periode 27w, hat.
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