
Eine sehr kurze Einf�uhrung in diePartial Di�erential Equation Toolboxvon MATLAB �Heinrich VossyZusammenfassungDieser Kurs ist eine sehr kurze Einf�uhrung in die Partial Di�erential Equation Tool-box f�ur MATLAB. An f�unf Beispielen zeigen wir einige M�oglichkeiten der PDE Tool-box zur Beschreibung, L�osung und Visualisierung von partiellen Di�erentialgleichun-gen auf. Der Kurs ist als Einstieg gedacht, und wir beschr�anken uns daher auf dieGraphische Benutzer Ober
�ache der Toolbox.0 EinleitungDie PDE Toolbox f�ur MATLAB ist eine Umgebung zur L�osung von partiellen Di�erenti-algleichungen auf ebenen Gebieten mit Hilfe der Methode der �niten Elemente. Sie gibtHilfestellungen bei der De�nition des Problems (Beschreibung des Gebietes, in dem dieGleichung zu l�osen ist, der Randbedingungen und der Koe�zientenfunktionen der Di�e-rentialgleichung), erzeugt eine unstrukturierte Dreieckszerlegung des Gebietes, diskretisiertdie Di�erentialgleichung mit linearen �niten Elementen zu dieser Zerlegung und l�ost dasdiskrete Problem. Schlie�lich stellt sie verschiedene M�oglichkeiten zur Visualisierung derL�osung bereit. Die minimalen Voraussetzungen f�ur die Benutzung der Toolbox werden indem Handbuch [1] so beschrieben: \The minimal requirement is that you can formulate aPDE problem on paper (draw the domain, write the boundary conditions, and the PDE)".Die grundlegende Gleichung, die in der Toolbox behandelt wird, ist die partielle Di�eren-tialgleichung �r � (cru) + au = f in 
; (1)wobei 
 � IR2 ein beschr�anktes Gebiet ist und c, a, f und die gesuchte Funktion u skalare,komplexwertige Funktionen auf 
 sind, mit Dirichletschen Randbedingungenhu = r auf @
 (2)�MATLAB ist ein eingetragenes Warenzeichen der Firma The Math Works, Inc.yTechnische Universit�at Hamburg{Harburg, Arbeitsbereich Mathematik, Kasernenstrasse 12, D{20173Hamburg, voss@ tu-harburg.d400.de 1



oder Randbedingungen dritter Artn � (cru) + qu = g auf @
: (3)Dabei ist n der �au�ere Normalenvektor auf @
, und h, r, q und g sind komplexwertige Funk-tionen, die auf @
 de�niert sind. Die Gleichung (1) wird in der Toolbox elliptisch genannt,auch wenn die Funktion c auf 
 nicht von einem Vorzeichen ist, und die Randbedingung(3) wird abweichend von der mathematischen Literatur Neumannsche Randbedingung ge-nannt.Es k�onnen ferner \parabolische" Anfangsrandwertaufgabend@u@t �r � (cru) + au = f (4)und \hyperbolische" Anfangsrandwertaufgabend@2u@t2 �r � (cru) + au = f (5)behandelt werden. In diesen F�allen k�onnen die Funktionen c, a, f , d, g, q, h und r auchvon t abh�angen.Weiter kann die Eigenwertaufgabe�r � (cru) + au = �du in 
 (6)mit homogenen Randbedingungen (r = 0 in (2) bzw. g = 0 in (3)) numerisch gel�ost werden,und es steht im \elliptischen" Fall ein L�oser f�ur die nichtlineare Randwertaufgabe�r � (c(u;ru)ru) + a(u;ru)u = f(u;ru) (7)mit den Randbedingungen (2) bzw. (3) bereit, wobei nun auch die Funktionen h und rbzw. q und g von u abh�angen d�urfen. Schlie�lich k�onnen auch gewisse ebene Systemezweiter Ordnung behandelt werden.Der vorliegende Report war Grundlage des \Technologieseminars" �uber \Numerische Si-mulation { Partielle Di�erentialgleichungen" der Daimler Benz Aerospace, Airbus GmbH,in dem vom Autor nur die numerische L�osung station�arer Probleme behandelt wurde. Wirbeschr�anken daher die folgenden Beispiele auf \elliptische" Randwertaufgaben. BesondererDank gilt Vera Lochmann, die alle Abbildungen dieses Reports erstellte.1 Beispiel 1Wir betrachten die Di�erentialgleichung��u = �4 in 
 := f(x; y) 2 IR2 : x2 + y2 < 1g (8)mit den Dirichletschen Randbedingungenu(x; y) = 1 f�ur x2 + y2 = 1: (9)2



O�ensichtlich ist u(x; y) = x2 + y2 (10)die L�osung der Randwertaufgabe (8), (9), und wir k�onnen die Konvergenzeigenschaft der�niten Elementmethode mit st�uckweise linearen Ansatzfunktionen auf Dreieckszerlegungenvon 
 veri�zieren.Um die Randwertaufgabe mit der PDE Toolbox zu l�osen, verwenden wir die GraphischeBenutzerober
�ache (Graphical User Interface: GUI). Unter MATLAB rufen wir diese mitdem Befehl pdetoolauf und erhalten den folgenden Bildschirm:

Wir erzeugen zun�achst das Gebiet 
, in dem die Di�erentialgleichung zu l�osen ist. Dazuw�ahlen wir in dem Options Men�u die Punkte Grid und Snap, die die Beschreibung von 
h�au�g erleichtern. Wir klicken das Ikon mit der Ellipse mit dem markierten Mittelpunktan. Danach klicken wir den Mittelpunkt (0; 0) des Kreises 
 n�aherungsweise mit der linkenMaustaste an (ohne die Option Snap h�atten wir genau arbeiten m�ussen) und ziehen beigedr�uckter linker Taste die Maus. Dabei werden blaue Ellipsen erzeugt, deren Halbachsensich nicht kontinuierlich �andern, sondern so springen, dass die Abschnitte auf den Achsenmit Gitterpunkten zusammenfallen (auch dies ist eineWirkung der Option Snap). Es macht3



keine M�uhe, auf diese Weise den Einheitskreis 
 zu erzeugen. Lassen wir die Maustastelos, so erscheint in grauer Schra�ur der Einheitskreis mit der Bezeichnung C1 (circle 1).
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C1Ferner erscheint in dem Fenster Set formula das Symbol C1. Auf die Benutzung diesesFensters bei der De�nition komplizierterer Grundgebiete kommen wir sp�ater zur�uck.Um die Randbedingungen einzugeben, klicken wir das Ikon mit dem Symbol @
 an (GleicheWirkung erreichen wir, indem wir in dem Boundary Men�u den Punkt Boundary Modew�ahlen). Von dem Gebiet bleibt die Randkurve, die hier in vier rote Viertelkreise unterteiltist. Voreingestellt sind homogene Dirichletsche Randbedingungen u = 0 auf dem ganzenRand. Um diese in die gew�unschten inhomogenen Randbedingungen zu �andern, klickenwir ein Randteil mit der linken Maustaste an. Dieses wird daraufhin schwarz. Hierdurchwird angezeigt, dass die Randbedingung auf ihm (neu) spezi�ziert werden kann. Da dieRandbedingung auf allen vier Randst�ucken gleich lautet, u = 1, k�onnen wir die �Anderungauf allen gleichzeitig vornehmen. Dazu klicken wir bei gedr�uckter Shift-Taste die anderendrei Randteile mit der linken Maustaste an. Um die �Anderung durchzuf�uhren w�ahlen wirin dem Boundary Men�u den Punkt Specify Boundary Conditions. In dem erscheinendenFenster f�ur die Randbedingungen �andern wir den Wert f�ur r in 1 und best�atigen dieRandbedingungen durch Anklicken von OK.In dem Fenster sind nun wieder alle Randst�ucke rot gezeichnet. Dies bedeutet, dass �uberallDirichletsche Bedingungen vorgeschrieben sind. H�atten wir auf Teilen verallgemeinerteNeumannsche Bedingungen gew�ahlt, so w�aren diese Randteile nun blau gezeichnet.Wir de�nieren nun die Di�erentialgleichung. Dazu w�ahlen wir in dem PDE Men�u denPunkt PDE Mode). Das Gebiet 
 erscheint wieder grau. Nach Doppelklicken in diesemGebiet erscheint das Fenster zur Spezi�kation des Typs der Di�erentialgleichung und derKoe�zienten (Dieses Fenster h�atten wir auch durch Anklicken des Ikons PDE erreichenk�onnen). Die Voreinstellung ist \Elliptic", die wir beibehalten. Die Funktion f der rechten4



Seite �andern wir in �4 und best�atigen die Wahl durch Anklicken von OK.Klicken wir nun das Ikon mit dem Symbol = an, so wird eine Triangulierung des Gebiets
 erzeugt, das lineare Gleichungssystem, das zur �niten Elementmethode mit linearenElementen zu dieser Triangulierung geh�ort, aufgestellt und gel�ost, und es wird die L�osungu(x; y) dargestellt.Um den Eindruck von der L�osung zu verbessern, kann man in dem Men�u Plot mit demPunkt Parameters . . . verschiedene Darstellungen w�ahlen. Man kann zus�atzlich eine vor-gebbare Zahl von Niveaulinien in den Plot eintragen und erh�alt hier mit 10 Niveaulinien
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Man kann die Farbdarstellungen �andern, 3{D Plots erzeugen, und in alle Darstellungendie Triangulierung eintragen. Als 3{D Plot mit Triangulierung erh�alt man.5



0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

−1
−0.5

0
0.5

1

−1

−0.5

0

0.5

1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

   Color: u  Height: u

Um die Approximationseigenschaften der �nite Elementmethode zu veri�zieren, exportie-ren wir die L�osung aus der \pdetool"{Umgebung in die MATLAB Sitzung. Hierzu w�ahlenwir in dem Solve Men�u den Punkt Export Solution . . . , �andern in dem erscheinendenFenster den Namen der L�osung in u1 und best�atigen mit OK. Hierdurch wird ein Vektoru1 erzeugt, der die errechneten N�aherungswerte in den Knoten der verwendeten Triangu-lierung enth�alt. Um die Fehler berechnen zu k�onnen, ben�otigen wir die Koordinaten derKnoten. Wir exportieren diese, indem wir in dem Men�u Mesh den Punkt Export Mesh. . . w�ahlen, in dem sich �o�nenden Fenster die Namen in p1, e1 und t1 �andern und mit OKbest�atigen.Wir wiederholen die Berechnungen nun mit einem verfeinerten Gitter. Wir klicken dasIkon mit den vier Dreiecken an. Dadurch wird jedes Dreieck in vier kongruente Dreieckezerlegt. Wir bestimmen die zugeh�orige N�aherungsl�osung durch Anklicken des Ikons = undexportieren die L�osung und die verwendete Triangulierung mit den Namen u2, p2, e2 undt2. Diese Verfeinerung wiederholen wir noch viermal und exportieren mit den Namen uj,pj, ej und tj, j = 3; 4; 5; 6.Um die Approximationsg�ute zu �uberpr�ufen, wechseln wir mit der Tastenkombination Altund Esc von dem GUI Fenster in das MATLAB Fenster. Durch die MATLAB Befehlex=p1(1,:);y=p1(2,:);exact=(x.^ 2+y.^ 2)';m1=max(abs(exact-u1))6



erhalten wir maximalen Fehler in den Knotenm1=5.24e-3,und mit x=p2(1,:);y=p2(2,:);exact=(x.^ 2+y.^ 2)';m2=max(abs(exact-u2)),. . . ,x=p6(1,:);y=p6(2,:);exact=(x.^ 2+y.^ 2)';m6=max(abs(exact-u6))ergibt sichm2=1.61e-3, m3=4.73e-4, m4=1.35e-4, m5=3.92e-5, m6=1.12e-5.Es wird also bei Halbierung der Schrittweite der Fehler (wenigstens in den Knoten, diesgilt aber in ganz 
) fast geviertelt. Die Anzahl der Knoten wird bei jeder Verfeinerungungef�ahr vervierfacht.Tats�achlich kann man zeigen, dass f�ur den Fehler die Absch�atzungku� uhk1 � Ch2j lnhjgilt, wobei C eine vom Gebiet 
 abh�angige Konstante ist und h die maximale Kantenl�angeeines Dreiecks in der Triangulierung ist. Die maximale Kantenl�ange erh�alt man durchh=0;s=size(e); for j=1:s(2) k=e(1,j);l=e(2,j); h=max(h,norm(p(:,k)-p(:,l)));endZusammenfassend ist in unserem BeispielDimension Fehler h Fehler/(h2j log hj)144 5.24 e-3 1.96 e-1 8.37 e-2541 1.61 e-3 9.81 e-2 7.20 e-22097 4.73 e-4 4.91 e-2 6.51 e-28257 1.35 e-4 2.45 e-2 6.05 e-232769 3.92 e-5 1.23 e-2 5.92 e-2130561 1.12 e-5 6.14 e-3 5.84 e-22 Beispiel 2Wir betrachten nun ein Beispiel, bei dem die L�osung nicht glatt ist. Es sei die Menge 
0in Polarkoordinaten gegeben durch
0 := f(r; ') : 0 < r < 1; 0 < ' < 1:5�g:7



Dann besitzt die Randwertaufgabe��u = 0 in 
0u = 0 f�ur 0 � r � 1 und ' = 0 oder ' = 1:5�u = sin 2'3 f�ur r = 1 und 0 � ' � 1:5�die L�osung u(r; ') = r2=3 sin 2'3 ; (11)und es ist o�ensichtlich, dass f�ur r ! 0 nicht einmal die ersten Ableitungen beschr�anktsind. Wir wollen sehen, wie sich die Fehler der N�aherungsl�osungen bei Halbierung derSchrittweiten verhalten.Wegen der Implementierung der arctan{Funktion in MATLAB ist es einfacher, ein gedreh-tes Problem zu betrachten. Es sei
 := f(r; ') : 0 < r < 1; �0:75� < ' < 0:75�gund u(r; �) = r2=3 cos 2'3die L�osung der Potentialgleichung in 
 mit homogenen Dirichlet Bedingungen auf dengeraden Randst�ucken undu(1; ') = cos 2'3 ; �0:75� � ' � 0:75�:Wir bestimmen N�aherungsl�osungen mit der PDE Toolbox unter Verwendung des GUI.Nach dem Aufruf von pdetoolw�ahlen wir wieder die Optionen Grid und Snap in dem Options Men�u und erzeugen wieeben den Einheitskreis C1.Da in dem GUI nur achsenparallele Rechtecke vorgesehen sind, erzeugen wir als n�achstesein Quadrat mit der Seitenl�ange 1, indem wir das Ikon mit dem Rechteck anklicken, in demnicht das Zentrum markiert ist, dann mit der linken Maustaste den Punkt (0; 0) anklickenund zum Punkt (1; 1) ziehen. (Das Ikon mit dem Rechteck, bei dem das Zentrum markiertist, wird verwendet, um ein Rechteck zu erzeugen, indem die Maus bei festgehaltener linkerTaste vom Zentrum des gew�unschten Rechtecks zu einem Eckpunkt zieht.)Um den Bereich 
 zu erzeugen, drehen wir nun das eben erzeugte Quadrat SQ1 (square 1).Dazu w�ahlen wir in dem Men�u Draw den Punkt Rotate. . . . In das sich �o�nende Fenstertragen wir als Rotationswinkel 135� ein, entfernen die Voreinstellung, dass um den Schwer-punkt gedreht wird, tragen als Drehpunkt den Vektor [0 0] ein und best�atigen mit OK.Nachdem wir die Eingabe mit OK best�atigt haben, klicken wir das Set formula Fensteran, �andern die Eintragung C1 + SQ1 in C1� SQ1 und dr�ucken die Enter{Taste. Es magzun�achst irritieren, dass sich das Fenster, in dem der Bereich 
 erzeugt wird, nicht �andert.8



W�ahlt man nun den Boundary Mode in dem Boundary Men�u, so wird der gew�unschteBereich 
 erzeugt.Die Randbedingungen auf den geradlinigen Randst�ucken von 
 m�ussen nicht ge�andertwerden, da dort homogene Dirichlet Bedingungen gefordert werden. Wir markieren wie indem letzten Beispiel wieder die drei Kreisb�ogen und w�ahlen in dem Boundary Men�u dieEinstellung Specify Boundary Conditions. In das sich �o�nende Fenster tragen wir f�ur dieFunktion r cos(2=3 � atan2(y; x))ein und best�atigen mit OK.Die Di�erentialgleichung �andern wir, indem wir im PDE Men�u den PDE Mode w�ahlen,den Bereich 
 doppelt anklicken und in dem sich �o�nenden Fenster die Funktion f in 0�andern. Klicken wir danach das Ikon = an, so wird wieder ein Anfangsgitter erzeugt, diezugeh�orige N�aherungsl�osung bestimmt und ein Plot der L�osung ausgegeben.
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Da wir an dem Fehler interessiert sind, w�ahlen wir in dem Plot Men�u den Punkt Para-meters . . . an, �o�nen unter Property das erste Men�u und tragen unter user entryu-(x.^ 2+y.^ 2).^ (1/3).*cos(2/3*atan2(y,x))9



ein. Dr�ucken wir nun Plot, so erhalten wir einen Plot des Fehlers in dem Bereich 
. Wirlesen daraus ab, dass der maximale Fehler nahe dem Punkt (0; 0) angenommen wird undden Wert 1:7e� 2 hat.Wiederholt man die L�osung mit verfeinerter Schrittweite, so erh�alt man den Fehler 1:2e�2,im n�achsten Schritt 7:5e� 3, und dann 4:7e� 3. Den letzten Schritt sollte man nur dannausf�uhren, wenn man an einer schnellen Workstation arbeitet oder sowieso vorhatte, einel�angere Ka�eepause einzulegen. Ferner sieht man, dass in allen Verfeinerungsstufen dermaximale Fehler nur in der N�ahe des Punktes (0; 0) angenommen wird und in dem �ubrigenTeil von 
 sehr klein ist.Dies legt die Vermutung nahe, dass man zu sehr viel besseren N�aherungen gelangt, wennman das Gitter nur in der N�ahe dieses Punktes verfeinert. Die PDE Toolbox bietet dieOption, das Gitter adaptiv zu verfeinern. Es wird dabei der Fehler einer berechnetenN�aherungsl�osung in jedem Dreieck gesch�atzt und nur dort eine Verfeinerung vorgenom-men, wo der lokale Fehler oberhalb eines vorgebbaren Teils des maximalen gesch�atztenlokalen Fehlers liegt.Bevor wir einstellen, dass das Gitter adaptiv erzeugt werden soll, klicken wir zun�achst dasIkon � an und erzeugen so das Ausgangsgitter, da sonst das sehr feine Gitter des letztenSchritts adaptiv verfeinert w�urde.Wir w�ahlen in dem Men�u Solve den Punkt Parameters. . . an und hierin die OptionAdaptive mode. Ver�andern wir die Voreinstellungen nicht, so erhalten wir nach Anklickenvon = eine L�osung mit dem maximalen Fehler 2:2e� 3.Exportiert man die L�osungen wie im letzten Beispiel, so erh�alt man die tats�achlichenmaximalen Fehler 1:72e� 2, 1:16e� 2, 7:46e� 3 und 4:74e� 3 bei den bestimmten Verfei-nerungsstufen mit den Problemdimensionen 118, 434, 1663 und 6509 und f�ur das adaptiveVerfahren den maximalen Fehler 2:18e� 3 mit der Dimension 286 des diskretisierten Pro-blems.Die folgenden Abbildungen enthalten die Triangulierung, die man durch eine Verfeinerung
10



ohne Adaption erh�alt,
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und diejenige, die mit dem adaptiven Verfahren erzeugt wird.
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3 Beispiel 3Als drittes Beispiel betrachten wir eine ebene Potentialstr�omung in einem L{f�ormigenKanal. Es sei 
 := ((�1; 1)� (0; 1)) [ ((0; 1)� (�1; 0]):Wir bestimmen das Geschwindigkeitspotential � als L�osung der Laplace Gleichung�� = 0 in 
: (12)Hinzu treten die Randbedingungen, dass l�angs der W�ande des Kanals aus dem Kanal keineFl�ussigkeit austritt, f�ur die Normalkomponente der Geschwindigkeit also@�@n = 0 (13)gilt. Ferner ist auf dem Randst�uck f(x;�1) : 0 � x � 1g die Eintrittsgeschwindigkeit@@y�(x;�1) = �x(1� x) (14)und auf dem Randst�uck f(�1; y) : 0 � y � 1g die Austrittsgeschwindigkeit@@x�(�1; y) = y(1� y) (15)gegeben.Unter pdetoolzeichnen wir zun�achst das achsenparallele Rechteck R1, das durch die Eckpunkte (�1; 1)und (1; 0) bestimmt ist, und das achsenparallele Quadrat SQ1, das durch die Eckpunkte(0; 0) und (1;�1) festgelegt ist.In dem Boundary Men�u entfernen wir den inneren Rand f(x; 0) : 0 < x < 1g durchAnklicken von Remove All Subdomain Borders. Dies geht manchmal erst, nachdem SieBoundary Mode angeklickt haben. Unter Specify Boundary Conditions w�ahlen wir Neu-mannsche Randbedingungen (mit dem Voreinstellungswert g = 0) und best�atigen mit OK.Um die Randbedingung am Eintrittsrand f(x;�1) : 0 < x < 1g zu �andern, klicken wirdieses Randst�uck doppelt an und �andern in dem sich �o�nenden Fenster g in �x: � (1� x).Genauso �andern wir die Randbedingung am Austrittsrand f(�1; y) : 0 < y < 1g, indemwir das Randst�uck doppelt anklicken und in dem sich �o�nenden Fenster dir Funktion g iny: � (1 � y) �andern.Wir �andern die Di�erentialgleichung, indem wir das Ikon mit dem Symbol PDE anklickenund in dem sich �o�nenden Fenster der rechten Seite f den Wert 0 zuordnen.Klicken wir nun das Ikon = an, so wird eine Triangulierung erzeugt, das entstehendeGleichungssystem gel�ost und das Geschwindigkeitspotential graphisch ausgegeben.12



Interessanter ist in diesem Beispiel das Geschwindigkeitsfeld. Dieses kann man ausgeben,indem man in dem Plot Men�u unter dem Punkt Parameters . . . die Option \Arrows"anklickt. Man erh�alt dann die folgende Ausgabe:
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   Vector field: −grad(u)

Erstaunlich ist, dass das Programm keinen Hinweis darauf gibt, dass die Stei�gkeitsmatrixdes Problems singul�ar ist. Unser Ausgangsproblem ist nicht eindeutig l�osbar, denn ist �ein Geschwindigkeitspotential, so auch � + c f�ur jede Konstante c, und diese Eigenschaftvererbt sich o�enbar auf das diskretisierte Problem.Immerhin besitzt das Problem �uberhaupt eine L�osung, und es k�onnte sein, dass die Toolboxbeim Potentialproblem mit Neumannschen Randbedingungen eine Normierungsbedingungf�ur das Potential enth�alt und so die Regularit�at der Stei�gkeitsmatrix erzwungen wird.Um dies zu pr�ufen, �andern wir die Randbedingungen so ab, dass das entstehende Problemnicht l�osbar ist. Wir w�ahlen auf dem Randst�uck f(x;�1) : 0 < x < 1g die Randbedingung@�@n(x;�1) = 10; 0 � x � 1;und homogene Neumannsche Bedingungen auf demRest des Randes. Hierf�ur wird durch dieToolbox die L�osung der folgenden Skizze erzeugt, und es wird keine Warnung ausgegeben,
13



dass die Stei�gkeitsmatrix singul�ar ist oder sehr gro�e Kondition besitzt.
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   Vector field: −grad(u)

4 Beispiel 4Wir betrachten ein einfaches Modell eines Schraubenschl�ussels. Ein �ahnliches Beispiel �n-det man in [2].Wir wechseln von derGeneric Scalar Anwendung in die Structural Mechanics; PlaneStress Anwendung. Hierzu klicken wir (rechts in der Kop
eiste) Generic Scalar an undw�ahlen in dem sich �o�nenden Men�u Structural Mech., Plane Stress.Um die Beschreibung des Schraubenschl�ussels zu erleichtern, w�ahlen wir in dem OptionsMen�u den Punkt Grid Spacing, schalten f�ur die x{Achse die Voreinstellung \Auto" aus undersetzen \-1.5:0.5:1.5" durch \-1.4:0.2:1.4". Danach best�atigen wir die Wahl durch Applyund Done. Ferner w�ahlen wir im Options Men�u wieder die Punkte Grid und Snap.Zur Beschreibung des Gebiets 
 zeichnen wir das Rechteck R1 mit den Eckpunkten(�0:8;�0:2) und (0:2; 0:2), das Rechteck R2 mit den Eckpunkten (0:2;�0:2) und (0:8; 0:2),die Kreise C1 mit dem Mittelpunkt (0:8; 0) und dem Radius 0:2 und C2 mit dem Mit-telpunkt (�1; 0) und dem Radius 0:4, sowie das Quadrat SQ1 mit den Eckpunkten(�1:4;�0:2) und (�1; 0:2).Das Quadrat SQ1 rotieren wir (�ahnlich wie in Beispiel 2) um den Winkel �45� und denMittelpunkt (�1; 0).Wir schalten die Option Snap aus und zeichnen den Kreis C3 (oder die Ellipse E1 beinicht so genauem Zeichnen) mit dem Mittelpunkt (0:8; 0) und dem Radius 0:08. DiesenKreis k�onnen wir korrigieren, indem wir ihn doppelt anklicken. In das sich �o�nende Fensterk�onnen wir die Koordinaten des Mittelpunktes, die Halbachsen und die Bezeichnung C3eintragen. 14



Nach diesen Vorbereitungen editieren wir die Mengenformel, setzen(R1+R2+C1+C2)-(SQ1+C3)und dr�ucken die Enter Taste. Nachdem wir in das Boundary Men�u umgeschaltet haben,erhalten wir das folgende Ergebnis.
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Wir entfernen die inneren R�ander au�er demjenigen, der die Rechtecke R1 und R2 trennt(die Unterteilung von 
, die hierdurch de�niert wird, werden wir noch ben�otigen, da nurauf den rechten Teil des Schl�ussels eine Kraft wirken soll). Hierzu klicken wir die innerenR�ander nacheinander an, wobei wir jeweils die Shift{Taste gedr�uckt halten. Danach w�ahlenwir in dem Boundary Men�u den Punkt Remove Subdomain Border.Im Punkt Specify Boundary Conditions . . . des Boundary Men�us w�ahlen wir die Neu-mannschen Randbedingungen und belassen alle Koe�zienten bei ihren Voreinstellungen0. Ferner klicken wir bei gedr�uckter Shift{Taste die drei geradlinigen Teile des Randes imKopf des Schraubenschl�ussels an und w�ahlen in dem Punkt Specify Boundary Conditions. . . des Boundary Men�us f�ur diese Randteile homogene Dirichlet Bedingungen, da dieseTeile des Randes festgehalten werden.Wir lassen den Youngschen Modul und die Poisson Zahl bei ihren Voreinstellungen undlassen nur im rechten Teil des Schraubenschl�ussels eine Kraft wirken. Dazu w�ahlen wir denPDE Modus und klicken den rechten Teil des Schraubenschl�ussels doppelt an. In dem sich�o�nenden Fenster ver�andern wir den Wert von Ky (y{Richtung der Volumenkraft) auf �5und best�atigen die Einstellungen mit OK. 15



Wir erzeugen durch Anklicken von � die folgende Triangulierung.
−1.4 −1.2 −1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Da wir bei den einspringenden Ecken am Kopf des Schraubenschl�ussels besonders gro�eSpannungen erwarten, hier aber die Triangulierung besonders grob ist, w�ahlen wir in demPunkt Parameters . . . des Solve Men�us die Option \Adaptive mode". Durch Anklickenvon = wird der L�osungsprozess begonnen, und man erh�alt als graphische Darstellung derL�osung eine Farbdarstellung der Verschiebungen in x{Richtung.In diesem Fall kann man die Verschiebungen in beide Richtungen besser visualisieren durcheinen Plot des deformierten Schraubenschl�ussels. In der Einstellung Parameters . . . desPlot Men�us w�ahlen wir \Deformed Mesh", sowie \Contour" und \Color", und als Eigen-schaft im Color Men�u \von Mises stresses". Hierdurch werden die Niveaulinien der vonMises Spannungen q�21 + �22 � �1�2 ausgegeben.
16
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Diese L�osung wurde mit der folgenden Triangulierung berechnet:
−1.4 −1.2 −1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

17



5 Beispiel 5Als abschlie�endes Beispiel betrachten wir ein Minimal
�achenproblemr � � 1q1 + u2x + u2y u� = 0 in 
; (16)eine quasilineare Di�erentialgleichung, mit Dirichletschen Randbedingungenu = g auf @
: (17)Wir zeichnen die Ellipse E1 mit dem Mittelpunkt (0; 0) und den Halbachsen 1:5 und 0:8und die konzentrische Ellipse E2 mit den Halbachsen 0:5 und 0:2, und de�nieren dasGrundgebiet 
 als Mengendi�erenz E1-E2.Auf der inneren Ellipse w�ahlen wir homogene Dirichlet Bedingungen und auf der �au�erenEllipse die inhomogene Dirichlet Bedingungu(x; y) = y2; x21:52 + y20:82 = 1:Nach Anklicken des Ikons mit dem Symbol PDE und Doppelklick in dem Gebiet 
 �andernwir in dem sich �o�nenden Fenster die Funktion c in1./sqrt(1+ux.^ 2+uy.^ 2)und die rechte Seite f in 0.Wir klicken das Ikon mit den vier Dreiecken an (da in der Ausgangstriangulierung dieinnere Ellipse zu grob dargestellt w�urde) und w�ahlen in dem Punkt Parameters . . . desMen�us Solve die Option \Use nonlinear solver". Klickt man danach das Ikon mit demSymbol = an, so erh�alt man die L�osung. Dabei wurde in dem Punkt Parameters . . . desMen�us Plot die Option \Height (3-D plot) gew�ahlt.
18
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