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1. Finite Differenzenverfahren fiir elliptische
Differentialgleichungen

a) Das klassische Differenzenverfahren

Wir betrachten die Dirichlet’sche Randwertaufgabe

—Au(z,y) = g(z,y), (z,y) €, (1-1)
u(z,y) = y(@,y), (v,y) € o

Hierbei ist 2 C R? ein beschriinktes Gebiet mit gegebenen Funktionen g : @ — R,
v : 9Q — R. Eine Funktion u € C%(Q)NC°(Q), welche (1-1) erfiillt, heiBt klassische
Losung von (1-1).

1.1 Satz. Vorgelegt sei (1-1) mit g € C°(Q), v € C°(9Q) und O sei stiickweise
stetig differenzierbar. Dann ezistiert genau eine klassische Losung von (1-1).
Fiir diese Losung gilt das Maximum-Minimum Prinzip, d.h.
g>0 = u>min{y(x) |z € 00},
g<0 = u<max{y(z)|z e N}
Dabei setzen wir hier fiir ein f: A — R:

>0 < f(x)>0 VreA

Seien nun
L:C*Q) — C°%Q), Lu=—Au,
R: Co(ﬁ) — CO(aQ), Ru = u’ag,
so lasst sich (1-1) als
Lu=g, Ru=rv~
schreiben.

Sei €2 ein beschrinktes Gebiet mit stiickweise glattem Rand. Das Paar (L, R) ist
invers monoton, d.h. fiir die nach Satz 1.1 eindeutige Losung v von Lu = g, Ru = v
gilt

(9,7) > 0= u>0.
Offensichtlich folgt

v,9 >0 =>u > min{y(z)|z € 0Q} > 0.
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4 1. Finite Differenzenverfahren fiir elliptische Differentialgleichungen

Diese Eigenschaft der Inversmonotonie wollen wir auch in den numerischen Verfah-
ren zu (1-1) wiederfinden.

Nun wenden wir uns der numerischen Behandlung des Problems (1-1) zu.

Sei h > 0. Wir iiberziehen zunichst R? mit einem #quidistanten Gitter

R}, := {(ih, jh) |i,j € Z}.

Es kann sein, dass 9QNR? = & gilt, d.h. dass R} iiberhaupt keine Randpunkte von
Q) enthélt. Um dieser Schwierigkeit erst einmal aus dem Weg zu gehen, nehmen wir
an

Q= (0,1)?
und definieren das Gitter
Q= {(ih,jh) i, j € {1,...,M — 1}}

ﬁireinh:%>0.

0 1 =z
Abbildung 1: Beispiel fiir ein Gitter iiber (0,1)? mit M =5, h = 0.2, (M —1)*> =16

Die Methode der Finiten Differenzen beruht nun darauf, Ableitungen von (1-1) durch
Differenzenquotienten zu ersetzen.

Sei nun v € C*([a, b], R), so gilt nach der Taylor-Formel

hZ h3 h4
v(s £h) = v(s) £ hv'(s) + 5" (s) £ v (s) + 7700 ()
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1. Finite Differenzenverfahren fiir elliptische Differentialgleichungen )

fir s,s £ h € [a,b] mit n_ € [s — h,s], ny € [s,s + h].

Dann gilt
%(—v(s —h) 4+ 2v(s) —v(s+h))+2"(s)| =
= 'h_Q [ —v(s) + hv'(s) — %v”(s) + %0(3)(3) — 3—40(4) (n_) + 2v(s)
— o) = f(s) = (9) = o) = S|+
= DO 0) + 09 (] < OB = 0.
Somit ist )
—"(s) = ﬁ( —v(s — h) +2v(s) —v(s + h)) + O(h?), (1-2)

falls v € C*([a, b]).

Mit der Formel (1-2) fiir —v” bekommen wir fir (z,y) € €2, folgende Approxima-
tionen:

—Uge (T, ) ~ ( —u(x — h,y) +2u(z,y) — u(x + h, y)),

—uyy(x,y) ~ (—U(SL’,y—h)—FQ’U,(JC,y)_u($7y+h)),

- -

also

1
—Au(w,y) ~ 75 (= ule = h,y) —u(z+h,y)
oder mit der Schreibweise u;; = u(ih, jh)

1
_(Au)ij ~ ﬁ( —Uj—1,5 — Uig1,j — Ujj—1 — U 41 + 4u¢j).

An den inneren Gitterpunkten
Qn={(ih, jh) € |1, € {2,..., M — 2}}
ersetzen wir die Differentialgleichung (1-1) durch
h_z( — U1 — Uip1,j — Wij—1 — U1+ 4Uz’,j) = Gij
mit gi; = g(ih, jh).
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6 1. Finite Differenzenverfahren fiir elliptische Differentialgleichungen

Bei den randnahen Gitterpunkten QF = Q\ éh wéhlen wir dieselbe Ersetzung, wobei
jetzt

Uit1,5 = Vitl,j bzw. Us j+1 = Vi j+1
einzusetzen ist, falls ((¢ £ 1)h, jh) bzw. (ih, (j £ 1)h) € 0N.
Insgesamt erhalten wir ein lineares Gleichungssystem

Au=r (1-3)

der Dimension (M — 1)? fiir die gesuchte Approximation w.

Wir kénnen das Differenzenverfahren auch préaziser formulieren.

1.2 Definition. Eine Abbildung

w Qh—>R,
w = ((wih, jh)), (0, §) € {1,..., M —1})
N———

—wy
nennen wir eine Gitterfunktion und schreiben kurz w € R®* oder genauer w" € R,
Somit gilt fir A, u, r aus (1-3)

A e RS gy € R,

Die explizite Darstellung der Matrix A und des Vektors r in (1-3) héngt von der
Nummerierung der Gitterpunkte ab.

Beispielsweise erhalten wir fiir die natiirliche, zeilenweise von links unten nach rechts
oben laufende Nummerierung folgende Darstellung;:

u=(u',... ,uM_l), W = (w14, U2 jy .., Up—14) € RM-1
g = (glv s 7gM_1)7 gj = (gl7j792,j7' .. 7gM—1,j) S RM_l
sowie
4 -1 0 ... 0 0 0
-1 4 -1 ... 0 0 0
o -1 4 ... 0 0 0
B = h2 : : : . : : : c RM-LM-1
0 0 O ... 4 -1 0
0 0 o ... -1 4 -1
0 0 O ... 0 -1 4

C =h?I e RM-1LM
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1. Finite Differenzenverfahren fiir elliptische Differentialgleichungen 7

und in Blockschreibweise

B -C 0 ... 0 0 0 ut
-C B —-C ... 0 0 0 u?
o -C¢C B ... 0 0 0 u?
0 0 o ... B —-C 0 uM—3
0 0 o ... ¢ B -C uM—2
0 0 o ... 0 —-C B uM-1
—A
g! jl
¢ zz
g9’ 3
= : +h? : (1-4)
gM—3 jM—3
gM=2 ZM—Q
gM-1 AM-1
mit
' = (1.0 + V0,15 720, - - s YM—2,0: YM—1,0 + Var1),
ajz(’yo,ﬁ()?"'?()?/yM,j)? j:27"‘)M_27
M = (Yo,M=1 F VI,0M V2, M5 - - - s YM=2,M YM—1,M T VMM —1)-

Es bleibt nun nachzuweisen, dass das Gleichungssystem (1-3) eine eindeutige Losung
besitzt. Dazu bendtigen wir etwas Matrizentheorie.

1.3 Definition. Eine Matrix A € R"¥ heiit nicht negativ oder monoton, falls
A;; >0 firi,je{1,...,N}. Wir schreiben hierfiir einfach A > 0.

Seien A, B € R¥N Dannist A < B<= B — A > 0.

1.4 Definition. A € R™¥ heiit invers monoton, falls A~! existiert und A=! > 0
gilt.

1.5 Definition. A heiit Lo-Matrix, falls A;; <0 fiir 7,5 € {1,..., N} mit i # j.

1.6 Definition. A heifit M-Matrix, falls A eine invers monotone Ly-Matrix ist.

Bekanntermafen gilt fir A € RN die Aquivalenz

A>0<—= (u<v= Au < Av, Vu,vERN).
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8 1. Finite Differenzenverfahren fiir elliptische Differentialgleichungen

1.7 Bemerkung. Die Matrix A des klassischen Differenzenverfahrens (vgl. Glei-
chungssystem (1-4)) ist offensichtlich eine Lo-Matrix. Um sicherzustellen, dass die
Losung u wohldefiniert ist, miissen wir die Invertierbarkeit von A nachweisen.

Dies geschieht mit

1.8 Satz (M-Kriterium). Eine Lo-Matriz A € RN ist genau dann eine M -Matriz,
wenn ein e > 0, e € RN existiert mit Ae > 0 und der Verbindungseigenschaft: Zu
jedem iy € {1,...,N} mit (Ae);, = 0 gibt es eine Kette ig,iq,...,i, € {1,...,N}
mit (Ae);, >0 und A;;_,;, # 0 fiir alle j € {1,...,7}.

1.9 Bezeichnung. Ein e > 0 mit Ae > 0 und der Verbindungseigenschaft heift
majorisierendes Element fiir A.

Wir betrachten jetzt wieder das Gleichungssystem A"u = r" (vgl. (1-4)) des klassi-
schen Differenzenverfahrens zu —Au = g in Q = (0,1)?, u = v auf Q.

1.10 Lemma. Die Matriz A" € RM-D*M-1 deg Llassischen Differenzenverfah-
rens ist eine M-Matriz.

Beweis: Offensichtlich ist A" eine Lo-Matrix. Ferner gilt fiir I = (1,...,1)7 € RM -1y

5@
5
AMT=n>2| |,
S
5@2)
wobei
2 1
1 0
63 = eRM-L sW=| : | eRM!

1 0
2 1

Genauer gilt

AM(z,y) = 0 fir (z,y) €O,
AM(z,y) > 0 fiir (z,y) € O\ O -

Wir miissen also zu jedem (xo, yo) Egolh eine Kette (xo,40), ..., (zr, yr) € Q finden
mit A, 4y )@y 7 0 fiir ¢ =1, r und (2,,y,) € Q) (. Gemif Definition
von A" mittels B" und C" ist dies aber immer moglich. U
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1. Finite Differenzenverfahren fiir elliptische Differentialgleichungen 9

1.11 Bemerkung. a) Da A" eine M-Matrix ist, kénnen wir das lineare Gleichungs-
system (1-3) mit dem GauB-Algorithmus ohne Pivotisierung auflosen. Dabei ist zu
beriicksichtigen, dass A" eine Bandmatrix mit der Bandweite 2(M —1)+1 = 2M —1
ist. Die Elimination einer Bandmatrix der Dimension (M — 1) mit der Bandweite
2M — 1 erfordert etwa (M — 1)%(2M — 1) ~ 2M* Multiplikationen. Der Aufwand
steigt also mit M sehr stark an.

b) Nach dem M-Kriterium folgt iiberdies (A")™' > 0. Somit erhalten wir, dass die
Losung u von (1-4) u* > 0 erfiillt, falls (g,~v) > 0.

Wir behandeln nun das Problem eines krummlinigen Randes. Dazu setzen wir
Q=0NR:

und ordnen jedem Punkt (z,y) € €, vier Nachbarpunkte N, = Ni(z,y,h) € Q,
k=1,2,3,4 zu.

Abbildung 2: Nachbarpunkte

Im Folgenden sei

()= ()= (3= (9),

K = Mk(xvyu h) = sup {/1“ S [07 1] | <x7y) + th’ek S 97Vt S [07/1“]} )
Nk:Nk(x7y7h) = (:E,y)+pk(x,y,h)hek, k:17273a4'

Die Menge der inneren Gitterpunkte ist
= {(2,y) € 0| Ne(w,y,h) € Q, k=1,2,34}.
An einem inneren Gitterpunkt (z,y) gilt iiberdies p(x,y,h) =1, k =1,2,3,4.
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10 1. Finite Differenzenverfahren fiir elliptische Differentialgleichungen
Wir kénnen also die Differentialgleichung —Awu = ¢ in 2, u = v auf 9€) an inneren
Gitterpunkten (x,y) €Qy, wieder durch
h=2(—u(x —h,y) —u(z+h,y) —u(z,y —h) —u(z,y+h) +4u(z,y)) = g(z,y) (1-5)
diskretisieren.
Die Menge
OF = O\ Q= {(2,y) € U | Nu(z, y, h) € 9 fiir ein k = 1,2, 3,4}

enthélt die randnahen Punkte.
Zur Diskretisierung von —Au(z,y) = g(z,y), (x,y) € QF bendtigen wir zuniichst

eine Formel fiir die gewohnliche Ableitung v” bei nicht dquidistanten Knoten.

1.12 Lemma. Seiv € C3([—a,a],R) fiir ein a > 0. Dann gilt fiir alle po, py € (0,1]
und h < a

h) + 111)v(0) + pv(—poh —U”O‘
) = G 0000) + et b =0
<

h- max{|v” (z)]| |2] < a}.

[GSIN )

Mit Hilfe von Lemma 1.12 kénnen wir —Au(z,y) = g(z,y), (z,y) € QF ersetzen
durch

U #u - #u — #u
s =t { ppn + pis) ) ps(p + pis) () pr2(ph2 + fia) (A2)
- mu(N4) 2 (mus + M2M4> U(:c,y)}- (1-6)

Fiir jeden Nachbarn Ny € 09, k € {1,2,3,4} ist dabei der Wert u(Ny) = ~(Ng)
gemafl u = v auf 0f) einzusetzen.

Das hierdurch definierte Verfahren heifit klassisches Differenzenverfahren. Es liefert
ein lineares Gleichungssystem

Au=r, uecRM, (1-7)

Will man (1-7) mit einem Bandalgorithmus l6sen, so sind zur Aufstellung von A die
Gitterpunkte durchzunummerieren.

Eine mogliche Nummerierung ist zeilenweise von links unten nach rechts oben, d.h.
(x,y) kommt vor (z,7y), falls y < y oder (x < T, y = 7).
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1. Finite Differenzenverfahren fiir elliptische Differentialgleichungen 11

Abbildung 3: Nummerierung der Gitterpunkte

Haben wir statt —Au(z,y) = g(z,y) in Q die Aufgabe

—Au(r,y) = g(v,y,u(z,y), (v,y)€Q,

so ersetzen wir g(x,y) in den Differenzengleichungen (1-5) und (1-6) einfach durch
g(z,y,u(x,y)) und erhalten ein nichtlineares Gleichungssystem

Ay = GMu), ueR™
mit einem Diagonalfeld

(G"(w))(z,y) = g(z,y,u(z,y)) + Randterme, (z,7) € Q.

b) Konsistenz und Stabilitit des klassischen
Differenzenverfahrens fiir die Dirichletsche
Randwertaufgabe

Vorgelegt sei
_Au<x7y) = g(xvy)v (I‘,y) € Q7 (1_8>
u(z,y) = y(z,y), (2,y)€ o,
wobei Q C R? ein beschriinktes Gebiet ist.

Das klassische Differenzenverfahren auf Q, = Q NR? ist fiir alle (z,y) € Q, durch
die Formelzeile (1-6) gegeben. Da sich gemi Lemma 1.12 fiir (x,y) € QF nur der
Konsistenzfehler O(h) ergibt, multiplizieren wir diese Gleichungen mit h durch und
schreiben das dann entstehende Gleichungssystem in der Form

Aty ="y e R (1-9)

Johannes Schropp 5. Februar 2025
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12 1. Finite Differenzenverfahren fiir elliptische Differentialgleichungen
bzw.

Thy = AMu— 1" =0, T":R%" — R,
Sei h > 0 und sei Q, = QNRZ. Zu u € R sei

[ulloo = max{fu(z, y)| | (z,y) € Q).

1.13 Definition. Sei W C C?(Q). Das numerische Modell T"(u) = Ahu — 1" = 0,
u € R® heifit W-konsistent, falls jede Losung u € W der Randwertaufgabe (1-8)

|T"(@,)||, — 0 fir h—0

erfiillt. Das Verfahren heifit WW-konsistent der Ordnung p, falls iiberdies

|T"(un)|| . = O(?) fix h—0
gilt. Dabei bezeichnet u;, die Restriktion von w auf €Qy,.
1.14 Definition. Das Modell T"(u) = 0 heiit W-konvergent, falls es zu jeder
Losung uw € W der Randwertaufgabe (1-8) so ein hy > 0 gibt, dass

T"(u) =0

fiir 0 < h < hy eine Losung v € R® besitzt mit

ap — u||oe — 0 fiir h — 0.

Gilt iiberdies ||[Ti, — u"||oo = O(RP), so heiit das Modell W-konvergent der Ordnung
P.

1.15 Definition. Das Modell T"(u) = 0, u € R heifit stabil beziiglich h, falls es
von h unabhéngige Konstanten hy > 0 und C' > 0 derart gibt, dass die Stabilitéts-
ungleichung

lu = v]loo < CIT™(u) = T"(v)]| 0
fiir alle u,v € R®, 0 < h < hy erfiillt ist.

1.16 Bemerkung. Im linearen Fall T"(u) = A"u — r" ist dies gleichbedeutend zu

[tlloo < CllA"u|l0e, Yu € R 0 < h < hy.

1.17 Satz. Sei das Modell W -konsistent oder W -konsistent der Ordnung p und
stabil. Es existiere eine Losung u" € R® von Th(u) = 0. Dann ist das Modell auch
W -konvergent bzw. W -konvergent der Ordnung p.
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1. Finite Differenzenverfahren fiir elliptische Differentialgleichungen 13

Beweis: Wir setzen u = u”" und v = %y, in die Stabilitdtsungleichung ein und finden

[u" =Tnllo < CIT"(u") =T (@)l
=0
= C||T"(@)||oc — 0 fiir h —0

bzw.
||uh —Upllee = C- ||Th(ﬂh)]|oo =O(h?) fir h—0.
O

1.18 Satz. An jeder Losung u € C*(Q) von (1-8) liegt Konsistenz des klassischen
Differenzenverfahrens (1-9) der Ordnung 2 vor, d.h.

14" — 1|00 = sup{|(A") (2, y) — (2, )| | (2, y) € Qu} = O(R?).

(d.h. C*-Konsistenz der Ordnung 2)

Beweis: Fir (z,y) e gilt mit 7"(u) = A"u — r" nach Formel (1-2)

(A" — ") (2, y)| = [h7?( =z — h,y) —a(z + h,y) —u(z,y — h)
—u(z,y + h) + 4u(z, y)) - w |
=—Au(z,y)
< |h(=u(z — hyy) + 20z, y) — Uz + b, y)) + Uz, y) |
+ ‘h*2(—ﬂ(1‘, y—h)+2u(z,y) —u(z,y + h)) + Gy (2, y)‘
< C-h*(max{[Upee. (v + Eh,y)| | €] < 13

+ max{ [Ty, (@, y + k)| | [n] < 1}) < Ch?

mit einer von h und (z,y) unabhingigen Konstanten C.
Fiir (z,y) € QF setzen wir
v(€) = ulz+&y),
w(n) = u(z,y+n)
und finden damit die Abschétzung
——  u(Ny) — ——— (V.
1+ fi3) () pa(pn + f13) (N2)

2 2 A(N,)

e ) ) T e

1 1 -
Hipes Mo flg —

=—Au(z,y)

(AM, — ) ()| = h‘h2{m( 2 2
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14 1. Finite Differenzenverfahren fiir elliptische Differentialgleichungen

Unter Beriicksichtigung von

u(N1) = u(z+mh,y) = v(mh),
u(Ns) = u(x — psh,y) = v(—psh), v"(0) = Us(,y),
u(Ny) = u(z,y+ ph) = w(ph),
u(Ny) = u(z,y — psh) = w(—psh), w"(0) =0y, (z,y)

erhalt man

(A, — ) (y)| < "’“{W:—im”“‘lm )
+M1M3U(O)} + UH<0)’
o) =2 N2
Thih {#2(M2 + f14) (k2h) pa(pio + pa) (=pah)
+M2M4w(0)} - w”(O)’
2h?

IN

?(max{mxm(x +&h, y) | — 3 < €< ,U1}

max{|Uy,, (z,y +nh) | — pa <n < po} < CH%

O

1.19 Satz. Die Matriz A" des klassischen Differenzenverfahrens ist eine M-Matriz.
Wahit man ein Rechteck (a,b) x (¢,d) D 2, so gilt fir den positiven Vektor e, =
6|Qh € R mit

e(z,y) = (x —a)(b—2) + (y—c)(d—vy), (v,y) R

die Ungleichung
Ale, > pey,
16

fir p = Pt > 0, falls h > 0 hinreichend klein gewdhlt ist.
Al erfiillt die Stabilititsungleichung
il < AV € R
fiir hinreichend kleine h > 0.
Beweis: Wir wissen, dass A" eine Lo-Matrix ist.

Fiir (z,y) €§Ozh ist die in (1-6) verwandte Differenzenformel exakt fiir Polynome bis
zum Grad 3, d.h. fiir e(x,y) = (z — a)(b — ) + (y — ¢)(d — y) gilt

(Atep)(z,y) = h7%(—e(z — h,y) —e(x +h,y) —e(z,y — h) —e(z,y + h) + de(z,y))

Johannes Schropp 5. Februar 2025
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1. Finite Differenzenverfahren fiir elliptische Differentialgleichungen 15

= —(Ad)(ry) = ~(-2-2) = 4

fir alle (x,y) E(olh.

Fiir (z,y) € QF werden durch die Differenzenformel (1-6) noch Polynome bis zum
Grad 2 exakt differenziert (vgl. Lemma 1.12).

Unter Beachtung der Formelzeile (1-6) sowie der Tatsache u(Ng) = ~(Vy), falls
Ny, € 09, folgt also

4
2
Alep)(z,y) = h| — Ae(z,y) +h 2 — (N,
(Aen) ) ot S el
=—4 Ny, (z,y,h)€0Q

mit k = (k +2) mod 4.

Nach Voraussetzung (z,y) € Qff ist die letztere Summe nicht leer und g, pz € (0, 1],
d.h. 0 < (pe + ) <2, m > 1 und somit

(Atey)(z,y) > h(4 + h?min{e(z,y) | (z,y) € ﬁ};)

-~

=:eg

Da e stetig ist und e(z,y) > 0 fiir (z,y) € Q gilt, folgt eg > 0.

Wir finden also
(Atep)(z,y) > h™'eg

fiir (z,y) € QF.
Insgesamt erhalten wir

Ale, > min (4, %) I>0 e, >0,

d.h. A" ist eine M-Matrix.
Fir h < 9 folgt

(& > 4
e = (552)° + (%

Aley, > 41 > 4 en = pen (1-10)

Da A" eine M-Matrix ist, ergibt sich

1 1
AN o = (A Moo < = <.
1CA) oo = (A" ™ Tloe < Fllenlloe < p
Somit folgt die Stabilitdtsungleichung
_ _ 1
lulloe = [(A") 7' A"ulloe < [1(A") ™ flool| A ulloe < /—)||AhUI|oo- (1-11)
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16 1. Finite Differenzenverfahren fiir elliptische Differentialgleichungen

Aus Satz 1.18 und Satz 1.19 erhalten wir

1.20 Korollar. Das klassische Differenzenverfahren fiir die Dirichletsche Rand-
wertaufgabe (1-8) in einem beschrinkten Gebiet Q ist C*(Q)-konvergent der Ordnung
2 bzgl. || - ||oo-

Beweis: Ist v die Losung des klassischen Differenzenverfahrens, so gilt

Loine
A oo = 4" = 1" = O(R).

1
[ N R
p ~

O

1.21 Bemerkung. Dass die Losung 7 in C4(€2, R) liegt, ist fiir Gebiete mit ,,Ecken
im Allgemeinen nicht erfiillt, z.B. im Fall —Au = 1 in Q = (0,1)*, u = 0 auf 9Q.
Wire u € C*(Q, R) Losung hiervon, so wiirde gelten

—Au(0,0) =1 = —uy,(0,0) — u,,(0,0) =0,
da u = 0 auf 0.

Wir betrachten jetzt kurz das klassische Differenzenverfahren fiir die nichtlineare
Aufgabe

—Au(m,y) = g(x,y,u(x,y)) in €, (1_12)
u(z,y) = -y auf 0L

Es lautet
-2 —_2 U — —2 u
gl@yulny)) = h {Ml(ﬂl + p3) (M) pa(pn + p3) (Na)
2
_Mz(uz + /~L4)U(N2) - pa(pio + M4)U(N4)

1 1
+2 + u(z,y) o
Hipg 2y

Dabei beachten wir u(Ny) = y(Ny) fiir (x,y) € Q, = QN RZ, falls N, € 99.

Dies liefert ein nichtlineares System der Form
Thu = A"y — G"(u) = 0 (1-13)
mit einem Diagonalfeld

G"(u)(z,y) = g(x,y,u(z,y)) + Randterme.
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1. Finite Differenzenverfahren fiir elliptische Differentialgleichungen 17

Das Gleichungssystem (1-13) ldsst sich nun z.B. mit dem Newtonverfahren losen.
Priziser: Man wihle ein «° und 16se fiir i = 0, 1,2, ... das lineare Gleichungssystem

DT"(uhYd' = —T"(u")
und setze v =u' +d', i =0,1,2,....
Fiir den Fall T"(u) = Ahu — G"(u) folgt
DT"(u) = A" — DG"(u)

und mit %(m,y,v) <pu<p= m folgt mit e aus Satz 1.19 und Formel
(1-10)

DT"(u)ey, = Ale, — DG"(u) e, > pey, — pen = (p — p)en, > 0,
h
<pl

falls A > 0 hinreichend klein.

Da DT"(u) eine Lo-Matrix ist, ist e, ein majorisierendes Element fiir DT"(u), d.h.
DT"(u) ist M-Matrix und das Newtonverfahren ist in dieser Situation durchfiihrbar.

Fiir ein beliebiges Gleichungssystem der Form 7'(u) = 0 erinnern wir an den lokalen
Konvergenzsatz des Newtonverfahrens.

1.22 Satz (lokaler Konvergenzsatz, ohne Beweis). Sei U C RY offen und sei T :
U — RY zweimal stetig differenzierbar. Ferner existiere eine Losung uw € U von
T(u) =0, und DT (1) sei invertierbar. Dann gibt es eine Kugel

K@) = {u e R [ Ju—7 <p} CU, p>0

so, dass T'(u) = 0 keine weitere Losung in K,(u) besitzt. Fir jeden Startwert u® €
K,(u) existiert die Newtonfolge

utt =" — DT (u™) T (u™),
liegt in K,(u) und konvergiert gegen 1.
Uberdies gibt es ein C > 0 mit

lu™* =7 < Cllu" — 7%

fiir alle n > 0, u® € K,(u). Letztere Ungleichung bedeutet lokal quadratische Kon-
vergenz.

1.23 Bemerkung. Eine Nullstelle w € U von T'(u) = 0 mit invertierbarem DT ()
heifit regular.

Typische Abbruchkriterien fiir Newtonverfahren sind
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18 1. Finite Differenzenverfahren fiir elliptische Differentialgleichungen

i) || T(u)]|oo < TOL, z.B. TOL = 10719,

oder/und

i) |lu't! — u'|| < EPS, z.B. EPS = 107°.

Die angegebenen Werte beziehen sich auf eine Rechnerarithmetik mit 16 Stellen.

1.24 Satz (ohne Beweis). Vorgelegt sei (1-12), und es gelte g € C*(Q x R, R) sowie

Plag) < p<pim
au x7y7u —/’L p_ (b—a)Q—’_(d—C)Q’

Q C (a,b) X (c,d). Dann ist das klassische Differenzenverfahen (1-13) fiir die Aufgabe
(1-12) C*(Q)-konvergent der Ordnung 2.

Vor- und Nachteile der Differenzenverfahren lauten also:

@ Differenzenverfahren sind einfach aufzustellen, da lediglich Ableitungen durch
Differenzenquotienten ersetzt werden.

@ Die bei dquidistantem Gitter entstehenden Gleichungssysteme haben sehr viel
Struktur und lassen sich effizient 16sen.

© Die Differenzengleichungen werden kompliziert bei nicht dquidistanten Stiitz-
stellen und komplexen Gebieten.

© Wir brauchen Lésungen in C*(Q) um Konvergenz der Ordnung 2 zu sichern.
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2. Finite Elemente Methoden fiir elliptische
Differentialgleichungen

a) Theoretische Grundlagen zur Finite Elemente Methode

2.1 Definition. Es sei Q C R? ein Gebiet. Wir definieren

L*(Q) == {u: Q — R |u|* Lebesgue-integrierbar}.

u,v € L*(Q) sind gleich in L?(Q) genau dann, wenn u(z) = v(xz) fiir fast alle z € Q
gilt.

Versehen mit dem Skalarprodukt
(u,v)g = / u(z)v(x)dx
Q
und der dadurch erzeugten Norm
1/2
fulle = v = ( [ uto)c)
wird der Raum (L*(Q), (-, -)o) zum Hilbertraum.

2.2 Definition. Zu v : Q@ — R heif3it

supp(u) = [z € 2 u(z) £ 0}

Trager von u.

2.3 Definition. Der Raum
CyP () ={u € C™(Q) | supp(u) kompakt}
heiit Raum der Testfunktionen.

Dieser Raum ist nicht leer, denn der sogenannte Friedrichs’sche Glattungskern u, (- —
Z’Q) mit

ue(z) = { exp (~mi ) Mol <e (L

0, sonst
ist in C§°(Q) fiir zp € © und hinreichend kleine € > 0.

Ferner benotigen wir noch den Begriff der schwachen Ableitung.
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20 2. Finite Elemente Methoden fir elliptische Differentialgleichungen

2.4 Definition. Sei u € L*(Q), und sei @ = (a3, az) € N2 ein Multiindex. u besitzt
die schwache Ableitung v := 0“u € L*(Q), wenn fiir alle ¢ € C5°(Q) gilt

/v-gpdx:(—l)o"/u@agoda:.
Q Q

Offensichtlich besitzt u € C*(Q2) schwache Ableitungen 0%u fiir |a| := ay + ap < k,
und diese stimmen mit den klassischen Ableitungen {iberein.

2.5 Definition. Sei m € Ny. Dann heif3t der Raum
H™(Q) ={u e L*(Q)|0°u e L*(Q) VaeN;:|a| <m}
Sobolev-Raum.

Der Sobolev-Raum H™(2) versehen mit dem Skalarprodukt

(U, v)gm = Z /(90‘14 0% dr = Z (0%, 0%v)y
Q

|| <m lo|<m

ist ein Hilbert-Raum.

Es stellt sich nun die Frage, ob H™-Funktionen stetig sind. Um diese Frage positiv
beantworten zu kénnen, bendtigt man Voraussetzungen an den Rand 0f2.

2.6 Definition. Sei 2 C R" beliebig. €2 besitzt die gewOhnliche Kegeleigenschaft,
wenn es einen endlichen Kegel C so gibt, dass es zu jedem z € 0f) einen zu C
kongruenten Kegel C, gibt, dessen Spitze in z ist und der ganz in (Q liegt.

Kongruenz bedeutet dabei, dass C' und €, durch Kongruenzabbildung ineinander
iiberfithrbar sind. Kongruenzabbildungen sind Parallelverschiebung, Drehung, Spie-
gelung und die Verniipfung dieser Abbildungen.

L

mit mit ohne

Abbildung 4: Beispiel fiir Gebiete mit und ohne Kegeleigenschaft
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2. Finite Elemente Methoden fiir elliptische Differentialgleichungen 21

2.7 Satz (Sobolevscher Einbettungssatz). Sei Q C R? ein Gebiet mit gewdhnlicher

Kegeleigenschaft. Ist m > %l, so gult

H™(Q) € C(Q),

und die Finbettungsabbildung H™(2) — C(2) ist stetig.

Also ist fiir d = 2, 3 die Einbettung stetig, falls m > 2.

Ferner benotigen wir die Hilbertraume

H"(Q) ={ue H"(Q)|u =0 auf 0Q}.

Da fiir Gebiete 2 C R? die Elemente aus H} () nicht unbedingt stetig sein miissen,
ist ,,u = 0 auf 9Q2“ moglicherweise nicht definiert. Der Ausdruck ,,u = 0 auf 9Q¢
muss in einem schwachen Sinne erklért werden.

2.8 Definition. Ein Gebiet 2 € R" besitzt die strikte Kegeleigenschaft, falls es
eine lokal (d.h. fiir alle Kompakta) endliche offene Uberdeckung {6;} von 0 mit
zugehorigen Kegeln {K;} gibt mit

¢

ohne mit mit

Abbildung 5: Beispiel fiir Gebiete mit der strikten und ohne strike Kegeleigenschaft

2.9 Satz. Sei  C R? ein beschrinktes Gebiet mit strikter Kegeleigenschaft O5).
Dann gibt es eindeutig einen linearen stetigen Operator

r:H7(Q) — L*09)
mit T'(u) = ulgq fiir alle u € C*(Q).

Man nennt I'(u) die verallgemeinerten Randwerte von u oder den Spuroperator.
Héufig schreibt man “u = 0 auf 9Q” anstelle von I'(u) = 0.

Es gilt also
Hy(Q) = {u € H'(Q)|I(u) = 0}.
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22 2. Finite Elemente Methoden fir elliptische Differentialgleichungen

Es lésst sich auch die Dichtheit von C§°(Q2) in H*(S2) zeigen.
Die Dirichlet’sche Aufgabe mit homogenen Randbedingungen
Nun wenden wir uns unserem Modellproblem zu. Vorgelegt sei die Aufgabe
—Au = gin ), (2-1)
u = 0 auf 0.

Q) C R? sei dabei ein beschriinktes Gebiet mit stiickweise glattem Rand 02 und der
strikten Kegeleigenschaft. Es sei g € C(Q2) und u € C?*(2) N C(2) eine klassische
Losung.

Multipliziert man (2-1) mit v € C§°(£2) und integriert iiber 2, so ergibt sich unter
Benutzung des Divergenzsatzes

/g-vdm = —/Au-vdx
Q Q

= /Vu-Vvdx—/ a—u-vda:
0 a0 On

= / Vu - Vv dz fiir alle v € C5°(Q). (2-2)
Q

Diese Gleichung gilt wegen der Dichtheit von C§°(€2) und der Stetigkeit von (g, -) —
(Vu, V-) in H}(Q) auch fiir alle v € Hj ().

Fiir V = H}(Q) setzen wir
a:VxV — R,
a(u,v) = /Vu -Vvdx
Q

und

b:V — R,
b(v) = /g-vdz.
Q

Die schwache Formulierung (Variationsgleichung) von (2-1) lautet
a(u,v) = b(v), Yw eV =Hi ). (2-3)

Man nennt (2-3) die Variationsgleichung zu (2-1).

2.10 Definition. u € V heifit schwache Losung von (2-1), wenn u die Variations-
gleichung (2-3) erfiillt.
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2. Finite Elemente Methoden fiir elliptische Differentialgleichungen 23

Ist umgekehrt u eine schwache Losung von (2-2) mit u € C2(Q2) N C(Q), so gilt

/(g—l—Au)vdm:/(g-v—Vu-Vv)dx:O
Q Q

fir alle v € C§°(Q).
Da Q C R? beschrinkt, folgt ¢ + Au € L?(Q) und somit

Q(g + Au)vdr =0 Yov e C5°(92).
€L2(Q)

Das Fundamentallemma der Variationsrechnung (Satz von de la Vallée-Poisson) lie-
fert dann
g + Au = 0 fast iiberall in (2.

Da u € H} (), gilt 0 = T'(u) = ulsq.

2.11 Definition. Sei V ein reeller Hilbertraum und a : V x V — R eine Bilinear-
form.

i) a heifit stetig auf V, falls ein K > 0 existiert mit
|a(u, v)] < K- lufl - [lv]
fiir alle u,v € V.
i1) a heifit koerziv (oder elliptisch) auf V', wenn es ein a > 0 gibt mit
a(u, u) > afjul®

fir allew e V.

2.12 Lemma. Die Variationsgleichung a(u,v) = b(v), Yv € V, a symmetrisch und
koerziv hat die gleichen Liosungen uw € V' wie die Minimierungsaufgabe (Variations-

aufgabe )

Fv) = %a(v,v) — bw) = /

1
5‘VU|2 —¢g-vdr — min firveV.
Q

Das Minimierungsproblem heifit Prinzip der minimalen potentiellen Energie oder
das Dirichlet’sche Prinzip.

Beweis: Es gilt mit der Symmetrie von a

a(w,w) —a(u,u) = alw+u,w—u) = 2a(u,w—u)+ a(w —u,w — u).
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24 2. Finite Elemente Methoden fir elliptische Differentialgleichungen

Es gelte nun a(u,v) = b(v) Vv € V. Dann folgt

Fw) = %a(w,w) — b(w)
= %a(u, u) —b(u) + a(u, w —u) — b(w — u) + %a(w —u,w — u). (2-4)

Setze nun v = w — u in (2-4) ein und erhalte mit a koerziv

Flu+v) = Flw) = %a(u,u) —b(u) + a(u,v) — b(v) + %a(v,v)
> F(u) YveV.

Sei jetzt u die Losung der Minimierungsaufgabe F(v) = sa(v,v) — b(v) = min..

Annahme: Es existiere ein v € V mit a(u,v) # b(v). Ohne Einschrankung gelte
dabei wegen der Linearitét a(u,v) < b(v). Mit w := u + tv, t > 0 und (2-4) folgt

1
F(w) = Fu+tv) = §a(u+tv,u+tv)—b(u+tv)

= %a(u, u) — b(u) + a(u, tv) — b(tv) + %a(tv, tv)
/2

= F(u)+ t(a(u,v) — b(v)) + Ea(v, v).

Damit lésst sich ¢ > 0 hinreichend klein so wihlen, dass F(w) = F(u + tv) < F(u)
im Widerspruch zu v Lésung des Minimierungsproblems.

Es stellt sich nun die Frage nach den Bedingungen an a und b, unter welchen die
Existenz und Eindeutigkeit von Losungen von (2-3) gesichert werden.

2.13 Satz (Lax-Milgram). Seien V' ein reeller Hilbertraum, a : V x V — R eine
stetige und koerzive Bilinearform sowie b : V — R ein stetiges lineares Funktional.
Dann existiert genau ein uw € V- mit

a(u,v) =bv) YveV.

Fiir diese Lésung gilt

1
< —||blly.
lull < ~Ib]lv

Dabei ist
b
1bv- zsup{%‘vé v,méo}.
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2. Finite Elemente Methoden fiir elliptische Differentialgleichungen 25

b) Finite Elemente Methoden

Die Dirichlet’sche Aufgabe mit inhomogenen Randbedingungen
Wir betrachten das Problem

—Au = gin{, (2-5)
u = - auf 0.

Q) C R? sei wieder ein beschrinktes Gebiet mit stiickweise glattem Rand 0Q mit
strikter Kegeleigenschaft. Es gelte v : 2 — R glatt. Dann gibt es zwei Moglichkei-
ten, die Gleichung (2-5) zu 16sen.

i) Transformiere die Aufgabe (2-5) auf homogene Randbedingungen.

Sei w = u — v eine Losung von

—Aw = g+ Avyin
w = 0 auf Q.

Dann ist u = w + y eine Losung von (2-5), denn

—Au = —Aw+7)=—-Aw—-Ay = gin Q,
ulsgo = wlag +7lsa = 7|oa-
~—~—

=0

ii) Suche eine Funktion v mit w =u —~v € V = H}(Q).

Die schwache Formulierung des Problems hat dann die Form

/V(w—l—v)-Vv—g-vdx = 0 YveVl.
0

Das allgemeine Ritz’sche Verfahren zur Losung der Randwertaufgabe (2-5) lautet
jetzt: Wihle Ansatzfunktionen u; € C1(Q), uilog = 0,4 = 1,...,m und finde ein
u € v+ Vi, Vi = span{uy, ..., Uy} mit

/ V(@) -Vv—g-vde = 0 YvelV,. (2-6)
Q

Wir suchen also @ in der Form

'd:fy—l—chuj7 geR, j=1,...,m
j=1
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26 2. Finite Elemente Methoden fir elliptische Differentialgleichungen

Es geniigt nun, (2-6) auf der Basis {u1, ..., u,} von V' zu fordern, da (2-6) linear in
V' ist. Damit erhalten wir

0 = /V(’y—{—chuj)-Vui—gmidx
Q ]

= ch/Vuj-Vuida:—i—/(Vw-Vui—gui) de, 1=1,...,m.
j=1 /9 Q

Wir bekommen also fiir ¢ = (¢, ..., ¢y) € R™ ein lineares Gleichungssystem

Ac=r, AeR™™, reR™ (2-7)

Hier ist

Aij:/Vuj-Vuid% L<i,5<m,
Q

d.h. A ist eine symmetrische Matrix, und r = (r1,...,7,,) ist definiert durch

ri:—/(ny-Vui—gui)dx, 1<i<m.
Q

Beim klassischen Ritz’schen Verfahren wihlt man Ansatzfunktionen u; € C*(Q),
uiloo = 0,4 = 1,...,m, die im Allgemeinen auf dem gesamten Gebiet nicht ver-
schwinden. A wird dann eine vollbesetzte Matrix.

Die Finite Elemente Verfahren weichen von dem Ritz-Verfahren in zwei wesentlichen

Punkten ab:

1.) geringere Glattheit der Ansatzfunktionen,

2.) Ansatzfunktionen mit lokalem Tréiger.
Zu 1.) Man unterteilt das Gebiet Q in sogenannte finite Elemente durch eine
Triangulierung.

Sei es der Einfachheit halber angenommen, dass €2 ein polygonales Gebiet ist, d.h.
der Rand 0f) bestehe aus endlich vielen Geradenstiicken.

Im allgemeinen Fall wird ein beliebiges beschrénktes Gebiet durch €}y, approximiert.

E}, ist eine Menge von Dreiecken e. Je zwei Dreiecke e, ¢’ € Ej, haben entweder eine
Seite, einen Eckpunkt oder nichts gemeinsam. A ist die dabei maximal auftretende
Kantenlange.

Man sucht eine Losung v in ug + Vr,, uo Approximation von 7y, wobei

Vi, = {u € C(Qr,) | v ist ein Polynom mit deg(u) < r in x; und xo
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2. Finite Elemente Methoden fiir elliptische Differentialgleichungen 27

Abbildung 6: Triangulierung eines Gebietes €2

erlaubt nicht erlaubt ,,Friedrichs-Keller
Triangulierung“

Abbildung 7: Beispiele fiir Triangulierungen
auf jedem Dreieck e € Ej, und u = 0 auf 0Qr, }.
Fiir » = 1 handelt es sich hierbei um ,lineare finite Elemente*. Fiir » = 2 sprechen

wir von ,,quadratischen finiten Elementen, u.s.w.

Wir beschréanken uns hier auf den Fall » = 1, d.h. u ist linear in z; und x5 auf jedem
Dreieck e € Ey,.

Zu 2.) Benutze eine Basis von Ansatzfunktionen in V7, , welche jeweils im grofiten
Teil des Gebietes () verschwinden. Dies impliziert, dass die entstehende Matrix dann
diinn besetzt ist.

Vorgehensweise (lineare finite Elemente):

Seien P, 1 = 1,..., M die durchnummerierten Knoten der Triangulierung €27, , wobei
die Knoten, die nicht auf 02 liegen, gerade die P;, i = 1,..., M mit m < M seien.

Definiere die Funktionen u;, ¢ = 1,..., M auf Qp, durch
wi(P) =0y, 1<4,j <M, (2-8)
w; ist linear in z; und x5 auf jedem e € Ej,u; € C(Qp,), 1<i< M.

Die u;, © = 1,..., M heilen auch Formfunktionen. Es ldsst sich zeigen, dass das
Interpolationsproblem (2-8) eindeutig losbar ist.
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28 2. Finite Elemente Methoden fir elliptische Differentialgleichungen

Abbildung 8: Nummerierung der Knoten, M = 13, m =4

Struktur der Formfunktionen

Die Werte von u; auf einer Dreiecksseite sind wegen der Linearitdt durch die End-
werte in den Knoten bestimmt. u ist daher auch stetig in (07, und verschwindet auf
allen Dreiecken, bei denen der Knoten P; nicht vorkommt.

u;i(Py) = 6ij

supp(u;)

Abbildung 9: Trager supp(u;) einer Formfunktion u;

Wir setzen ferner

M
Uy = Z ’Y(P])U],
j=m+1
wobei P, 11,..., Py € 0¥ zu beachten ist, und erhalten
M
u(P) = > y(P)u(P)=~(P), i=m+1... M
Pt :6,”_/

Der Ansatz erhilt dann die Form
m M
u= Uy + Z Ciju; = Z Cju; (2—9)
j=1 j=1
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2. Finite Elemente Methoden fiir elliptische Differentialgleichungen 29

mit ¢; =y(P)) fir j=m+1,..., M.

Der Koeffizient ¢; gibt dann gerade den Wert von u im Knoten P;,, i =1,..., M an,
denn

M
UP) = cjui(P)=c, i=1... M.
=N

Gesucht sind ¢y, ..., ¢,,. Die Koeffizienten ¢, 1, ..., cp sind schon bekannt.

Detailierte Aufstellung des linearen Gleichungssystems (2-7)

2.14 Definition. Die Aufstellung des linearen Gleichungssystems (2-7) heifit As-
semblierung.

Unser Gleichungssystem hat die Form Ac = r mit
Aij = /Vu]Vuld:C, 1§Z,j§m,
Q

r, = —/(Vuo-Vui—gui)dx, 1<i<m.
Q

Wir ersetzen ) durch Qr,, g durch

M
gn, = Y 9(P))u;
j=1
und finden mit ug = Z].Aimﬂ v(Pj)u; dann
Az'j = VUZ : VUj dl’, 1 S Z,j S m,
Qr,

Ty = / g1, Ui — Vug - Vu; dx
Qr,

M
= Zg(Pj)/ uit; d
j=1 @

- T,
M
- Z v(P;) Vu;-Vu;de, i=1,...,m.
j=m—+1 O,

Da das Integral iiber Q7, als die Summe der Integrale iiber jeweiligen Dreiecken
e € Fj, dargestellt werden kann, d.h.

f(iUl,flfz)dflf = Z f(331,$2) dr,

QTh ecky, €
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30 2. Finite Elemente Methoden fir elliptische Differentialgleichungen

bleiben damit die folgenden Integrale zu bestimmen

/Vui - Vu; dz, /uiuj de, 1<i,5 <M. (2-10)

Die Integrale in (2-10) lassen sich wie folgt berechnen.

Sei e € E), mit Eckpunkten P;;, Py, Pi3. P = (23, 23)

Ty, Lo

Py = (22, 22
F)il — (I%,I%) ? ( 1 2)

Abbildung 10: Dreieck e mit den Ecken P, Py, P;

Es sind dann die Integrale 5%, = fe Vu,;-Vu, dz, k, j = 1,2, 3 von Null verschieden.

Die symmetrische Matrix ¢ = (55, )1<jr<3 € R*® ist beim Aufbau der Gesamtma-
trix A auf die Untermatrix

At Aiie Ains
Aini1 Ainio Aigs
Aizi1 Aisio Aisis

aufzuaddieren. Man findet

1
T
S¢=—=C.C,
F.
mit 2 3 .3 2
Ty — Xy X3 — Ty -
_ 3 T .1 3 :
Co=| 25—25 z7—27 | €R

1 2 .2 1
Ty — Ty X7 — Xy

und F, = (22 — 21) (23 — 23) — (23 — 21)(23 — 21). Dabei ist F, die doppelte Fliche
des Dreiecks e mit den Eckpunkten Py, P, Pi3.

Das zweite Integral in (2-10) ergibt sich als die Matrix M¢ € R*3 mit

(M) i = /uij-uikda:, 1<, k<3,

fiir welche
2 11
F,
M@:ﬁ 1 21 | eR?
1 1 2
gilt.
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2. Finite Elemente Methoden fiir elliptische Differentialgleichungen 31

c) Stabilitit und Konvergenz der Finite Elemente Methode
Es sei im Folgenden V = H;(€) und
a:VxV —R, a(u,v):/VU-Vud:L‘,
Q

b:V — R, b(v):/g-vdx
0

die schwache Formulierung des homogenen Modellproblems (2-1). Die Variations-
aufgabe besteht nun darin, dass ein @ € V' gesucht wird mit

a(u,v) =b(v) YveV. (2-11)

Das Galerkin-Verfahren lautet entsprechend: Finde ein u;, € V}, mit
a(up,v) =v(v) Yv eV, (2-12)
fiir einen endlich dimensionalen Teilraum V;, C V von V.

Man nennt (2-12) die Galerkinschen Gleichungen zu (2-11) bzw. zum Modellproblem
(2-1).

e := u — uy, bezeichne den dadurch entstehenden Fehler, wobei @ und w; die Glei-
chungen (2-11) bzw. (2-12) losen.

Wir finden die Fehlergleichung
ale,v) =0 Yo €V,

denn aus (2-11) folgt
a(u,v) =bv) YveV,CV

und aus (2-12) folgt
a(up,v) =b(v) Vv € V.
Insgesamt erhalten wir

a(e,v) = a(u — up,v) = b(v) —bv) =0 Yov € V). (2-13)

Ist a eine symmetrische positiv definite Bilinearform, so besagt (2-13), dass e und v
fiir v € Vj, orthogonal sind, d.h. e € V;-.

(2-13) bedeutet die Orthogonalitét des Fehlers auf dem Ansatzraum. Durch das
Galerkin-Vefahren (2-12) wird also dasjenige Element w;, € V}, charakterisiert, wel-
ches beziiglich der Norm

den kleinsten Abstand zu ©w € V hat.
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2.15 Lemma. Sei V, C V ein Unterraum von V, a ein Skalarprodukt auf V und
llulle = v/a(u,w) die davon erzeugte Norm. Dann gilt fir u, € Vj:

a(@—up,v) =0 Yo eV,
was mait
[ — unlla = nf{[[z — vlla | v € Vi}.
dquivalent 1ist.
Beweis: Fiir ein festes u € V sei b(v) = a(u,v), v € Vj, d.h. b ist ein lineares
Funktional auf V;,. Somit ist
a(w,v) = a(up,v) veV,
(v)
=b(v

eine Variationsgleichung auf V},. Diese hat nach Lemma 2.12 die gleiche Lésungen
wie

F(up) =inf{F(v)|v e V,}
mit F(v) = La(v,v) — b(v) = La(v,v) — a(T,v).

F' hat die gleichen Minima wie das Funktional

Gv) = (F(v)+a(@m)"”
= (a(v,v) — 2a(u,v) + a(u, )"
= a(@—v,7—v)"* =T — v,
0
Wir setzen jetzt fiir a das Folgende voraus: Sei || - || eine Norm auf V' beziiglich der
gelte
i) a:V xV — R ist stetig beziiglich || - ||, d.h. es existiert ein M > 0 mit

la(u, v)] < M -lufl - |lv]| Yu,veV.
i1) a ist V-elliptisch, d.h. es existiert ein a > 0 mit
a(u,u) > allul]*> Vu e V.

Ferner sei das lineare Funktional b : V' — R stetig.

Dann sichert der Satz 2.13 von Lax und Milgram, dass die Variationsgleichung
a(u,v) =bv) YveV

genau eine Losung u € V besitzt.
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2. Finite Elemente Methoden fiir elliptische Differentialgleichungen 33

In unserem Fall ist a : V' x V' — R ein Skalarprodukt auf V. Deshalb ergibt sich
mit der induzierten Norm || - || = || - || unter Verwendung der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung die Giiltigkeit von i) mit M = 1 sowie von i) mit a = 1.

Die V-Elliptizitat impliziert die Stabilitéit der Galerkin-Approximation.

2.16 Lemma. Die Lisung uy, der Galerkin-Gleichung a(u,v) = b(v), Yv € V}, ist
stabil im Sinne der Abschditzung

1
[[unll < = l0]}v-
(07

fiir alle h > 0, wober

[bllv+ = sup {M

o]

UEV,U#O}.

Beweis: Aus a(uy,v) = b(v) fiir alle v € V}, folgt

i)
allunll® < alup,un) = blup)

|b(un)|
< Ml < ol - [luall.
[l
Also folgt mit o > 0
[1b]lv
[un ]| < :
a

Somit gilt bis auf eine Konstante weiterhin die Approximationsaussage aus Lemma
2.15. U

2.17 Satz (Cea’s Lemma). Unter den Voraussetzungen i) und ii) an die Bilinear-
form a und der Stetigkeit des linearen Funktionals b gilt fiir den Fehler der Galerkin-
Losung uy, die Abschdtzung

M
|t — up|| < o inf{||z — | |v eV}

Beweis: Sei v € V}, beliebig. Aus der Fehlergleichung
a(@—up,v) =0 ve, (Vgl. (2-13))

folgt
a(t — up, up, —v) =0,

da up, —v € V.
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34 2. Finite Elemente Methoden fir elliptische Differentialgleichungen

Mit der V-Elliptizitat erhalten wir dann

al|@ — up)? a(t — up, T — up)

= a(u —up,uw— up) —i—g(ﬂ—uh,uh —vz

~~
=0

a(t — up,u — )

IN

M- |[@ = upl| - [T — o
fiir alle v € V},, d.h.
_ M.
|t — up| < EHUJ—UH Vv € V.
Also folgt
_ M . _
|t — up| < o inf{|[z — | |v eV}
[

Es reicht also fiir eine asymptotische Fehlerdarstellung in A den Restapproximati-
onsfehler von Vj,, d.h. inf{||w — v|| |v € V},,} abzuschitzen.

Betrachte nun die konkrete Variationsgleichung
a(u,v) =bv) YveV

mit a(u,v) = [, Vu-Vodz, b(v) = [, g - vdz, welche die schwache Formulierung
der Dirichlet’schen Randwertaufgabe darstellt. Dabei sei V = Hj ().

Zu betrachten bleibt die Wahl der Normen. Offensichtlich kann als die Norm || - || =

-1
1/2
lullo = ( / \Vul2dx)
Q

genommen werden. Alternativ kann aber auch die durch das Skalarprodukt

(u,v); = Z (0%, 0%v)y

laf<1

induzierte Norm

lull; = (/Q |u(x)|2dx—|—/Q|Vu(x)|2dx)1/2, we HY(Q)

gewihlt werden, falls die Bilinearform a beziiglich || - ||; stetig und V-elliptisch ist.
Fiir die Stetigkeit benutzen wir die Abschétzung

ol = ([ rwmﬁdm)l/?

Johannes Schropp 5. Februar 2025
Pr



2. Finite Elemente Methoden fiir elliptische Differentialgleichungen 35

< ( [t as+ [ |Vu<x>12dx)l/2 — Jul,

und somit folgt mit Cauchy-Schwarz
la(w, )| < Jlulla - f[olla < flully - [l VY, v € Hy(€),

d.h. die Bilinearform a ist auch stetig beziiglich || - ||; mit M = 1.

Die V-Elliptizitat
a(u,u) > allullf, YueV (a>0)

gilt nicht im Allgemeinen fiir V. = H(Q). Sie gilt aber fiir V = H (). Dazu
bendtigen wir den folgenden Satz.

2.18 Satz (Erste Poincarésche Abschitzung). Sei Q) ein beschrinktes Gebiet. Dann
gibt es ein C' > 0 mat

(/Q \u(x)de) - <C (/Q |vu(x>\2dx> - Yu € Hi(S).

Mit dem Satz von Poincaré folgt also

1/2
lully = ( / |u<x>\2dx) < Clull,

und damit

lully = flulls + llulla < (14 C*)lullz,
d.h. .

—lulls < [Julle, w € HYQ).
Dies liefert

a(u,u) = Jlulls = Tl

und somit die V-Elliptizitdt beziiglich || - [|; mit a = H%
Damit sind die Normen || - ||, und || - [|; auf V = H}(Q) dquivalent und erzeugen
daher denselben Konvergenzbegriff.
Im Lemma 2.17 von Cea erhalten wir fiir || - || = || - || die Abschétzung

~inf{||w —vl||1 |v € Vu}
+C?) -inf{|[@ —v|; |v € Vi}.

@ —unlly <

1
T«
_ (1
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Bis jetzt war unsere Abschéitzung des Approximationsfehlers unabhéngig von der
konkreten Wahl von V. Jetzt mochten wir den Approximationsfehler der Finiten
Elemente Methode analysieren. In diesem Fall ist V}, = V7, mit

Vi, ={u € C(Qr,) | u ist affin linear in x; und x,
auf jedem Dreieck e € Ej, und u = 0 auf 0€, }.

Es gilt

@ —unlli < (1+C%)-inf{|[@—vlli|v e Va,}
< (1+0Y)a-wl

fir jedes w € V7, .

Wir konstruieren nun ein spezielles w € Vg, durch Interpolation.

Sei {2 polygonal berandet mit strikter Kegeleigenschaft, und sei {27, eine Familie von
Triangulierungen von 2 mit Schrittweite A fiir 0 < h < hy. Betrachte die Abbildung

Iy {fue C(Q) |Ju=0auf 002} — Vg,
v — Ih(v) = ZU(R’)W
i=1
mit den Formfunktionen u;, 7 = 1,...,m zu den Knoten P; der Triangulierung 7, .

I,(v) ist nur fir v € H2(Q) definiert, da H2(Q) C C(Q2) nach dem Sobolevschen
Einbettungssatz 2.7.

Abzuschétzen bleibt der Interpolationsfehler I;,(v) — v in der H'-Norm. Fiir diesen
Fehler kann man zeigen

[ n(v) = o[y < C-h-lvlly Vo€ H(Q)

(|l - |2 Norm auf H%(Q)), falls (T},)o<n<n, €ine Familie von Triangulierungen von ()
ist, so dass fiir den jeweils maximalen Winkel 7}, ynax in einem Dreieck e € Tj, gilt

Yh,max S Ymax < T
fiir 0 < h < hg. Letztere Bedingung heiffit Maximalwinkelbedingung.

Liegt also die Losung u der Variationsaufgabe in H?(Q2) N H;y (2), so diirfen wir v =@
wéhlen und erhalten fiir lineare Finite Elemente die Abschitzung

[@—unlh < (1+C*)|a— Lu(@)]h
< (14+C*%-C-hlul, <Ch, 0<h<hg.

Also ist die lineare Finite Elemente Methode konvergent der Ordnung 1 beziiglich
| - |l1 an Lésungen der Glattheit H2(Q2) N H ().

Fehlerabschiitzung in der L?-Norm
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2. Finite Elemente Methoden fiir elliptische Differentialgleichungen 37

2.19 Lemma (Aubin-Nitsche). Besitzt das duale Problem

a(v,z) = b(v) :/g~vdx YoeV
Q
fiir g € L*(Q) eine Lisung z € H*(Q) mit ||z]|2 == ||z]|z2 < Clgllo, so gilt

@ —unllo < C - - |z — s

Somit folgt unter den Voraussetzungen von Lemma 2.19
1T — unllo < C-h|[@—uplly < CCh%, 0 < h < hy,

d.h. wir haben Konvergenz der Ordnung 2 beziiglich || - ||o.

2.20 Bemerkung. a) Die Konvergenzaussage fiir lineare Finite Elemente bleibt
auch richtig, falls der Rand 02 stiickweise stetig differenzierbar ist.

b) Hohere Konvergenzordnung in der H'-Norm bzw. der L?>-Norm lassen sich mit
polynomialen Finiten Elementen erreichen, falls die Losung der Randwertaufgabe
hinreichend oft schwach differenzierbar ist und 2 polygonal berandet ist.

¢) Im Fall von hoheren polynomialen Finiten Elementen (r > 2), benétigt man spe-
zielle Randelemente, um hohere Konvergenzordnung bei Gebieten {2 mit stiickweise
glattem Rand 0f2 sicherzustellen.
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38 3. Finite Differenzenverfahren fiir parabolische Differentialgleichungen

3. Finite Differenzenverfahren fiir parabolische
Differentialgleichungen

a) Das Prinzip der Linienmethode

Wir betrachten die nichtlineare Anfangswertaufgabe

U = Ugy + f(u,uy, x,t)in Q= (0,1) x (0,7, (3-1)
u(z,0) = wo(x) fir 0 <z <1,
w(0,t) = 7o(t), u(l,t) = 7 (t) fiir 0 <t <T.

Das Prinzip der Linienmethode beruht darauf, zuerst eine Diskretisierung in der
Ortsvariablen vorzunehmen. Die Zeitvariable ¢ bleibt noch kontinuerlich.

Um diesen Schritt durchzufiihren, betrachten wir zunéchst die Randwertaufgabe

—u(z) = fla,w(),w(@)) in (0,1), (3-2)
w(0) = A0, w(1) = 7.

Zu Az = 57 > 0 (M € N) bekommen wir das Gitter Qa, = {jAz|j =0,...,M}.
Wir ersetzen —w”(x) durch

1

_w//(x) ~ E

(—w(z — Az) + 2w(x) — w(z + Ax)) (3-3)

und w’(z) durch

w'(z) (w(x + Ar) —w(z — Ax)). (3-4)

~ 2Ax

Préaziser gilt

ﬁ(—w(x — Az) 4 2w(z) — w(z + Ax)) + w’(z)| = O(Ax?),
falls w € C* (vgl. Kapitel 1) bzw.
1 / o 2
E(w(m + Az) —w(z — Az)) —w'(z)| = O(Az?)

fiir w € C3.
Fiihren wir jetzt den Ersetzungsprozess durch, so erhalten wir
w(0) = 0,

A—x?(—w(a: — Az) + 2w(z) — w(z + Ax)) =
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3. Finite Differenzenverfahren fiir parabolische Differentialgleichungen 39

s (x,w(x), ﬁ(w(m + Az) — w(z A@)) C(39)
r=7Ax,5=1,..., M —1,

w(l) = 1.

Gesucht ist also ein Vektor (w(0),w(Az),...,w(l — Az),w(1)), welcher (3-5) 16st.
Wir eliminieren w(0), w(1) aus dem System (3-5) und schreiben es in kompakter
Form

2 -1 0 ... 0 0 0 w(Az)
1 2 -1 ... 0 0 0 w(2Az)

. o -1 2 ... 0 0 O w(3Ax)

A2 : : ot : : : = (3-6)
o o 0 ... 2 -1 0 w(l — 3Ax)
0 0 0 ..-1 2 -1 w(l — 2Az)
o 0 o0 ... 0 -1 2 w(l — Ax)
(A:v w(Az), 55 (w(QA:E) )) +

f
[ (2Az, w(2Az), ﬁ(w@Aw) w(Az)))

= f(jAm w(jAT), 5 ( (7 +1)Ax) —w((] - 1)Am))) =2,...,M -2

f(1=2Az,w(1 — 2Az), —( (1—Az) —w(l— 3A:U)))
f (1= Az, w(l — Az), 52— (1 — w(l — 2Az))) +

AZL‘Q

Das Gleichungssystem (3-6) hat die Form

APy = GAQD(w), w € R« (3-7)
mit

2 -1 0 0O 0 O
-1 2 -1 0O 0 0

1 0 -1 2 0O 0 0

Az . : . :
A B Ax? ) : . )
0 0 O 2 -1 0
0 0 O -1 2 -1
0O 0 O 0o -1 2
f (Ax,w(Alx*), L ( (2A7) = 0)) + 7%
j = 2, ooy M —2
£ (1= Az,w(l = Ax), 7 (n —w(l - 222))) + 225
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Insbesondere zeigt dies, dass
RAT = _ ABTyy 4 A (y)
eine Diskretisierung fiir den Operator A ist mit
A D(A) C C*((0,1))NC([0,1]) — C((0,1)),
w o w() + [ w(),w' (),
wobei

D(A) == {w € C*((0,1)) N C([0,1]) [ w(0) = 70, w(1) = 71 }-

Wir kehren nun zu unserer Anfangsrandwertaufgabe (3-1) zurtick. Gemaf des Prin-
zips der Linienmethode diskretisieren wir fiir beliebiges ¢ € [0, 7] zuerst die Raum-
variable.

Wir suchen eine Gleichung fiir die Funktion

v(t) = (u(Az,t),u(2Ax,t),...,u(l —2Az,t),u(l — Az, t))
= (Ul(t),UQ(t), c. ,UM_Q(t),UM_l(t)) S RM_l, 0<t<T.

Eine einfache Diskretisierung konnen wir jetzt in der Ortsvariablen durch das klas-
sische Differenzenverfahren vornehmen.

Wir ersetzen den Ausdruck g, (x, t)+ f (u(z, t), uz(x,t), z,t), u(0,t) = yo(t), u(1,t) =
v (t) fiir t € [0,T] durch

2 -1 0 0 0 O vy (1) Yo(t)
-1 2 -1 0 0 0 (1) 0
0o -1 2 0O 0 O t 0
I . sl RS
A.TQ . . . . . . . . AZE2 .
0 0 0 ... 2 —1 0 var—s(t) 0
o 0 0 ...-1 2 -1 vnr—a(t) 0

0 0 0 e 0 —1 2 UM_l(t) ’}/Q(t)

~ —~ v ——
—AAz :rAac(t)

f (vi(t), 527 (v2(t) = %), Az, 1)
F (0i(0), 385 Wi () = vj-a (1)), jAz, ),
=2, M2

f (UM—l(t)a 2Az ('}/1 — UM—-2 t))a (M - 1)A$7t)

N
-

—HAT (u(t))
= — ALY () + AT () + HAT(u(t)).

+

Préaziser wird A(t)u(t, ), u(t, ) € D(A(t)) durch
—AR(t) +r20(t) + H2 (u(t))
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ersetzt, wobei der zeitabhéngige Differentialoperator A(t) wie folgt definiert ist:

A(t) : D(A(t)) € C*((0,1)) nC([0,1]) — C((0,1)),
U > Uge + f(u,uy, -, t)

mit dem Definitionsbereich

D(A(t)) = {u € C*((0,1)) N C([0,1]) | u(0) = %(t), u(1) = 7 (1)}

Setzt man v'(t) = (u(Ax,t), ..., u((M — 1)Ax,t)), so ergibt sich unter Beachtung
von (3-1) die gewthnliche Differentialgleichung
V(t) = —ART() + HE(u(t) + 2 (1) (3-8)
= Fa,(v(t),t), 0<t<T,
v(0) = 0" = (uo(Az),... up((M — 1)Az))

als Ersatz fiir die Anfangsrandwertaufgabe (3-1).

Der Ubergang von (3-1) zu (3-8) wird als Semidiskretisierung bezeichnet. Zu einer
vollsténdigen Diskretisierung von (3-1) kommen wir, wenn wir auf (3-8) eines der
handelsiiblichen Verfahren zur Losung von Anfangswertproblemen anwenden. Bei
der Durchfithrung dieser Verfahren sollte man sich jedoch die spezielle Gestalt von
Fa, zu Nutze machen, denn das System (3-8) wird fiir Az — 0 immer groBer. Das
einfachste Verfahren fiir (3-8) ist das Euler-Cauchy Verfahren.

Seien At = L > 0, v° vorgegeben. v/ approximiere v(jAt), j = 0,...,N. Dann
finden wir mit ¢; = jAt
vt = vl At Fa,(v0t), j=0,...,N—1, (3-9)
UO = (UO<A$)a s >u0<<M - 1)A1’))

oder explizit mit

'Uj = (u{,...,ug\/[_l), U'Z :U(ZL’“'[;])’ xX; :ZA.I
folgt
U{H Ujl ( —QU{ + u]2
R Al J o 4 3-10
i - i - A2 | Wi T A + Uiy (3-10)
i1 ; , ,
ujl\}fl Whr—q L why o — 2,
) , .
Yo(t5) f (“]1’ ﬁ(ué - 70(%’)),961,@)
1 0 :
+Ax2 : + f (u‘z, ﬁ(“gﬂ —ul_y), T, tj)
0 :
71(t5) F (g 5 (n(ty) — why o), pi-1,ty) )
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mit den Anfangsbedingungen

U? Uo(ﬂﬁl)
ud = uo(z;) . (3-11)
U?wfl uo(Tar-1)

(3-10), (3-11) heiBen auch explizites Differenzenverfahren zur Anfangsrandwertauf-
gabe (3-1). Man erhalt «/™" aus u}_, v}, ul,,, was man durch folgendes Schema
andeutet.

Zeit 1,5 +1

Raum  7—1,j i,j t+1,
O O O
Abbildung 11: , Differenzenstern“

Wir betrachten als néchstes fiir das Liniensystem (3-8) das von einem Parameter
v € [0, 1] abhéngige Verfahren

Vjy1 = 'Uj + At [ﬁFAI<Uj+1, tj+1) + (1 — ﬁ)FAx(’Uj, t]>] N (3-12)
j=0,...,N—1,
UO = (U0($1)7---,U0($M71))-

Die Spezialfalle des J-Verfahrens fiir das Liniensystem sind:

1 = 0: Euler-Cauchy Verfahren,

V= %: Trapezenmethode oder sogenanntes ,,Crank-Nicholson Verfahren“,
¥ = 1: Implizites Euler-Cauchy Verfahren.

Fiir 9 > 0 erfordert (3-12) die Auflésung eines nichtlinearen Gleichungssystems und
das Verfahren heifit implizit. Die Abbildung 12 stellt die zugehorigen Differenzen-
sterne dar.

3.1 Beispiel (Chemische Reaktions-Transport-Gleichung). Die dazu gehorige An-
fangsrandwertaufgabe lautet
U = Uge —k-eo(z)u, 0<x<1,t>0, k>0
u(z,0) = 1—2z, 0<z<1
u(0,t) = 1,u(l,t) =0, ep(z)>0,0<z<1.
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1,j+1 1,7+ 1 1,7+ 1
Q . . 0 Q . . O
i—1,j4+1]e+1,7+1 i—1,j4+1]e+1,7+1

=17 tj 1+l i—-1,J g 1+l (2%
O O O O O O

¥ =0 V= ¥=1

1
2
Abbildung 12: Differenzensterne fiir ¢ € {0, 3,1}

Wir finden fiir das Liniensystem

V' (t) = Faz(v(t),1), v(0) = 2°

mit
2 -1 0 0O 0 O 1
-1 2 -1 0O 0 O 0
0 -1 2 ... 0 0 O 0
1 1
Faolvt) = =% | & & 1 i vt s
0 o o0 ... 2 -1 0 0
0O 0 O -1 2 -1 0
0 0 O 0 -1 2 0
60([L’1)U1
eo(T2)va
60($3)U3
—k = _BAIU—{'TAxa

60($M73)UM73
60<'TM72)UM72
60($M—1)UM—1

wobei x; = iAx, i =1,..., M — 1. Dabei ist

2 =1 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0
1 o -1 2 0 0 0
Bar = A2 : :
0 0 0 2 -1 0
0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 0o -1 2
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+Fk - diag(eo(z1), - - ., €o(Tm-1)),

1
Az T
= ——(1,0,...,0,0)".
/r sz( ) ) ) ) )
B, ist eine Lo-Matrix mit majorisierendem Element I = (1,1,...,1,1)7, d.h. eine

M-Matrix, da eg(x) > 0,0 <z <1 und h > 0.

Diskretisierung der Anfangsrandwertaufgabe mit dem 9-Verfahren liefert dann die
Iteration

V= 0T A [9(=Bag" T 1) + (1= 9)(—Bagt) +1)]
j=0,...,N—1
0 = (ug(1),. .., up(war—1)),
woraus sich
(é[ + ﬁBM> (AR <é[ —(1— ﬁ)BM) v+
fir j =0,..., N — 1 ergibt.

Ferner ist <7 +9Ba, eine M-Matrix fiir ¢ € [0, 1]. In jedem Schritt ist also fiir 9 > 0

ein tridiagonales Gleichungssystem zu l6sen.

Beobachtungen

a) ¥ =0:
Es ergeben sich nur fiir sehr kleine Zeitschritte gute Naherungen. Bei zu
groflem At treten starke Oszillationen in z-Richtung auf, die sich in ¢-Richtung
verstarken.

b) ¥ > 1.
Die le'jr ¥ = 0 beobachteten Oszillationen treten in der numerischen Losung
nicht mehr auf. Der Mehraufwand (d.h. das Losen eines linearen Gleichungs-
systems in jedem Zeitschritt) wird aber durch die impliziten Verfahren mehr
als wettgemacht. Die impliziten Verfahren sind also fiir die Anfangsrandwert-
aufgabe sehr wichtig.

3.2 Bemerkung (Losbarkeit von (3-12) im nichtlinearen Fall f(u,x,t)). Sei f €
CHR x [0,1] x [0,T],R), und es gelte

of
%(u,x,t) <

firu e R,0<z<1lund 0 <t <T.Dann lasst sich Folgendes zeigen: Das implizite
v-Verfahren (9 > 0)

V=0T 4 AL [0FA (0 ) + (1= 0)Fag (v, 85)] , 5 =0,...,N -1
ist auf jedem Zeitlevel ¢; = jAt fiir alle At mit JuAt < 1 durchfiithrbar.

Johannes Schropp 5. Februar 2025
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3. Finite Differenzenverfahren fiir parabolische Differentialgleichungen 45

b) Konsistenz der Differenzenverfahren

Wir bringen die Differentialgleichung aus Abschnitt a), d.h. die vollsténdige Diskre-
tisierung auf die Form

T'(u) =0, weR%, Th:R% R

mit der Familie von Gittern {2, }o<n<n,. Wir betrachten hier die Anfangsrandwert-
aufgabe

U = Uge + f(u,z,t) in Q= (0,1) x (0,7, (3-13)
u(z,0) = wup(z) fir 0 <z <1,
w(0,t) = (1), u(l,t) = 1(t) fir 0 <t <T.
Dazu setzen wir h = (Az, At) und Az = -,

N
Qp =A{(x;,t;) = ((Az, jAt) |i=1,.... M —1,7=0,...,N}.

Fiir u € R%» gilt

u o= (0., Ll sl ud ),
ul = u(z,t;) =u(iAz,jAt), i=1,...,.M—1,5=0,...,N.

7

Wir finden dann 7" (u) = 0 mit

4 ]:O
u = uo(ws), {i:L...,M—l
(i

(T )] = AL [

i—1 2“? + u{_ﬂ) + f(ug7mi7tj)}

[ —(1-9) [Mz (“3:11 —2ul ™! +U?;11) + f(ujflaffi»tjfl)}

zu setzen.

Nach Kapitel 1 haben wir die Begriffe Konsistenz, Stabilitdt und Konvergenz fiir
T"(u) = 0 definiert. Wir untersuchen die Konsistenz fiir Anfangswertaufgabe (3-
13).

Sei u € C?(Q) N C(Q) eine klassische Losung von (3-13) und %, = g, bezeichne
die Einschrinkung von 7 auf €j,. Wir untersuchen den Konsistenzfehler || 7" (ty,)]| oo
in der Maximumsnorm.

Johannes Schropp 5. Februar 2025
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46 3. Finite Differenzenverfahren fiir parabolische Differentialgleichungen

Sei w € R mit

HwHoo:maXﬂwai:1,...,M—1, j=0,...,N}.

Fiir j=0,i=1,...,M — 1 gilt

)

(T"(un)); = jf_/ —ug(z;) = 0.

=ug(x;)

(@ @)y = @ -7
— 9 {A%:? (w_, — 2wl +7wl,,) + f(aff,a;i,tj)]
- 1= 0) | g @ - ) @ )
= ) o) - (- o))
+ ﬁ{gﬂm)f + fv(ﬂf,xi,tj)J—A%cQ (w_, — 2w +ul,,) — f(ﬂz,:vi,tj)}
=(us);
v (= @l )~ (] - )

+ (1- 19){(ﬂm)§1 — o (@5 — 2l k) }

Nach Kapitel 1 gilt fiir ein C' > 0

1 —k

A_QZ2 (ui—l - 2Ef +ﬂ§+1) - (Eitfl?)f <C- A:L‘Z, k= 37— 1,

falls 22 € C(Q), v = 1,2,3,4.

Zur Abschétzung des iibrigen Terms betrachten wir
1

S (w(t 4+ At) = w(t) = dw(t + A8) = (1= D)u'(1).

Johannes >Schropp o. ebruar 15
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3. Finite Differenzenverfahren fiir parabolische Differentialgleichungen A7

Mit
w(t+At) = w(t)+ Atw'(t) + ATtZw”(t) + O(AP),
w'(t+ At) = w'(t) + Atw”(t) + O(A?)

fiir w € C3([0,T]) folgt

1 / /
A (Wt + A = w(t)) = 0w/ (t + A) = (1= D)/ (1)

=w'(t) + %w”(t) + O(AY?) — 9(w'(t) + Atw" (t) + O(A?)) — (1 — D)w'(t)
= At () (% - 19) +O0(AP),

falls w € C3([0,T7).

Somit folgt
1 .

~ @ =) = 0@, - (1 =) (@)

<C At,fallsﬂt,ﬂtt S C(Q),
- Atz, fallsﬂt,ﬂtt,ﬂttt € C(ﬁ), Y = L

2

3.3 Satz. Das U-Verfahren fir 9 € [0,1] zur Anfangsrandwertaufgabe (3-13) ist
konsistent der Ordnung 1 in At und 2 in Ax bezgl. || - ||, d.h.

| T" (@) = O(AL 4 Az?)
an jeder klassischen Lisung von (3-13) mit %:? c CQ), v =12, g:f c 0(Q),
v =0,1,2,3,4.

Das Crank-Nicholson Verfahren ist sogar O(At? + Az?) konsistent, falls zusitzlich

24 e CQ) gilt.

o3

Unsere Rechnungen zeigen keinen Unterschied im Konsistenzverhalten fiir das expli-
zite (¥ = 0) und das implizite (¢ > 0) Verfahren. Die im Abschnitt a) beobachteten
drastischen Unterschiede miissen daher mit der Stabilitdt zusammenhéngen, die wir
als néchstes diskutieren.

3.4 Bemerkung. Die Glattheitsbedingungen fiir w von Satz 3.3 sind oft in den
Ecken = 0, ¢t = 0 bzw. = 1, ¢ = 0 nicht erfiillt. Beispielsweise erfordert u €

C(Q) fiir (3-13) die Vertréglichkeitsbedingungen (auch Kompatibilititsbedingungen
genannt) 70(0) = ug(0), 71(0) = uo(1) und uy, u,, € C(2) die weiteren Bedingungen

%(0) = ug(0) + f(70(0),0,0) (¢t =0,2=0),
n0) = ug(1) + f((0),1,0) (t=0,2=1).

Jedoch garantiert die Theorie der parabolischen Differentialgleichungen trotzdem die
Glattheit von w(x,t) fir t > 0, 0 < z < 1, falls die Daten f, ug, 7o, 71 hinreichend
glatt sind.
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48 3. Finite Differenzenverfahren fiir parabolische Differentialgleichungen

c) Stabilitit und Konvergenz der Differenzenverfahren
Wir erinnern an die Stabilitétsdefinition fiir ein diskretes Modell.

3.5 Definition. Es sei 7"(u) = 0, T" : R — R® ein diskretes Modell. Sei der
Raum R mit einer Norm || - || versehen. Gibt es ein von h unabhingiges C' > 0 mit

|u— || <OIT"(u) —T"(v)||, VYu,v € R®™ 0<h<hy, h=/(Ax,At),
so heiBt das Modell T" stabil.

Wir analysieren hier die Stabilitdt der Warmeleitungsgleichung

ur = Uz in (0,1) x (0,7), (3-15)
u(z,0) = wup(z), 0<az<1,
uw(0,t) = 7o, u(l,t) =y fur 0 <t <T.

Mit den Vektoren v/ = (u?,... ,u@_l), j=0,...,N, sowie den Schrittweiten Ax =
ﬁ >0, At = % > (0 hat das ©v-Verfahren die Form

UO = (uo(acl),...,u()(xM_1)) =: TO?

It = gl + At [IQFAI(Uj+17tj+1) + (1 — ﬁ)FAI(Uj,tj)]

mit
2 -1 0 0 0 0 Yo
-1 2 -1 0 0 0 0
] 0o —1 2 0 0 0 ] 0

Fag(v,t) = vl I S S [ v
0 0 o ... 2 —=1 0 0
0 0 o ... -1 2 -1 0
O 0 0 ... 0 —1 2 "
= —Tw+r
d.h.

vt =l + At [ﬁ(—ij“ + )+ (1 =9) (=T + 7‘1)} . ) =10
Letztere Formelzeile ist mit
(I + At/ = (I — At(1 — D)o + Atrt,  0° =70
und somit mit

1 . 1 .
— I+ )t = ([ —T -1 =N ) +rt, 5=0,... N—1 -1
(At +19)v (At ( 19)>U+T,j 0,..., (3-16)
~—_—— ~ ~

=:A =:

Johannes Schropp 5. Februar 2025
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3. Finite Differenzenverfahren fiir parabolische Differentialgleichungen 49

dquivalent.

In Matrixform lautet die Gleichung (3-16)

I 0 0 0 0 0 v rY 0
-B A 0 0 0 0 vl ! 0
0 —-B A 0 0 0 v? 1 0
cee ce Tl e e . : - : =1 : (3-17)
0 o 0 ... A 0 0 N2 rt 0
0 o 0 ... =B A 0 pN-1 rt 0
0 0 o ... 0 —-B A oV r 0

Wir miissen die Stabilitdt von Dreiecksblockmatrizen der obigen Form untersuchen.

3.6 Lemma. Sei eine Norm || - ||. auf R™ gegeben. Die Matrizen A(At), B(At) €
R™™ mdégen von At € (0,T) abhdngen. A(At) sei invertierbar und erfiille

|AA) |, < Oy - A, VAL € (0,T). (3-18)

Ferner existiere ein Cy > 0 mit

(AP BY* (At ||, < Cy  fiir 0<n-At<T,neN. (3-19)

Dann gilt fir die (n + 1)-blockige Matrix

I 0 0 0 0 0
B A 0 0 0 0
0O -B A ... 0 0 0
HA)=| ... .. . . (3-20)
0o 0 0 ... A 0 0
0O 0 0 ... -B A 0
0O 0 0 ... 0 -B A

mit 0 < nAt < T die Stabilititsungleichung
V][ 400 < Co(1+ CT) - |H(A)V|v0o, Yo € RV 0 <nAt < T, (3-21)
wober

[V]ls0o = (07,01, oo 0™)]le0o = max{[[v’]|. | i =0,...,n}.

© Johannes Schropp 5. Februar 2025



50 3. Finite Differenzenverfahren fiir parabolische Differentialgleichungen

3.7 Bemerkung. Setzt man C'(At) = (A7'B)(At), so lautet (3-19)

C(AD)™|, < Cy fiir 0<nAt<T.

Diese Bedingung wird in der Literatur oft zur Definition der Stabilitdt eines Ver-
fahrens der Form (3-17) herangezogen. Sie erweist sich auch als notwendig fiir ein
konsistentes und konvergentes Verfahren (Lax’scher Aquivalenzsatz).

3.8 Bemerkung. Hinreichend fiir (3-19) ist

(A7 B)(AY)]]. < 1+ C5At. (3-22)

Dann folgt nédmlich

1A= B)" (AL, (AT B)(AD[IT < (1+ CsAt)"

<
< exp(C5At)" = exp(C3nAt)
< exp(CsT) =: Cy fiir 0<nAt<T.

Beweis von Lemma 3.6: Die Gleichung

H(Atw=g=(¢"¢"...,9"

bedeutet

W=¢" A -Bvl=¢, j=1,...,n

oder . ‘ A
v =A"Bv T 4+ A7y =1, .n, ' =q"

Wir zeigen nun fiir j < n, nAt < T die Darstellung
v = (A7 BYig +z ARy AT,

Der Beweis wird durch Induktion iiber j erbracht:
j=0: W =¢°
j—1—=7:

vo= AT'By T4 ATy

= (A7'B) [(AT'B)” 90+Z AT BY T RAT R 4 AT
= (A7'B) ng ATIBYTRAT Y+ AT

Johannes Schropp 5. Februar 2025
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3. Finite Differenzenverfahren fiir parabolische Differentialgleichungen

— 1B g0+z 1B‘7 kA

Somit folgt

7] < (A o [16°l- +ZH ATIBY L AT MlgF-
‘/—’ %/_/ N /
<C> <Csq <C1 At
J
< Collg®ll + Y Ca- Cr - At-[|g¥].
k=1
J
< Collgll + G Yy At-max{llg*ll |k =1,....n}
k=1
<jAtLT
< Co (|l + OT - max{lg"]. |k = 1......n})
< G(1+GiT)[glli0 = Co(1+ CIT)[|H(A) V00, =0, ...

Dies liefert
[V][400 < Co(1 + CiT) || H(At)v]]4 00

Wir priifen nun (3-18), (3-19) fiir das ¥-Verfahren. Wir haben

1 1
A = I+90, B = 1 (1-9)T,
m = M-1 |-l ="«
2 -1 0 ... 0 0 0
-1 2 -1 .. 0 0 0
) 0 -1 2 0 0 0
= 15 :
0 0 0 2 -1 0
0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 0 -1 2

A(At) = 5T + 9T, 9 > 0 ist eine Ly-Matrix und

© Johannes Schropp 5. Februar 2025
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52 3. Finite Differenzenverfahren fiir parabolische Differentialgleichungen

Also ist A(At) eine M-Matrix, und es gilt mit (3-23)
1A (At ]|oo = [A7H (Al o < [|AHT o = At.

(3-18) gilt also mit Cy = 1.
Es gilt B(At) = ;1 — (1 — 9)I'. Somit ist die Bedingung B(At) > 0 mit

1 2
(11— >
At (1 ﬁ)AxQ 20

dquivalent, da alle auflerdiagonalen Elemente von B(At) grofler gleich Null sind.
Daraus folgt

At
1>2(1—-19)—
- ( )AIL'z’
was mit At .
< . -24
Ax? ~ 2(1-9) (3-24)

gleichbedeutend ist.
Wir setzen nun (3-24) voraus und schreiben weiter:
(A(At) — B(At))I I+ (1-NIT =TI >0 =
AAHT > BAHNI =
I > (A 'B)(At)I, da A~*(At) > 0.

(3-24) stellt nun B(At) > 0 sicher, und wir haben (A™'B)(At) > 0. Somit folgt
1A B)(At)[loo = (A7 B) (AD)[l oo < [|Tfloc = 1.

Also sind die Bedingungen (3-22) und (3-21) mit C3 = 0 bzw. Cy = 1 erfiillt. Nach
Lemma 3.6 erfiillt H(At) die Stabilitdtsungleichung (3-21) mit der Stabilitétskon-
stanten Cy(1 + C1T) = 14 T, die sowohl von Az als auch von At unabhéngig ist.
Da T" bis auf inhomogene Terme mit H(At) {ibereinstimmt, folgt die Stabilitiits-
ungleichung mit || - || = [ [s0o = | - [[oc-

3.1 Satz Unter der Bedingung

At <1
Azx? ~— 2(1-10)

ist das ¥-Verfahren fiir die Warmeleitungsgleichung bezgl. || - ||oo auf R®* stabil.
Genauer gilt

lu—v]eo <A +DNT"(w) = T"(V)||oo, Yu,v€RM™ — h=(Az,At),

wobei TH : R® — R wie in (3-14) mit f = 0 definiert ist.
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3.9 Bemerkung. Die Restrlktlon s < 1 fiir das explizite Verfahren und < At <>
fiir das rein implizite Verfahren stlmmen mlt unseren Beobachtungen uberem. Bei
V= % kénnen wir jedoch % < 1 verletzen. Wir werden aber zeigen, dass bzgl. einer
anderen Norm das v-Verfahren fiir 9 € [%, 1] bedingungslos stabil ist. Diese Norm
stellt eine Verallgemeinerung der L*((0,1))-Norm auf die Gitterfunktionen dar.

3.10 Korollar. Unter der Voraussetzung x.z At < 2(1 5 ist das - Verfahren, 0 < ¢ <
1, bzgl. der Maximumsnorm konvergent der Ordmmg 1 in At und 2 in Az an der
Losung T der Wirmeleitungsgleichung, falls 22w € C(Q), v = 1,2, Zu € C(Q),

otV ) OxV
v=0,1,2,3,4, Q= (0,1) x (0,T), d.h.

max{[u(z;, t;) — v (w5 t;)| i =1,...,M —1,j=0,...,N} < C- (At + Az?),

wobei u" die Losung von T"(u) = 0 bezeichnet. Fiir das Crank-Nicholson Verfahren
gilt sogar

max{|u(z;, t;) — v (zs, ;)| |[i=1,...,M —1,j=0,...,N} < C- (At* + Az?),

falls zusdtzlich g—;ﬂ € C(Q) gilt.
Stabilitit der Wirmeleitungsgleichung beziiglich || - |2
Setzt man
M-1 1/2
[v]l« = llv]l2 = (Aa: Z vf) v eRM-T

i=1

so stimmt || - || bis auf den Fehler der Ordnung v/ Az mit der euklidischen Norm
iiberein, falls v Riemann-integrierbar ist. Im Grenzwert Ax — 0 finden wir

M—1 (Az;)O 1
M(Axz)—o0
Az Y o ME /OUQ(x)dSU:HUH%?(OJ)
=1

aufgrund der Konvergenz der Riemannschen Summe gegen das Riemannsche Inte-
gral.

Ferner gilt fiir eine symmetrische Matrix A € RM-1LM~-1.

1Al = sup{[|Av[lz | v e R Jju]l; =1}
= max{|\ | A € 0(A) C R}.
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3.11 Lemma. Fs sei

2 -1 0 ... 0 O 0
-1 2 -1 ... 0 O 0
] o -1 2 ... 0 O 0 {
C=— S S RM-LM=1  Ap = — >,
0 0 O 2 -1 0
0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 0 -1 2
C hat die Figenwerte
2 km
)\k:E(l—COS<M>>, ]{521,,]\/[—1
mit den Eigenvektoren vf = (vf,... vk, ) e RM~1
o —sin (BT o M1, k=1, M-1
i — M ) — PEREEEEEEY ) —_— g sty .
Beweis: Man rechne nach! O

Wir kehren nun zur Wirmeleitungsgleichung zuriick und berechnen || A= (At)|| und
I(A™1B)(AL)]| fir

1 1
A(At) = —1 B(At) = —1—(1— .
(Af) = A1 +0C, B(AY = 41— (1-0)C
GemiB Lemma ?? hat C die Eigenwerte Ay = 25 (1 —cos (57)), k=1,..., M — 1.
Fiir A, gilt die Abschétzung

4
O< i <—, k=1,....M—1.
k AfL’27 ) ;

Die Matrizen A(At), B(At), A7'(At) und C sind symmetrisch. Ferner gilt (BA)(At) =
(AB)(At) nach Definition von A(At) und B(At). Also folgt

(A7'B)"(At) = (BA™)"(At) = (A7) B")(At) = (A7 B)(At),
d.h. (A71B)(At) ist symmetrisch.
A(At) hat die Eigenwerte <7 + 94 Somit sind

1 At

Lron 1+ AwN

g ey

die Eigenwerte von A~1(At), und wir finden

At

A7H(A = T
47 @0 = max { | 3

|k:1,...,M—1}§At,

Johannes Schropp 5. Februar 2025
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d.h. ¢, =1 in Lemma 3.6.
Die Eigenwerte von (A_lB)(At) = (a1 + 190)71 (7] — (1 =9)C) sind

— (1 -9\
<1, k=1,....M—1.
L roNn

At

iy, =

Man beachte dazu, dass A(At), B(At), A7t (At), (A7 B)(At) dieselbe Basis v',

aus Eigenvektoren wie C' besitzen. Wir finden also
[(AT'B)(A)|2 <1, falls yy, > =1, k=1,...,M —1.

Dies ist aquivalent zu

1 1
_ _ _ >
> —1 < , (1=, > , I\

2
— > (1-2 =1,....M —1.
== At_( 19)>\k7 k 9 )

Fiir ¢ > % ist dies stets erfiillt, wahrend sich fiir ¥ < % die Bedingung
2

N < —————

"= AN - 20)

ergibt. Dies ist insbesondere abgesichert, wenn

\ 4 2 LA
k_AxQ_At(l—Qﬁ) Az? = 2(1—20)

gilt. Das Lemma 3.6 ist also mit ¢} = Cy = 1 anwendbar.

3.12 Satz. Unter der Bedingung

At < oo, fiir v >
Ag2 = fiir 9 <

st das ¥-Verfahren fir die Wairmeleitungsgleichung beziiglich der Norm

DN [0 [ =

1219

M1 1/2
|| u]|2,00 = max (Aaz Z(uff) 17=0,....N 3, uecR% h=(Azx, At)

i=1
stabil. An jeder Losung u der linearen Wirmeleitungsgleichung mit
o)< r=12 O
liegt Konvergenz gemdyfs
[T — U200 = O(AL+ Az®), TH(u") =0
vor. Fiir das Crank-Nicholson Verfahren gilt sogar
T — u"||2.00 = O(A? + Az?),

falls zusdtzlich gtf;f C([0,1] x [0,T)).

Johannes Schropp 5. Februar 2025
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At
Azx?

|| - ||2,00-Stabilitét

N =

|| - [|oe-Stabilitéit

3 19

Abbildung 13: Stabilitdtsbereiche
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4. Hyperbolische Differentialgleichungen

a) Differenzenverfahren fiir die Wellengleichung

Eines der bekanntesten Beispiele fiir hyperbolische Differentialgleichungen ist die
Wellengleichung. Wir betrachten zunéchst die analytische Losung der Wellenglei-
chung als reine Anfangswertaufgabe

Uy = Uy, T ER, >0, (4-1)
U(ZE,O) = UO(I’), Ut(JT,O) = ul(x)a r €R.

Dies modeliert einen unendlich ausgedehnten Stab oder eine unendliche Saite.

Mit dem Ansatz
u(z,t) = fi(z +ct) + fo(x —ct),  f1, f» € C*(R)
findet man

wnlt) = Eftct) + (—e e — ot
= A(f(x+ct)+ fl(x —ct)) = Cug(,t),

d.h. fi(z + ct) + fo(x — ct) gentigt der Differentialgleichung (4-1).

Man kann nun auch die Anfangsbedingungen abgleichen und erhélt

w(z, ) = %(uo(x Fet) + ol — ) + o / z:t w (€)de. (4-2)
(4-2) ist als d’Alembert-Formel bekannt.
2 (2, 1)
(t, 2" — c(t* — 1)) (t, 2" + c(t* — 1)
N4 A\
A
T —ct* }x* r* + ct” ;

Abbildung 14: Abhéngigkeitsbereich von (z*,t*)

Die auf der Abbildung (14) mit den Pfeilen gekennzeichneten Linien heien Charak-
teristiken fiir (4-1).
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GeméiB der Losungsdarstellung (4-2) hiangt der Wert u(x*,t*) von den Anfangsvor-
gaben im Intervall
Iac*,t* — [:L“* - Ct*, 1'* + Ct*]

ab. Dieses Intervall wird als Abhéngigkeitsintervall des Punktes (z*,t*) bezeichnet.
Das Dreieck A mit den Ecken (z* — c¢t*,0), (z* 4 ct*,0), (z*,t*) wird entsprechend
das Abhéngigkeitsdreieck von (z*,¢*) genannt.

Fixieren wir umgekehrt ein festes z* € R fiir t = 0, so beeinflussen ug(z*), uy(x*)
die Werte der Losung v in

B :={(z,t)|t > 0,2" —ct <z <z 4 ct}.

LA

»
>

*

T

X

Abbildung 15: Einflussbereich von (z*,t*)

Wir betrachten nun die Anfangswertaufgabe
Uy = ClUpy, 0<ax<1,t>0, (4-3)
w(z,0) = wup(x), w(z,0)=wu(z), 0<z<1,
u(0,t) = wu(l,t) =0, t>0.
Ferner setzen wir die Vertréglichkeitsbedingungen
U()(O) = Uo(]_) == O, ul(O) = Ul(]_) =0
voraus.

Wir méchen nachweisen, dass die d’Alembertsche Losungsformel (4-2) auch das Pro-
blem (4-3) 16st. Dazu setzen wir ug, uy 2-periodisch folgenderweise auf ganz R fort:

ui(z) = wi(x—2n), fals2n<zx<2n+2, neZ,i=0,1.

Hiermit erreicht man

wi(z) = —u(—x),
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4. Hyperbolische Differentialgleichungen 59

Abbildung 16: Periodische Fortsetzung

w(l+z) = —w(l—2), zeR i=0,1,
d.h. die fortgesetzten Funktionen sind punktsymmetrisch zu (0,0) und (1,0).
Dann folgt fiir die Losung der Wellengleichung (4-1) auf ganz R iiberdies

u(0,t) = 1( up(ct) +u0(—ct))—|—i/c uy (€)d€

2 2c J_q
7u0( ct)
1 ct
- X ( —u(-gds+ [ w(e)as).
0
Mit der Transformation n = —¢, dn = —d§ ergibt sich

u(0,t) = 21C (/t —uy(n)(— )dn—l—/OCtul(f)dg) _

Eine analoge Rechnung liefert u(1,¢) = 0, d.h. u 16st das Problem (4-3).
Allgemeiner betrachten wir nun

Uy = Clpe + flug,u,2,t), 0<2<1,0<t<T, (4-4)

u(z,0) = wo(z), w(z,0) =w(zr), 0<a<1,
uw(0,t) = (t), u(l,t)=m({), 0<t<T.

Wir fithren auf [0, 1] x [0, 7] das Gitter

O = {(iAz,jAt)]i=1,...,M —1,j=0,...,N},
1 T
x e t N h = (Az, At)
ein. Ohne den Umweg iiber die Linienmethode stellen wir direkt Differenzenglei-
chungen fiir die Unbekannten u! = u(iAz, jAt), i =1,...,M —1,j=0,...,N auf.
Mit z; = iAz, t; = jAt und den symmetrischen Differenzenquotienten fiir die erste
und zweite Ableitung finden wir
L O Y = N 5
A_ﬁ(“z — U ) = sz(z—l—l ul +u_ 1)
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1 . . .
+ f (m (ulyy —ul_y) ,ui,:ci,tj> (4-5)

fire=1,....M —1und j=1,..., N.

Fiir 7 = 0 setzen wir natiirlich

—(ul—uo) =u(z;), 1=1,...,.M—1. (4-8)

Wihrend (4-5), (4-6), (4-7) bekanntermaBen die Konsistenzordnung O(A#? + Ax?)
haben, liegt fiir (4-8) nur O(At) vor. Eine O(At#?) Approximation gewinnt man aus
der Entwicklung

u(x, At) — u(x,0)
At

= w(z,0) + %At uy(z,0) + O(AP?). (4-9)

Fiir eine glatte Losung @ von (4-4) gilt ndmlich

Uy (2,0) = Flpe(z,0) + f(TUp, 1, x,0)

() + f(uhy o, 7, 0).

Man kann daher (4-8) durch

1 1 0 _ At 2 I /
A (uj —uj) = wi(z)+ - (Cug (i) + f(ug(es), uo(x), 2;,0))  (4-10)

fire=1,..., M — 1 ersetzen.
Man bezeichnet (4-5)—(4-7), (4-8) oder (4-10) auch als explizites Verfahren.

Wir kénnen aber (4-5) wiederum als Spezialfall eines von einem Parameter abhangi-
gen Verfahrens ansehen. Setze dazu

2
j C

A _ _ 1 _ . A
0; = Az (Ugfl —2u + ugﬂ) + f (E (ug+1 - U?q) 7“?71%%‘) (4-11)
und betrachte dann das im Allgemeinen implizite Verfahren

1 j+1 j j—1 j+1 j j—1 1
Nz (W™ —2u] +u] ) =d0] + (1 =20)0] + 90, Ve [0,5}. (4-12)
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Zeit

A
tit Q
t; o ¢ O
ti_1 O
I Ti—1 Z; Lit+1

Raum

Abbildung 17: Differenzenstern fiir ¥ = 0

A
tj+1 O O O
t] O C O
t]’_l O O O
Ti—1 Z; Lit+1

-1
0;

Raum

Abbildung 18: Differenzenstern fiir ¢ = }l

¥ =0
Zeit

9=1
Zeit

9=1

\
t]’+1 O O O
tj C
t],1 O O O
Ti—1 ZT; Tit1

j+1

j—1

Raum

Abbildung 19: Differenzenstern fiir ¢ = %

Die Anfangs- und Randbedingungen werden dabei wieder wie vorhin behandelt.

Auf den Abbildungen 17—19 werden die Differenzensterne fiir ¢ = 0

dargestellt.

11

, 1> 5 graphisch

Zur Analyse des Konsistenzfehlers schreiben wir das numerische Verfahren wieder
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in der Form T"(u) =0, T" : R® — R% mit

W) —wup(x;), 7=0,1=1,....,. M —1
. A (u —ud) — () — Az [Pug (i) + f(ug(w:), wo(w:i), 23, 0)]
(T"(u))] = j=1,i=1,....,M—1
b (u] = 20!+ ul7?) = [Yol + (1 —20)0! ! + 9077,
j=2 . Ni=1,... M=1

und

02

. 1 ;
Uf—A—(U-_1_2u +u2+1)+f(2A ( Z+1—u§_ ),ul,xi,tj).

4.1 Lemma. An einer Losung u € C*([0,1] x [0,T]) von (4-4) ist das parame-
terabhingige Verfahren O(At?* + Ax?) konsistent, falls f einer Lipschitzbedingung
beziiglich der Variablen u, gleichmdfig in u,t,x geniigt.

Beweis: Sei u;, die Restriktion von @ auf €2,.

Fiir j = 0 gilt

T" ()Y = —ug(w;) =0, i=1,...,M —1.

Ist j =1, so folgt
1

") = A (@ —a7) — ui(z:)
At 2,1 /
9 [C ug (i) + f(uo(xi),uo(%),xi,())]/
= TUyy (xl 0)+f(ﬂz (xif);ﬁ(lfiyo),lvi,o):ﬁn ((Ei,o)
:U’H At xzy O — At_
- )At Wwn0) o 0) - < T(3,0)
20 o).
Fir j =2,..., N gehen wir wie folgt vor. Es sei

c? 1

o= (2 +ul+1)+f(2A (@~ 1),ug,xi,tj).

Dann gilt nach Konstruktion

1 .
'—Awg(% V=28 ) — (Ue)!| < CLAR?,
T
‘f(A—x(ufﬂ—Uf DT xity) — f((@)], W, 2, t5)| <
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1. . )
<L E(ﬂfﬂ—ﬂﬁﬁ—(@m)? < CyAa?

7 = Cz(ﬂx:c)j + f((ﬂx)] al L, tj) + O(sz)

7 R It ]

= ()] + O(Az?).

Also folgt fiir den Konsistenzfehler

T"(@,)] =

i

wobei hier

1
At2
[9(@)] + (1 = 20)(W)] " + 9(un)] ] + O(Ax?)

()] + O(AF) = [9()] + (1 = 20)(W)] " + I(Un)] "] + O(Ax?)
—0 [(@)] — 2@u)] " + (W )] 2] +O(AE? + Az?)

- i

(W — 2wl +ul"?)

g

=0(At2)
O(AE? + Az?),

w(t — At) — 2w(t) + w(t + At) = w(t) — Atw'(t) + O(At?)

—2w(t) + w(t) + Atw'(t) + O(At?) = O(AP?)

fiir w = uy(x, ) zu beachten ist. O

Im Falle f =0 in (4-4), d.h. der linearen Wellengleichung, finden wir mit

v(t) =

2 -1 0 ... 0 0 O Yo(t5)
-1 2 -1 ... 0 0 O 0
o O RPRNRER B
Ar2 : : : R : : T N :
6o 0o o ... 2 -1 0 0
6o o o ... -1 2 -1 0

(u(x1,1), ..., u(zy1,t)), v =o(t;) = v(jAL),

dann die Iteration

el

V=207 4T = 9 (=T ) 4 (1= 20) (=T + 1Y)

+O(=Tod 7Y, j=1,...,N—1.

Dies ist aquivalent zu

1
At?

(A_t?I + 19F) V= (207 =) 97T (1= 20) (=T + 1)

© Johannes Schropp 5. Februar 2025
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+I(=To! P47, j=1,... N—1 (4-13)
mit den Startdaten
W0 = (wo(z1), .- uo(zar—1)),
1 1 0 At 27 1 "
E(U —v) = (w(z1),...,w(zm-1)) + 5 € (ug(@1), - - ug(Trr-1))-

In jedem Fall erfordert (4-13) auf jedem Zeitlevel die Auflosung eines linearen Glei-
chungssystems mit der Matrix

1
A= —T+9T
At? tUl,

die offensichtlich eine M-Matrix ist.

b) Die Courant-Friedrichs-Levy Bedingung

Beim expliziten Differenzenverfahren (9 = 0) hingt der Wert uf , also die Naherung

. pr— 0 0 0 . .
fiir w(ax;,t;), von den Startwerten w;_;,ui . q,...,ui,; ab. Man vergleiche hierzu

folgenden Differenzenstern:

Ax

-
* * * g * * * * ® »

zi—j = (i—j)Ax x; = iAr = o* Tipj = (i +j)Az

Abbildung 20: Numerisches Abhéngigkeitsintervall

Man nennt [(i—j)Awz, (i4+7j)Az] = [z;_1, 2;4+;] das numerische Abhéngigkeitsintervall
des Punktes (z*,t*) = (2, ).

Die Wellengleichung selbst liefert das Abhéngigkeitsintervall [z* — ct*, 2* + ct*] fiir
(x*,t*). Ist dieses Intervall grofer als das numerische Abhéngigkeitsintervall, so kann
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4. Hyperbolische Differentialgleichungen 65

man keine Konvergenz des Verfahrens erwarten, denn Startwerte, die die exakte
Losung beeinflussen, werden fiir die numerische Losung gar nicht beriicksichtigt.
Notwendig ist daher die Courant-Friedrichs-Levy Bedingung (auch CFL-Bedingung
genannt).

Courant-Friedrich-Levy Bedingung:

Das numerische Abhéngigkeitsintervall jedes Punktes (z*,t*) = (z;,t;) umfasst das
kontinuierliche Abhéngigkeitsintervall.

In unserem Fall bedeutet dies x; — ct; > x;—; und x;4; > x; + ct;.

Dies ist aquivalent zu
—ct; > —x; und x; > ct;j,

d.h.

c- At < Az bzw. ﬁgl,
Ax ~ ¢

wobei letzteres ,,CFL-Bedingung“ heifit.
Als néchstes wird gezeigt, dass die CFL-Bedingung im Falle der Wellengleichung

Uy = ClUpy, 0<2<1,0<t<T, (4-14)
w(z,0) = wup(z), w(r,0) =w(z), 0<z<1,
w(0,t) = (t), u(l,t)=m(), 0<t<T

fiir das explizite Differenzenverfahren (9 = 0) eine Stabilitdtsbedingung beziiglich
der Norm || - ||2,0c liefert. Wir gehen analog zum parabolischen Fall vor und setzen
h = (Ax,At), Aw =1/M, At =T/N, z; = iAz, t; = jAL sowie

O = {(iAx,jA): i=1,....M—1,j=0,...,N}
und u = (00, 0%, ..., oY) € R 0l = (u], ... ul,_,), ., N. Wir schreiben

7=0,1,..
das explizite diskrete Modell (¢ = 0) in der Form T"(u) = 0, T" : R — R
definiert durch

) — 70 fiir j =0,
(Th(u))? = (0t =) —r! fiir j =1,
! — (Zzl —T) vt 4+ /2 =i fiir j=2,... N.

mit

T? = UQ(ZEi),izl,...,M—l,

Atc?
rl o= ul(xi)+TCu{)’(xi), i=1,...,M—1,
2 2

: C c .
rl = (_A_xQ’yO(tj—l)a 07 s 707 _A_:EQ’-Yl(tj—l)) v J = 2’ T ’N'
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und
2 -1 0 0O 0 O
-1 2 -1 0O 0 O
) 0o -1 2 0O 0 O
r — % : :
Ax? :
0 0 O 2 -1 0
0 0 O -1 2 -1
0 0 0 0o -1 2

V0 r0 0
vl rt 0
v? r? 0
Hapar * : - : =
,UNfl T.N'fl 0
oV rN 0
mit
I 0 0 0 0
—I/At I/At 0 0 0
I/At? =2[/At*+T I/At* 0 0 0
0 0 0
0 0 I/A¥ —=2I/A*+T I/AL?
(4-15)

Es ist also die Stabilitdt von Blockdreiecksmatrizen Ha, a; der Form (4-15) zu un-
tersuchen. Wir verwenden die Normen

M—1 1/2
|lwlls = (Ax Z w?) ,w e RML
i=1
lullooe = max{||v/]ly; 5 =0,1,...,N}, u= (0" ... ,0") € R,
Die Matrix I' besitzt die Eigenwerte

2c2
A = m(l— cos(krAz)), k=1,..., M —1

mit den Eigenvektoren w*,

wh = sin(ikrAz), 1 <ik <M —1.
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4.2 Lemma. Sei Ha, ar durch (4-15) gegeben mit einer symmetrischen von Ax
abhdngigen Matriz T, fiir deren Figenwerte A\, k=1,..., M — 1 qilt

0 < 71§Ak§AV—;—%,k:L---,M—L%,%>0- (4-16)

Dann folgt unter den Schrittweitenbedingungen

At - maz(y,y3) < o < 4 (4-17)

und

at o2 (4-18)
Ax V2

die Stabilititsungleichung

)20 < CllHawartlz0o Yu=(0,0"0% ... V). (4-19)

4.3 Bemerkung. In unserem Fall folgt mit cos(z) < 1— %12, 0 <z < m/2 sogleich

2c? 2c?
e = N = é(l— cos(rAx)) > §~272A372 = 202772,
2¢? 2¢?
e < Ay = E(l_ cos(m — wAz)) = ?(1—1— cos(mAx))
22 3 9n 9 4 3, ,
A—xz<2—§“$) Az 1T

(4-16) gilt also mit 7o = 4¢%, 71 = 73 = 37%* und damit geht (4-18) in die CFL-
Bedingung iiber. Ferner ist (4-17) ist dquivalent zu

Atem/3

5 < Vo <2

4.4 Bemerkung. Die Einschrinkung v° = 0 in Lemma 4.2 ist nicht wesentlich, da
der Konsistenzfehler zur Zeit ¢ = 0 verschwindet. Da T" bis auf inhomogene Terme
mit Ha, a; iibereinstimmt, folgt die Stabilititsungleichung fiir 7" bezgl. der Norm

I [l2,00-
4.5 Korollar. Die Anfangsrandwertaufgabe (4-14) besitze eine Losung

€ C*[0,1] x [0,T)).

Dann ist das explizite Verfahren (¥ = 0) unter der CFL-Bedingung % < % konver-
gent beziiglich || - ||2.00 der Ordnung 2 in Ax und 2 in At.
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4.6 Bemerkung. Im Falle des allgemeinen ¢-Verfahrens, 0 < ¢ < % lasst sich unter
der Bedingung

1 ..

Az oo fiir1/4<9<1/2
eine Stabilititsungleichung fiir das ¥-Verfahren bezgl. || - ||2.0 nachweisen. Uberdies
gilt Konvergenz der Ordnung 2 in Az und At bezgl. || - ||2.00 an jeder Losung @ €

([0, 1] x [0, 77).
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