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Aufgabe 1 (Theorie) (6 Punkte)

Gegeben sei das Problem
—Au=f in Q, u=~ auf 0Q (1)
mit
0 = {(x,y)ERQ: 0<Ra<m<Rb}
{(rcos(p),rsin(p)): R, <1 < Ry, ¢ €10,2m)}

und den Daten

£l 0) =~ (1 xplr) cos(ip) + 1+ 7 exp(r) cos(ip) — rexp(r) cos(p))

1
v(r, @) = exp(r) cos(p) + — fiir r € {R,, Ry} .
r
a) Zeigen Sie: Der Laplace-Operator ist in Polarkoordinaten durch
1 1
A = 67’7’ + ;87‘ + ﬁa@gp
dargestellt.

b) Verifizieren Sie, dass mit u(r, ) := y(r,¢) eine Losung von ([Il) gegeben ist, wenn
man die Funktion fir die Randdaten einfach auf das Innere von € fortsetzt.

Aufgabe 2 (Theorie) (6 Punkte)

a) Leiten Sie fiir die Aufgabe (Il) das klassische Differenzenverfahren her, indem Sie
den Laplace-Operator in Polarkoordinaten mittels zentraler Finiter Differenzen dis-
kretisieren. Gehen Sie dabei folgendermafien vor:

1. Schreiben Sie fiir die diskreten Werte r; = R, + tAr, Ar = % (1 =
L...,M —1) und ¢; = jAp, Ap = %’r (j = 0,...,N — 1) die zentralen
Differenzen fiir d,,u, 0,u und J,,u auf.

1
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2. Definieren Sie fiir u} = u(r;, ;) den Vektor
U := (uo, ey uNfl)T e RVM=D it o = (u{, e ,u{wfl) e RM-1,
7 =0,..., N —1 und stellen Sie damit ein Gleichungssystem der Form
HU =(G

auf, wobei H € RN-WM-1>N-M=1) ypd ¢ € RMM-D mit den Randwerten
Ué = V(Raagpj% Ugw = P)/(Rbagpj% .7 = 07 ey N -1
Beachten Sie hierbei die fiir die FD-Approximation zusétzlich benotigten ,, Rand-

werte” ul = u?, u;' =ul "t i =1,..., M —1. Diese Identititen gelten, da in
der kartesischen Koordinatendarstellung die u? und ufv firi=1,...,. M —1

den Werten an Nachbarpunkten entsprechen.

b) Formulieren Sie auf Basis der Diskretisierung aus Teil a) mit dem gleichen Gebiet

Q) das ¥-Verfahren fiir die Gleichung
1 1
atu = arru + ;aru + ﬁacpcpu + f(Ta ¥, t)) U= U(T’, 12 t) (2)
mit Dirichletrandbedingungen auf 02 und der Anfangsbedingung u(r, ¢, 0) = ug(r, ¢).

Ermitteln Sie fiir die exakte Losung

1 1
ue:v('ra P, t) = ; Sln(@) CO8S ( >

t+1

von () die Rand- und Anfangsbedingungen von (2)) sowie die Funktion f.

Aufgabe 3 (Matlab) (9 Punkte)

a) Losen Sie in Matlab das Problem (Il) mit den dort angegeben GroBen 2, f und 7,

indem Sie Thre Rechnungen aus Aufgabe 2a) verwenden. Setzen Sie dabei folgende
Werte: R, =1, Ry =3, M = N = 50.

Plotten Sie anschlieend die Losung in einem dreidimensionalen kartesischen Koor-
dinatensystem (hier ist der Matlab-Befehl pol2cart hilfreich).

Schétzen Sie zum Schluss die Konvergenzordnung p des Verfahrens mittels der Grofe

ooy o= B0 = locth/2)

fiir den Fehler ¢(h) ::max{}ﬂ(n,gpj)—uﬂ ci=1,...,M—1, j:O,...,N—l},
wobei h = ﬁ = % = 510.

Losen Sie in Matlab das Problem (2)) mit dem 9-Verfahren aus Aufgabe 2b) fiir ein
U € [3,1] auf dem Zeitintervall [0, 1]. Wahlen Sie dabei erneut die Werte R, = 1,
Ry, = 3, M = N = 50 und nehmen Sie 100 Zeitschritte. Geben Sie zu jedem
Zeitpunkt ¢ € [0, 1] die Losung in einem dreidimensionalen kartesischen Koordina-

tensystem aus.



Hinweise zur Abgabe:

e Die Programmieraufgaben kénnen in 2er-Gruppen bearbeitet werden.

e Kommentieren Sie die implementierten Schritte in Threm Quellcode nachvoll-
ziehbar.

e Schicken Sie die Matlab-Files per E-Mail an markus.schlipf@uni-konstanz.de.




