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1. Finite Elemente fiir elliptische
Differentialgleichungen

a) Gebrauchliche Finite Elemente

Vorgelegt sei

—Au = ginQ, (1-1)
u = = auf 0f.

Q) C R? sei ein beschriinktes Gebiet mit stiickweise glattem Rand und strikter Ke-
geleigenschaft. Die Funktionen g und v mogen von () nach R abbilden.

Die zu (1-1) gehorige schwache Formulierung fiir v = 0 lautet
/Vu-Vvd:E:/g-vd:B Yo €V = H}(Q) (1-2)
Q Q

bzw. mit

a:VxV-oR,
a(u,v) :/Vu~Vvdx,

Q

b:V =R,

b(v):/Qg-vdx

finden wir die sogenannte ,,Variationsgleichung “

a(u,v) =b(v) Yv eV = Hi(Q). (1-3)

1.1 Definition. u € V heifit eine ,;schwache Losung von (1-1) mit v = 0, wenn u
(1-3) erfullt.

1.2 Bemerkung. Die Variationsgleichung (1-3) hat die gleichen Losungen u € V
wie die Aufgabe

1
Z|Vu? — g+ vdz — mi
3| Vol =g vde — iy,

Fly) = %a(v,v) ~b(v) = /

Q

wobei I': V' — R. Letztere Minimierungsaufgabe heifit ,,Variationsproblem “.
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4 1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen

Im allgemeinen Fall v # 0 wird eine Funktion v mit u — vy € V = H}(Q) gesucht.
Dazu transformiert man die Aufgabe (1-1) auf homogene Randbedingungen. Ist
w = u — 7y eine Losung von

—Aw = g+ Ay in Q,w = 0 auf 09,
so folgt
—Au=-Aw+7v) =—-Aw — Ay =g,
ulao = wlaq + V]aa = V]s0-

Ohne Einschrankung betrachten wir im Folgenden die Aufgabe (1-1) mit v = 0.

Das Galerkin-Verfahren zur Aufgabe (1-1) lautet dann: Sei V}, C V ein endlich-
dimensionaler Teilraum von V. Gesucht ist ein uy € V}, mit

a(up,v) =bv) Y € V.

Die Finite Elemente Methode ist dann ein Galerkin-Verfahren fiir einen Ansatzraum
mit speziellen Eigenschaften.

Bei Ansétzen mit V;, C V spricht man von konformen Finiten Elementen.

Sei nun V;, € V mit Vj, = span{uy,...,u,} fir gewisse Funktionen w; € V, i =
1,...,m. Dann geniigt es
a(un,v) = b(v)

fiir v =wu;, 1 =1,...,m, d.h. auf einer Basis von V},, zu fordern.

Fiir unsere Gleichung (1-1) folgt mit

m
Up = 5 Ciu;
i=1

sowie der Definition von a und b sofort

/V(ch-u]) Vu; —g-u;d(x,y) =0, i=1,...,m
Q sy

bzw.

/chVuj-Vui—guid(x,y) =0, i=1,...,m.
Q

j=1
Wir erstellen also das lineare Gleichungssystem

Ac=r, AeR™™ ¢ reR™
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1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 5t

mit
Aij = /Vuj'vuid($>y)> 1<, <m,
Q

r, = /g-uid(x,y), 1<i<m.
Q

1.3 Definition. A heifit | Steifigkeitsmatrix“ und r heiit ,,Ladevektor “.

Wahl der Ansatzfunktionen bei Finiten Elementen

Man unterteilt das Gebiet {2 in sogenannte Finite Elemente durch eine Triangulie-
rung. Unsere vereinfachende Annahme sei dabei, dass 2 polygonal berandet ist, d.h.
der Rand 02 bestehe aus endlich vielen Geradestiicken.

1.4 Definition. Eine Zerlegung Qr, = {e1,...,en} von 2 in Dreieckelemente heifit
,,zuléssige Triangulierung®, falls Folgendes gilt:

i) 0= Ui‘il €i,

ii) Besteht e; N e; aus genau einem Punkt, so ist dieser Eckpunkt sowohl von e;
als auch von e;.

iii) Besteht e; Ne; fiir i # j aus mehr als einem Punkt, so ist e; N e; eine Kante
sowohl von e; als auch von e;.

h ist dabei die maximale auftretende Kantenldnge.

1.5 Beispiel. Auf der nachstehenden Abbildung wird ein Beispiel einer Triangulie-
rung gegeben.

Abbildung 1: Triangulierung eines Gebietes 2 C R?

Fiir die Losung elliptischer Probleme zweiter Ordnung wéhlt man im Allgemeinen
Finite Elemente in H'().
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6 1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen

1.6 Satz. Sei k > 1 und sei Q C R? beschrinktes Gebiet mit zuldssiger Triangulie-
rung Qr, = {e1,...,en}. Eine Funktion v:Q — R mitv|,, € C®(e;), i=1,..., M
gehort genau dann zu HE(Q), wenn v € C*1(Q) gilt.

Beweis: Es geniigt den Fall £ = 1 zu zeigen. Fiir k£ > 1 folgt die Aussage sofort aus

der rekursiven Anwendung auf die partiellen Ableitungen der Ordnung k — 1.

L= Sei v € C(Q). Wir setzen w,z : @ — R, w(z,y) = Lo(z,y), 2(z,y) =
0

a—yv(:v,y), wobei auf jeder gemeinsamen Kante von zwei Dreiecken der Tri-
angulierung einer der beiden Grenzwerte gewéhlt werden kann. Ferner sei
© € C§°(92) beliebig.

Mit der Greenschen Formel folgt

/Qsowd(%y) = Z/ w%d(w)

wobei n = (ng,n,).

Da v stetig ist, heben sich die Integrale iiber die inneren Kanten gegenseitig
auf. Auflerdem verschwindet ¢ auf 9€2. Dies liefert

/ngwd(:c,y) = —Z/—vd

&B Fod(z,y).

Analog folgt

/gozd:zy /—vd p e Cg.

Dies stellt aber zusammengefasst die Definition der schwachen Differenzier-
barkeit dar.

,, <= Sei jetzt v € HY(Q). Betrachte v in der Umgebung einer Kante und drehe die
Kante so um, dass sie auf der y-Achse liegt. Sie umfasse speziell das Intervall
[y1 — 0, y2 + d] mit y; < yo und & > 0. Setze

Y() = / f’zv@,y) dy.
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1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 7

Uberdies sei nun v € C*°() angenommen. Dann gilt

Y2 2 a
vl = vw) = [ [ -Fawded
Y1 r1

und es folgt mit Cauchy-Schwarz

2

V(1) — ¢(I2)|2 =

Y2 2 a,U
[ G

Y2 T2 9
[ d(x,,w\ ol
Y1 1

<oy — o] -y — vl - vl Fn g

IN

Wegen der Dichtheit von C*(Q) in H'(Q) gilt diese Aussage auch fiir v €
H'(Q). Also ist die Funktion z — v (z) stetig und damit insbesondere stetig
in Null.

Da y; und ys beliebig gewéhlt sind und der Bedingung y; < yo geniigen, muss
die stiickweise stetige Funktion v auch auf der Kante stetig sein.

O

1.7 Bemerkung. Gilt fiir den Ansatzraum V}, die Inklusion V;, € C*(Q), k =0, 1, 2,
so spricht man von C*-Finiten Elementen oder kurz C*-Elementen.

Es sei e, das p-te Element der Zerlegung gy, = {e1,...,en} des Grundgebietes
mit den Ecken p’ = (z;,y;), p) = (xjvyj)u pk = (Tk, Yi).

A A

Abbildung 2: Transformation auf ein Referenzdreieck e® = {(¢,7)|0 < &, n,&+n < 1}

Betrachte die Transformation

()=o) o) (5) = (e ) = men o
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8 1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen

Die Abbildung R ist affin linear und invertierbar. Offensichtlich gilt R(0,0) = p',
R(1,0) = p?, R(0,1) = p*. Diese Transformation bildet das Referenzdreieck ef auf
das Dreieck e, ab.

Lost man (1-4) nach < f; ) auf, so hat man

= :(j’ =
mit affin linearen Funktionen ¢, g» in  und y.

Isoparametrisches Prinzip

Ist p(£,n) eine Basisfunktion auf e, so ist p(gi(z,y), g2(z,y)) = plg(x,y)) eine
Basisfunktion auf e,,.

Unser Ziel ist es, auf jedem Dreieck e;, i € {1,..., M} geeignete glatte Funktionen
so vorzugeben, dass global auf Qf, = Uf\il e; eine C*-Funktion (k = 0,1,2,...)
entsteht. Priiziser: Man setze die Funktionen auf dem Referenzdreieck e® mit den
Eckpunkten (0,0), (0,1), (1,0) an und benutze das ,,isoparametrische Prinzip“.

Konstruktion von C’-Elementen mit Polynomen
Wihlen den Ansatzraum

Vr, = {u € C’°Q)| wul, ist ein Polynom mit
deg(ule,) <mi=1,...,M und u|spg = 0}.

Sei P.(T') = {u: ' — R|u Polynom mit deg(u) = r}. Dann gilt fiir I' C R?

r+1
: o (r+ 1) (r+2)
dim P,.(I') = ="
im P,.(T") ; i 5
Somit erhalten wir 3, 6 bzw. 10 Freiheitsgrade fiir lineare, quadratische bzw. kubische
C°-Elemente. Man bendtigt also ,,geeignet gesetzte* 1(r + 1)(r + 2) Knoten im
Referenzdreieck bei C°-Elementen mit Polynomen vom Grade r.

1.8 Bemerkung. Sei u : ' — R ein Polynom mit deg(u) = r. Wendet man eine
affin lineare Transformation R an und driickt « in neuen Koordinaten aus, so erhélt
man wieder ein Polynom vom Grad r. P,(I") ist invariant unter R.

1.9 Lemma. FEs seien €, é benachbarte Dreiecke einer Zerlequng mit einer gemein-
samen Kante K und die Polynome w, u mit deg(u) = deg(a) = r stimmen auf
(r + 1)-Punkten p',...,p"™t € K iiberein, dann ist die Funktion

u(z), = €e,

u(w) = { a(z), xe€é\K (1-5)

© Johannes Schropp 13. Juli 2017



1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 9

auf €U é stetig.

Beweis: u, @ sind Polynome vom Grad r in 2 Variablen. Also sind u|x und u|x
Polynome vom Grad r in einer Variablen. Betrachte d = u|x — 4|x. Es folgt d = 0,
dad(p’)=0,i=1,...,r+1 gilt und d ein Polynom vom Grade r in einer Variablen
auf K ist.

Dies motiviert eine Knotenverteilung wie in der Abbildung 3.

Abbildung 3: Knotierung fiir lineare, quadratische und kubische C°-Elemente.

Man konstruiert nun zu diesen Knoten p*, ..., p"", N, = £(r+1)(r + 2), eine Funk-
tionenmenge fi,..., fy, mit

i) =0y, 1<4,j<N, (1-6)

Man spricht von Lagrange-Elementen, wenn in (1-6) nur Funktionswerte vorgege-
ben sind. Man spricht von Hermite-Elementen, wenn statt (1-6) Funktions- und
Ableitungsvorgaben gemacht werden.

r = 1: Es handelt sich hier um lineare Finite Elemente mit N = 3 und e = e mit
Knoten

pl = (1a0)> p2 = (07 1)a p3 = (070)

und Funktionen

fl(fﬂ?) = 5)]02(6777) =1, f3(€>77) =1- 5 -1

Dabei stellen fi, fa, f3 eine nodale Basis auf e? dar.

r =2: Es ist N = 6. Wir sprechen dabei von quadratischen Elementen auf e = eff

mit Knoten

pl = (1a0)> p2 = (Oa 1)7 p3 = (an)a
p4: (1/2a0)> p5 = (0a1/2)> p6 = (1/271/2)

und Funktionen
fil€m) =&(26-1),  fo(&n) =n(2n—1),

© Johannes Schropp 13. Juli 2017



10 1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen

f3(&mn) =1 —=&—n)(1—=2—2n), fi&n)=41—-&—n),
f5&n) =41 =& —mn),  fe(§,n) = 4&n.

Dabei gllt deg(fl) = 2a L= 1)"'76a fZ(pj) = 52], 1< Z?] < 67 d.h. .fl?"'afG
ist eine nodale Basis auf e”.

(r > 2 entsprechend): Durch eine geeignete Festlegung der Knotenstellen ist sicherge-
stellt, dass sich die geméf} des isoparametrischen Prinzips konstruierten Funk-
tionen auf e, zu einer stetigen Funktion auf Uf\il e; = {1 zusammensetzen
lassen. Wie bei dem Referenzdreieck treten fiir » = 1 alle Eckpunkte der Tri-
angulierung und fiir » = 2 alle Eckpunkte und Kantenmitten als Knoten auf.

&P &F

Ein fairer Vergleich zwischen linearen und quadratischen Finiten Elementen
benutzt aus diesem Grund die halbe Gitterweite.

&P KF

Lineare FE mit h/2 Quadratische FE mit h

Finite Elemente mit Hermite-Interpolation (wesentlich aufwéndiger):

N

) Kubisches C%-Element ( ) Quintisches C!-Element (Argyris-
Element) (N =21)

Abbildung 4: Elemente mit Hermite-Interpolation

Dabei haben wir die folgende Bezeichnung verwendet:
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1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 11

® — Vorgabe der Funktionswerte und des Gradienten (d.h. 3 Vorgaben pro
Punkt)

e — Vorgabe des Funktionswertes (1 Vorgabe)

— Vorgabe des Funktionswertes, des Gradienten und der Hesse-Matrix (6
Vorgaben pro Punkt)

| — Vorgabe der Normalenableitung (1 Vorgabe)

O

1.10 Bemerkung (Argyris-Element). Betrachtet man die Restriktion von ¢ €
Ps(e) auf eine Kante K, von e, so sind in den Ecken die Werte bis zur zweiten
Ableitung vorgegeben (2 x 3 = 6 Vorgaben).

Somit ist die Hermitsche Interpolationsaufgabe in Ps(K.) eindeutig losbar. Der An-
satz h(t) = 3.7, a;t’ hat somit 6 Freiheitsgrade. Also hat man die Stetigkeit der
Funktion auf K, und die der tangentialen Ableitung. Ferner ist die Normalenablei-
tung ein Polynom vierten Grades.

8 /

Restriktion auf die Kante Restriktion auf die Ecken
(5 Vorgaben)

Diese ist an den Ecken mitsamt der ersten Ableitungen und in den Seitenmitten ge-
geben. Da das zugeordnete eindimensionale Interpolationsproblem mit 5 Freiheits-
graden korrekt gestellt ist, hat man auch die Stetigkeit der Normalenableitung.

Wir skizzieren nun kurz den weiteren Weg bei CY-Lagrange-Elementen.

Es sei Qp, = {e1,...,en}. Nach Konstruktion auf dem Referenzelement erhélt man
Knotenpunkte p', ..., pMr € Q7 und Funktionen u; : Q7, — R mit

[ ] ul(pj): ij,lgi,jSMf,

mit Ansatzraum Vg, = span{uy, ..., uy;, }. Die Funktionenmenge {u;}i—1 . a, heiBt
,,nodale Basis*“ fiir V.

© Johannes Schropp 13. Juli 2017



12 1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen

1.11 Bemerkung. Gemif Satz 1.6 mit v = w; folgt sofort u; € H'(Q) fiir | €
{1, .. .,Mf}, d.h. VTh cV= H&(Q), da ul|aQTh = 0.

In unserem Fall erhédlt man das Gleichungssystem
Ac=r, AecRMrMs ¢ recRMs
mit
A = /QVuj -Vu;d(z,y), 1<i,j <My,

r, = /g~uid(x,y), 1 <i< My
Q

Mit g7, = Zj]\ifl g(p)u; und Qp, = [, ¢; bleiben damit die Integrale

auf einem Dreieck e zu bestimmen.

1.12 Beispiel (r =2, Ny = 6). Es sind dann die Integrale
1
]ek:/vuzjvuzkd(x>y)> 1§]>k§Nra eri(’l“—i—l)(’f’—i—Q)

von Null verschieden.

B,

Abbildung 5: Knotennummerierung im Dreieck e

Die symmetrische Matrix S¢ = (S5 )1<jx<n, ist beim Aufbau der Gesamtmatrix A
auf die Untermatrix

Ai1,i1 Ai17i2 s Ail,iNr
Aiz )41 Aiz 182 Aiz YNy
AiNr i1 AiNr )12 AiNr VN

© Johannes Schropp 13. Juli 2017



1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 13

aufzuaddieren.

Bei der Berechnung des zweiten Integrals in (1-7) tritt an die Stelle von S¢ € RNNr
die Matrix M¢ € RN wobei

(Me)jk = /uij * Ugy, d(![’,y), 1 S ]71{: S Nr-

Erweiterung des Grundkonzepts auf Gebiete {2 mit glattem Rand
Sei Q C R? ein beschriinktes Gebiet mit glattem Rand. Bei linearen Finiten Ele-
of)

Q Th

Q

Abbildung 6: Polygonale Approximation {27, von 2

menten éndert sich bei glattem Rand die Ordnung des Fehlers nicht, d.h. es gilt
|u —up|| g < C - h, falls u € H*(Q) N Hy ().
Bei quadratischen Finiten Elementen gilt jedoch

|u—up || 1 < C-h?  fallsuwe H*(Q) N Hg () und Q polygonal berandet,
= e R32, falls u € H3(Q) N H}(Q) und Q beschrinkt und glatt berandet.

Die lineare Randapproximation fiihrt also bei quadratischen Finiten Elementen zu
einem Verlust in der Konvergenzordnung. Dieses Problem lésst sich aber iiber iso-
parametrische Elemente umgehen. Die Idee ist es, die Transformation R des Refe-
renzdreiecks bei Randelementen geeignet zu modifizieren.

1.13 Beispiel (Quadratische Finite Elemente, r = 2, Ny = 6). Setze fiir quadrati-
sche Elemente an:

() - GG )= ()
) Y3 Y1 —Ys Y2 — Ys
1’6—(1’1—'—1’2)/2) A
+ 4én =: R(&,n).
( Yo — (Y1 + y2)/2 & (&)
Rist in (£,7) ein Polynom vom Grade 2 mit

R(0,0) = ( ij ) R(0,1) = ( ij ) R(1,0) = ( Zji ) R(1/2,1/2) = < z(j )

© Johannes Schropp 13. Juli 2017



14 1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen

A (J}'g, 1/2)

n Y
1 .

R (26, Ys6)

<— Parabelstiick
(J}'g, y3)
(xh yl)

0 1 3 T

Abbildung 7: Transformation R

Y1 Y2
durch eine Parabel besser approximieren als durch eine Gerade. Dies fiithrt letzlich

zu

Sind ) und ( 2 ) Randpunkte von 2, so kann man natiirlich den Rand

||U - uhHHl S c- hza

falls u € H3(Q) N H(Q) gilt und Q C R? ein beschréinktes Gebiet mit glattem Rand
ist, d.h. zur optimalen Ordnung quadratischer Finiter Elemente bei isoparametri-
scher Randapproximation.

b) Das Stokes-Problem

Die Gleichung von Stokes beschreibt die Bewegung einer inkompressiblen Fliissigkeit
in einem Korper. Im zweidimensionalen Raum lautet sie

—Au1 + = = f1 in Q,
8:1:1
0 .
—Auy + 8—11’)2 = foin Q, (1-8)
. 8u1 8uz .
d =—+— = Q
ivu 9z, + Dy 0 in €,
u = wug auf 082,

wobei 2 C R? ein Gebiet ist. Es ist u = (uy,u3) : © — R? das Geschwindigkeitsfeld
und p : Q — R der Druck.

Damit zu den Randdaten wug iiberhaupt eine divergenzfreie Strémung exisitieren

kann, muss
/ uo-ndS:/ u-ndS:/divudx:O
a0 a0 Q

gelten. Betrachte deshalb den Fall uyg = 0, d.h. homogene Randwerte.
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1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 15

1.14 Definition. Die Funktionen u € C?(Q, R?) N C°(Q,R?), p € CH(Q), die (1-8)
erfiillen, heiflen klassische Losung des Stokes-Problems.

1.15 Bemerkung. Der Druck p ist nur bis auf eine additive Konstante bestimmt.
Man benutzt in der Regel die Normierung fQ pdx = 0.

Variationelle Formulierung von (1-8)

Sei p = (¢1,92) € C(2,R?). Multipliziert man die ersten zwei Gleichungen in
(1-8) mit ¢ skalar in L?(Q) und addiert die resultierten Gleichungen auf, so ergibt
sich

Op 0
/—AU1'901+ 801d55+/—AU2'¢2+—pS02dZB=/f1%01+f2s02d557
Q 0, Q 0y Q

was zu

¥1
~
P dS = /f1¢1+f2902dx
~

und daher auch zu
/Vul-V<p1+Vuz chgd:):—/ —+ —da:
Q

= / fier + fapa da
Q

dquivalent ist.

Gilt ferner div ¢ = 0, so folgt

/Vul-Vg01+Vu2~V<p2dx:/f1901+f2<ﬂ2d36’
Q Q

fiir alle ¢ € C5°(Q, R?) mit divp = 0.

Sei nun (H}(Q))?2 = H}(Q) x HL(Q). Da die Einbettung C§°(Q, R?) C (H(2))?
dicht und das Funktional (Vu, V) — (f,-) auf (H}(2))? stetig ist, folgt

/Vul-Vg01+Vu2~V<p2dx:/f1901+f2<ﬂ2d36’
Q Q

fiir alle ¢ = (¢1, p2) € (Hy(2))? mit dive = 0.

Schwache Formulierung
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16 1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen
Es sei Vo = {2z € (H}(R2))?| divz = 0}. Ferner seien

2
a:VyxVy—R, (u,v)H/ZVui-Vvidx,
Q=1

2
b:Vy— R, UH/Zfividx.
Q=1

Gesucht ist ein u € Vy mit

a(u,v) =b(v), Yvel,. (1-9)

Es léasst sich zeigen, dass die Bilinearform a stetig und Vg-elliptisch ist und b stetig
ist, falls Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit hinreichend glattem Rand ist. Damit
sichert der Satz von Lax und Milgram die Existenz einer schwachen Lésung von
(1-9).

Das Galerkin-Verfahren zu (1-9) lautet nun: Sei Vg, C V; ein endlich-dimensionaler
Teilraum von Vj. Suche dann ein u, C V4, mit

a(up,v) =b(v), Yv e Vyy.

Es sei Qr, = {e1,...,en}. Setzt man
‘/E],h = {u = (ul,uz) - C(QTh,Rz) | Uk|ei - Pl(ei),k = 1,2,i = 1, .. .,M

mit uk|aQTh =0, k=1,2, und divu = 0},

so lasst sich zeigen, dass der Raum V; ;, nur die Nullfunktion enthélt. Fiir die Numerik
benotigt man also einen anderen Ansatz!

Variationelle Formulierung
Vorgelegt sei
Ip

—AUZ+— = fi7 1= 1727
85(7Z'
—+-— = 0inQCR
81’1 * 81’2 ln <
mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen
u = 0 auf 0Q.

Ist ¢ = (¢1,92) € C°(Q,R?) und ¢ € C°(Q) mit [, dz = 0, so folgt

) )
/ —Aurgy + —2-y da + / — Aty + ~L oy dz = / fip1 + fapoda,
Q 8251 Q 8,’,52 Q
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1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 17

woraus sich

2 2
i Ou;
Vu; -V, —p dr — / ——pidS = / Jipidz
;/Q Ox; a0 On ; Q

und wegen ¢|sg =0

2 2
Dp;
Vu; -V, —p dr = / fipi dx

ergibt. Wir multiplizieren nun die zweite Gleichung mit ¢ und finden

ou;  Ous B
/{2(8x1+8—x2)¢d$—0
———

=divu

Setzt man nun
Vo= (HUQ)? = HYQ) x HY(©),
W o= L}Q) = {qe L*(Q)] /qd:E:O}.
Q
Aufgrund der Dichtheit von C§°(Q,R?) x D, D = {v € C*(Q,R) | [,vdz = 0}, in

(HL(2))? x L2(Q) sowie der Stetigkeit obiger Funktionale in der Topologie letzteren
Raumes folgt

2 2
/ ZVUZ- -V, —p-diveder = / Zflvl dz, Vv = (v,1) € (Hy(Q)*=:V,
=1 € =1

—/divu~wdx = 0, Ywe LI(Q)=W.
Q

Wir definieren lineare Abbildungen
a:VxV — R

2
a(u,v) = /ZVui-Vvid:E,
Q=1
b: VW — R,
b(v,q) = —/divv-qu

Q

und erhalten die folgende Problemstellung: Gesucht ist ein (u,p) € V' x W mit

a(u,v) +b(v,p) = (f,v) firallev eV, (1-10)
b(u,q) = 0 fur alle ¢ € W.
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18 1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen

1.16 Definition. Die Aufgabe (1-10) heifit die ,,Sattelpunktgleichung® fiir das
Stokes-Problem. Eine Losung (u,p) von (1-10) nennt man klassische Losung, falls
u € C%*(Q,R?) und p € CY(Q).

1.17 Bemerkung. Jede klassische Losung der Sattelpunktgleichung (1-10) ist eine
klassische Losung von (1-8).

Sattelpunktprobleme

Wir wenden uns jetzt den Variationsproblemen mit Nebenbedingungen zu. Seien V'
und W Hilbert-Rédume und

a:VxV-oR b:VxW-R
seien stetige Bilinearformen, d.h.
la(u, v)| < Gillully - [lvllv,  Vu,veV

und
1b(v, q)| < Collvlly - llgllw, YueV,qgeW.

Betrachtet sei das folgende Variationsproblem: Gesucht sind ein v € V' sowie ein
p € W mit

a(u,v) +b(v,p) = F(v), YveV, (1-11)
bu,q) = Glg), YgeW

mit F € V' und G € W', wobei V' und W' die Dualrdume von V' bzw. W (d.h.
die Rédume stetiger linearer Funktionale auf V' bzw. W) bezeichnen. Ferner sei Z =
{v eV |blv,q) =0,Yqg € W}. Es ist leicht zu sehen, dass Z C V' abgeschlossen ist.

Das Variationsproblem héngt eng mit folgender Extremwertaufgabe zusammen: Ge-
sucht wird in V' das Minimum von

R(v) = a(v,v) — 2F(v)
unter den Nebenbedingungen

b(v,y) =Gly), YyeW.

Die zur Extremwertaufgabe gehorige Lagrangefunktion J : V x W — R wird durch

Jw,w) = R()—2(G(w) — b(v,w))
= a(v,v) + 2b(v,w) — 2F (v) — 2G(w)

gegeben.
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1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 19

1.18 Definition. Ein Punkt (v*,w*) € V' x W heift ein Sattelpunkt von J, falls
J(v*w) < Jw*w*) < J(v,w")
fiir alle v € V und w € W gilt.

Es gilt nun die folgende Charakterisierung;:

1.19 Satz. (v*,w*) € V. x W erfillt
a(v',z) + b(x,w*) = F(x), VzeV,
bv*,y) = Gly), YyeW
genau dann, wenn die Sattelpunkteigenschaft
Jwrw) < J*w) < Jv,w*), YveV,weW (1-12)
gilt.
Beweis: siche Ubungszettel. 0J

Wir kehren nun zur Analyse des Sattelpunktproblem (1-11) zuriick und nehmen
zunédchst G = 0 in (1-11) an, d.h. v € Z. Dann wird w in (1-11) bestimmt durch:
Gesucht ist ein u € Z mit

a(u,v) = F(v), YveZ. (1-13)

(1-13) ist korrekt gestellt (vgl. Satz von Lax und Milgram), falls a koerziv auf Z ist,
d.h.
a(v,v) > a|jv|}, Yve Z

Im Falle des Stokes-Problems haben wir

a(u,v) = Z/QVu, Vo d(z,y), V= (H}(Q))2.

Da a'(u;,v;) = [, Vi - Vu;d(z,y), i = 1,2, koerziv auf Hj(Q) (vgl. Analyse der
Poisson-Gleichung) ist, ist die Bilinearform sogar koerziv auf ganz V.

Der Fall G # 0 kann auf den Fall G = 0 zuriickgefiithrt werden. Sei dazu uy € V
irgendein Element mit b(ug, q) = G(q) fiir alle ¢ € W, d.h. uy &€ Z. Zerlege dann u
aus (1-11) geméf u = u; + up und finde

b(u,q) = b(ur,q) + Dblug,q) =G(q), YgeW,
——
=G(q),YgeW
was mit

bui,q) =0, VgeW,

© Johannes Schropp 13. Juli 2017



20 1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen

d.h. uy € Z, dquivalent ist. Nun gilt

a(u,v) +b(v,p) = a(ug,v) + a(uy,v) + b(v, p)
= F(v), YveV.

Wir haben ferner
bv,p) =0, YveZ

und somit
a(uy,v) = F(v) —a(ug,v), Yve Z. (1-14)

(1-14) ist wieder von der Form (1-13).
Wir betrachten also im Folgenden ohne Einschriankung die Aufgabe
a(u,v) +b(v,p) = Fv), YveV, (1-15)
bu,q) = 0, VgeW.
Damit ist u als die Lésung von
a(u,v) = F(v), YveZ
gegeben. Wir setzen dieses u € Z in die erste Gleichung in (1-15) ein und erhalten
b(v,p) = —a(u,v) + F(v), YvelV. (1-16)

Die Korrektgestelltheit dieses Problems erfordert einen neuen Typ von Koerzivitit.
Wir betrachten die Bedingung
b(v,q
8-l <sup 229 vgew (1-17)
vev [[vllv

fiir ein 8 > 0. Letztere Ungleichung heifit ,,Babuska-Brezzi-Bedingung“ oder kurz
BB-Bedingung.

Fiir die Motivation betrachten wir eine koerzive Bilinearform a : V x V' — R, d.h.
a(v,v) 29[|, VeV

Dies impliziert

Yl < a(v, v) < sup Lw’m, Yo e V.
lvllv ™ wev [Jwllv

Diese Ungleichung legt nun fiir b : V' x W — R die Bedingung

b(w, q
Yllgllw < sup (w.q)
wev [lwlly

, VYVgeW
nahe.
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1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 21

Unser Problem (1-16) ist von der Form

b(v,p) = F(v), veV (1-18)
mit F(v) = —a(u,v) + F(v). Ferner gilt fiir alle v € Z:
F(v) = —a(u,v) + F(v) = b(v,p) =0,

da u die Gleichung (1-15) 16st. Wir zeigen nun die Eindeutigkeit der Losung von (1-
18) unter der Bedingung (1-17). Seien py,ps € W zwei Losungen von (1-18). Setze
D =0p; —ps € W. Dann gilt

b(U,ﬁ) = b(vvpl) - b(vvp2) = ﬁ’(v) - ﬁ(v) = 07 Vo eV
Mit der Babuska-Brezzi-Bedingung folgt

0

R b(w, p
Bllplw < sup 2P _
S Tl

und somit ||p||w = 0, d.h. p; = ps. Des Weiteren ldsst sich auch die Existenz einer
Losung zeigen. Man erhélt also:

1.20 Lemma. Vorgelegt sei das Variationsproblem (1-11) mit stetigen Bilinearfor-

men a und b. Gilt die Babuska-Brezzi-Bedingung (1-17), so hat das Problem
b(v,p) = —a(u,v) + F(v), YveV

genau eine Losung p € W.

Diskrete gemischte Formulierung

Seien nun V,, C V und W, € W. Wir betrachten jetzt die Aufgabe: Finde ein
up € V, und p, € Wy, mit

a(up,v) +b(v,pn) = F(v) fiir alle v € V}, (1-19)
b(up,q) = 0 fir alle ¢ € W),

Analog zum kontinuierlichen Fall setzen wir
Zp ={v € V| b(v,q) = 0 fiir alle ¢ € Wj}.
Nun ist (1-19) dquivalent zum Folgenden: Bestimme ein u;, € Zj, mit
a(up,v) = F(v), Yv € Z, (1-20)
und finde dann ein p, € W), mit
b(v,pn) = —alup,v) + F(v), Yv € V. (1-21)

Wire Z), C Z, so konnte man Ceas Lemma anwenden, um ||u — up||y aus (1-20)—
(1-21) abzuschétzen. Im Allgemeinen ist dies nicht der Fall und wir benétigen eine
entsprechende Verallgemeinerung von Ceas Lemma.
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22 1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen

1.21 Lemma. Seien V und Vj;, Unterrdume eines Hilbertraumes H. Es sei a eine

stetige (micht notwendigerweise symmetrische) Bilinearform mit einer Konstanten
C > 0 auf H, welche koerziv auf V}, ist, d.h.

Mol < a(v,v), Yo € Vi
Ferner lose uw € V' die Aufgabe
a(u,v) = F(v), YveV
mit F € H ={R: H — R|R linear und stetig } und u, €V}, ljse
a(up,v) = F(v), Yv €V
Dann gilt

C\ . 1 a(u — up, w
|lu —up|lg < <1+—) inf ||u—v|lg+— sup Ja{u = up, w)|
Y ) vEVR Y weV,\{0} [w|| &

Beweis: siche Ubungszettel. 0J

In unserem Fall wenden wir das Lemma 1.21 an mit v = o, H = (H}())? =V,
V=2V, =7, und finden

|au — up, w)]

a\ . 1
|lu — uplly < <1+—) inf ||lu—wvl|ly +— sup , (1-22)
(e VEZp

@ wez\foy  llwllv

falls af[v]|} < a(v,v) fiir alle v € Z, gilt.

Wir analysieren nun den hinteren Term in (1-22). Ist w € Z;, so gilt

a(lu —up,w) = alu,w)— aluy,w)
= a(u,w) = F(w) = —b(w,p)
= _b(va) + b(’(ﬂ,q) = _b(va - Q)u vq € Wh.
——
=0, da geW},

Die Stetigkeit von b liefert ferner
b(w,p—q)] < C-lwlly - llp = qllw-
Da q € W), beliebig war, folgt
|a(u —up, w)| = |b(w,p—q)| < C-|lwllvllp —qllw, Vge W,

d.h.
_ <C- - inf |p — ql|w-
a(w = w)| < C-Jwlly - inf flp =gl
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1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 23
Einsetzen in (1-22) ergibt die Abschétzung

C C
— <([1+ —) inf — — - inf — . 1-23
o=l < (145 ) inf =l + S nt o= alw. (29

Das Resultat (1-23) ist als ,,Brezzi-Theorem” bekannt.

Der Hauptpunkt in der Abschitzung (1-23) von Brezzi ist, dass die Giite der Abschétzung
nur von der Approximation aus den Rdumen Z, und W), heraus sowie der Babuska-
Brezzi-Bedingung

b(v,
B pllw < sup Py e
S0 Tolly

abhingt.
Konvergenzresultate fiir das Geschwindigkeitsfeld
Es sei  C R? ein beschrinktes, polygonal berandetes Gebiet. Zu einer Triangulie-
rung Qr, = {eq,...,en} von §2 seien
Vi) = {v = (vi,v5) € C(ULRY) | wile, € P'(ex)i=1,2k=1,..., M,

Ui‘aQTh = Ovll = 17 2}7

W}:) ={we )| wl, € P (ep),k=1,.. .,M,/wdx =0}
0
fiir > 2 mit V) € V = (H}(©))? und W) € W = LX(Q), wobei L2(Q) = {u €
L*(Q)] [, udz = 0}. h sei die maximale Kantenlinge der Triangulierung. Es sei nun

{Qqp, }r>0 eine Familie von Triangulierungen von €2 mit maximaler Kantenlénge h,
welche nicht entartet sei, d.h. die Maximalwinkelbedingung

Sup{akeek|k:1,...,Mh}§a<7r, 0<h < hy
sei erfiillt. Dann gilt die Abschétzung

[ — unll e < C - h" (Nullr+r@pz + lpllar@) |

falls (u,p) € (H™(Q))? x H"(Q).
Konvergenzresultate fiir den Druck

Seien Vi, C V, W), C W und Z;, = {v € Vj,|b(v,q) = 0,Yq € W} }. Bestimme ein
up, € 2y, mit
a(up,v) = F(v), Yv € Z,

und berechne dann p, € W), mit

b(v,pn) = —alup,v) + F(v), Yv € V. (1-24)
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24 1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen

Es bleibt also die Losbarkeit von (1-24) in V3, h > 0, zu analysieren. Fiir jedes feste
h > 0 bendtigen wir die Bedingung

b
By - HQHW < su | (U7Q)‘
vevi, [vllv

, Vg e W, mit 5, > 0.

Fiir die Losung von (1-24) zu 0 < h < hg benétigt man die sogenannte ,, Infimum-
Supremum-Bedingung”: Es existiert ein 3 > 0 unabhéngig von h mit

b
0 < f:= inf sup [b(v, 9)|

— 2 0< h<hyg (1-25)
9€Wh ye v, ||UHV' HQHW

um die eindeutige Losbarkeit von (1-24) fiir 0 < h < hg zu sichern.

Die Norm des Terms (p — py) lédsst sich dabei folgendermaflen abschitzen. Man
diskretisiert das kontinuierliche Problem: Gesucht ist ein (u,p) € V' x W mit

a(u,v) +b(v,p) = F(v), YveV,
b(u,q) = 0, VYgeW

durch ein Galerkin-Verfahren: Finde ein (uy, pp) € Vi, X W), mit

a(up,v) +blv,pp) = Fv), YweV,CV,
b(up, q) 0, YVgeW,CcW

und geht danach wie folgt vor.

Subtraktion der ersten Zeilen liefert dann
a(u — up,v) +bv,p—pp) =0, Yv eV,

was mit

b(v,p —pn) = —alu —up,v), Vv €V, (1-26)

gleichbedeutend ist. Ist nun ein ¢ € W), beliebig gewéhlt, so folgt mit (1-25) und
(1-26)

b _
Blla—pullw < sup 12 d—po)l
vEVR o]l
b(v,p — b(v, g —
= sup|(v’p pr) +b(v,q — p)|
vEVh [v]lv
ol bo.
— Sup| a(u —up,v) +b(v,q —p)]
vV o]l

Cillu — unlly + Collg — pllw
C(lu—unllv + lg = pllw), C :=max{Ci,Co} (1-27)

IA A
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1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 25

fiir alle ¢ € Wj. Wir erhalten dann fiir ¢ € W),

lp—pullw < lp—allw + ¢ — pallw

C
< llp=dliw + 5 (v = wlly +llg = pllw)

und somit die Abschéitzung

C C
— < 2y — =) i — . -
P — prllw < B |u —unlv + (1 + ﬁ) qlel%‘h lp — allw (1-28)
Ferner ldsst sich die Giiltigkeit von

inf |lp—qllw < C-R"||pllar@)

= WZ(F;)

mit W}Z) ={we CQ)] wl, € Pl e)k=1,....M, [ywdz = 0}, r > 2,
zeigen.

Geeignete Finite-Elemente-Raume V,, und W),
Das Taylor-Hood Element zu einer Triangulierung Q7 = {eq, ..., en} lautet
VD = {v = (vi,v5) € C(URY) |vi], € P(ex)i=1,2k=1,..., M,
Ui‘BQTh = 07Z = 17 2}7

Wi = {w e C(Q)|w|., € PX(ex) k= 1,...,M,/wdg; — 0}
Q

n n

1 1

0 1 ¢ 0 1 ¢
Geschwindigkeit u Druck p

Abbildung 8: Knotenverteilung des Referenzdreiecks eft

Fiir das Taylor-Hood-Element kann man die Infimum-Supremum-Bedingung

0< (B = inf sup [b(v, a)|

— 7 O0< h<h
Wi vevs, J0llv - Nallw’ =
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26 1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen

nachweisen. Insgesamt gilt fiir nichtentartete Triangulierungen eines polygonal be-
randeten Gebietes €2 die Abschétzung

lw = unll @z + 1P — Pl < C - B (Jlull s + plla2@)
falls (u,p) € (H*(2))? x H*(Q) N (HL(Q))? x LZ(Q).
Die numerische Variante des Taylor-Hood-Elementes lautet: Es seien
QTh :{61,...,6]\/[}, Wh:WJ(“i)

Ferner sei €, , diejenige Triangulierung, welche sich aus {7, ergibt, wenn jedes
Dreieck e durch Teilung an den Kantenmitten in vier dazu kongruente Dreiecke
zerlegt wird (siche Abbildung 9)

(a) e € Qp, (b) e =Ulse' € Qr, ,

Abbildung 9: Dreiecke aus Qr, bzw. Qr, P

Setzt man V;, = VT(;Bz’ so erweist sich auch diese Variante als stabil. Man verwendet
also Polynome erster Ordnung fiir die Approximation des Geschwindigkeitsfeldes auf
Qp, -

/2

Aufstellen des Gleichungssystems

Es seien
Vi, cV, V,=span{uvy,...,un},
Wy, Cc W, Wy, =span{ws,...,wy}.

Man wihlt den Ansatz v = Zf\il v, wh = Zf‘il d;w; zur Bestimmung der Losung
(vP, wh) von

a(v™ ) + b(z,w") = F(x) fiir alle x € V, (1-29)
b(o",y) = 0 fiir alle y € W),.

Aufgrund der Linearitdt des Problems geniigt es, die Giiltigkeit von (1-29) auf einer
Basis von V}, x W}, zu sichern. Dies liefert

N M
a(z CrUk, Vi) + b(viazdkwk) = F(v;), i=1,...,N,
=1 =1
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Setzt man

C (Cl, ) d = (dl,...,dM),

Ap = (aw) RNN; a; = a(v;,vj), 1 <i,7 <N,
By = (by)y € RMM, by = b(vi,w;), 1 <i < N,1<j <M,
fh = (f17 fN) fz_ (2) 1= 7"'7N7

so ergibt sich das Gleichungssystem

AhC+Bhd = fh, (1-30)
Bfe = 0

(o ) (6)=(5 )=

Ist Ay invertierbar, so folgt

bzw.

AhC = fh — Bhd

bzw.

¢ =AM (fa — Brd)
und man erhalt

0= Blc = BLA fu— Bid),
(BFA'By)d = B A fi

Das bekannteste Iterationsverfahren fiir Sattelpunktprobleme ist der Uzawa-Algorithmus.

Uzawa-Algorithmus: Sei d° € R™ und o > 0 vorgegeben. Bestimme fiir k =
1,2,... ein Paar (c*,d"), welches

At = f, — Bpdt 1, (1-31)
d* = d" ' +aBl

16st. Dabei wird der Schrittweitenparameter o > 0 als geniigend klein vorausgesetzt.

1.22 Lemma. Vorgelegt sei das Gleichungssystem (1-30). Die Matriz A, € RNVY
sei symmetrisch und positiv definit und By, € RNM habe den Rang rg(By) = M.
Dann besitzt (1-30) genau eine Lisung (c*,d*) und diese ist durch den Uzawa-
Algorithmus (1-31) berechenbar, falls o||BI A; ' Byl < 2 gilt.
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Verifikation der Brezzi-Bedingung fiir die Stokes-Gleichung
Ein Paar (u,p) € V x W ist eine schwache Losung des Stokes-Problems, falls

a(u,v) +b(v,p) = F(v) fiir alle v € V,
b(u,q) = O0fiiralleqe W

gilt, wobei
Vo= (Hy()* W = L),

2
a(u,v) = /ZVui-Vvidx,
0

i=1

b(v,q) = —/divv-qu,
Q
2

F(v) = /szividx’
i=1

Partielle Integration fiir ¢ € H(2) ergibt

b(v,q) = —/div(v)-qu = _/ZSZ«Z ~qdz
Q Qi O

= /v -Vgdz = (v, V@) 1210 (1-32)
Q
Somit lautet die Babuska-Brezzi-Bedingung

<'UaVQ>LZQ
Blallszey < sup 2
vE(HY(2))2 [Vl 1

. Vg€ L2(Q) N HY Q).
Sobolev-Riume mit negativem Index

1.23 Definition. Es sei durch
(H™™(Q)* = {f : (H(2))* — R | f linear und stetig}

der Dualraum zu (HJ*())* bezeichnet, versehen mit der Norm

_ g
||9||H*m(sz) = Sup .
vEHF (Q) ||U||Hm(9)

© Johannes Schropp 13. Juli 2017



1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 29

1 2
Es ldsst sich zeigen, dass (HF'(2))* (C) (L2(Q))* (C) (H=™(Q))* gilt, wobei die Ein-

bettungen (1) und (2) stetig und dicht sind. Man kann deshalb das Skalarprodukt
(, ) r2(0) auf (L*(Q2))F zu einer bilinearen, stetigen Abbildung (Hy™)" x (Hj")* — R
fortsetzen und schreibt g(v) = (g, v)r2(q). Damit gilt

. |<97U>L2(Q)‘
||g||H7m(Q) = sup ———.
vEHI () ||U||H’”(Q)

1.24 Satz. Sei ) C R* ein beschrinktes Gebiet, welches die strikte Kegeleigenschaft
erfille, und sei die Abbildung

Vi LHQ) = (HTH(Q)", g+— Vg

gegeben. Dann existiert ein C' = C(Q) > 0 derart, dass

lpllezy < C (IVPla-1@ +llpla-1) . VP € LA(9),
Iz < C- VPl Vp € LIQ).

gilt.

Wir zeigen nun, dass die Stokes-Gleichung unter den Voraussetzungen von Satz 1.24
die Babuska-Brezzi-Bedingung erfiillt. Nach Satz 1.24 gilt

Ipllz2@) < C - IIVplla-1), Vp € LIQ) =W

und

[(Vp, 0) 20y
IVpllgi@ = sup ——LE
veHE(Q) ||UHH1(Q)

Nach Definition des Supremums existiert eine Folge (v, )neny C Hg(2)? mit

VD, vn) ] 1
IVl = Jim =i 0 > 2 plx), p € LA(Q).

=0 anHHl(Q)

Somit finden wir ein ¥ € (H}(Q2))? mit

|<Vp>:l7>L2 Q | <vp7’i}>L2 Q 1
= = e B o bl p € L2Q).
0]l 21 () 0]l 1 () 2

Mit (1-32) folgt dann

sup b(U,p) > E('va) _ <V€> 'U>L2(Q) > L )
veri@y 10llm@) — 10llme 19]| 1 (02 20

Pl L2 (0)-

fiir alle p € L2(), d.h. die Babuska-Brezzi-Bedingung ist mit § = 55 erfiillt.
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2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

a) Finite Differenzenmodelle

Vorgelegt sei die Anfangsrandwertaufgabe

U = Uge + f(u,x,t), x€Q=(0,1), te(0,7), (2-1)
U(ZL’,O) = UQ(ZL'), x €,
w(0,t) = 7o(t), u(l,t) =), 0<t<T.

Wir diskretisieren das Problem (2-1) mit der Linienmethode, d.h. die Ableitungen
in der Raumvariablen z € (0, 1) werden durch entsprechende Differenzenquotienten
ersetzt. Dazu wihlen wir ein Ortsgitter Qa, = {jAz|j =0,..., M}, Az = .. Es
sei ferner

v(t) = (u(Ax, t), u(2Az,t),...,u(l — Ax,t)) = (v1,v9,...,00-1)(t), 0<t<T.

Wir ersetzen den Ausdruck w,,(z,t) + f(u(z,t),z,t), u(0,t) = vo(t), u(1,t) = 1 (¢)
fir t € [0, 7] durch
—ARTY() + 127 (t) + HA (u(t))

mit
2 -1 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0
1 0o -1 2 0 0 0
AR — : : :
Ax2 . . . )
0 0 0 2 -1 0
0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 o -1 2
’Yo(t)
1 0
Az .
r (t) = A—ZIZQ : )
0
71(t)
f(v1(t), Az, t)
H*w(t) = | f(ut),jAzt), j=2,....M-2 |. (2-2)

f(op-a1(t), (M —1)Az,t)

Préziser wird A(t)u(-,t) + f(u(-,t),-,t), u(-,t) € D(A(t)) durch

—ARTY() + BT (t) + HA" (u(t))
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2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen 31

ersetzt, wobei der zeitabhéngige Differentialoperator A(t) mit dem Definitionsbe-
reich

D(A(t)) == {u € C*((0,1)) N C([0, 1]) [ u(0) = 0(t), u(1) = ()}
wie folgt definiert ist:
A(t) : D(A(1) € C*((0,1)) N C([0,1]) — C((0,1)),
U o Ugy + f(ul-, 1), 1).

Mit v'(t) = (ug(Az,t), us(2Ax,t), ..., uy(1 — Az, t)) und (2-1) ergibt sich ein System
gewohnlicher Differentialgleichungen

V() = —ARTu(t) + HA(v(t)) + r25 (1), (2-3)
= Fa(v(t),t), 0<t<T,
v(0) = v = (up(Ax),up(2A%), ..., up(1l — Az))

als Ersatz fiir das Anfangsrandwertproblem (2-1).

2.1 Definition. Das Gleichungssystem (2-3) heifit Semidiskretisierung zu (2-1).

Wir 16sen die Anfangswertaufgabe (2-3) mit dem ¥-Verfahren. Sei At = % > 0. Der
Wert v/ approximiere v(jAt), j =0,..., N. Das Verfahren lautet dann

VT = 0T A (VT ) + (1= 9)Fas (v t5)], j=0,...,N -1,
0 = (u(Az), ..., uo((M — 1)Ax)).
Die Spezialfille sind dabei:
¥ = 0 : Euler-Cauchy Verfahren,
¥ = 5 : Crank-Nicholson Verfahren,
)

: implizites Euler-Cauchy Verfahren.

Fehleranalyse der Differenzenverfahren

Sei I'y, = {(iAx, jAt) |i=1,..., M —1,7=0,...,N}, h = (Az, At). Wir schreiben

das Differenzenverfahren in der Form

h h . ol T 0 0 N N
T (U) — O, T . R h _>R h, u = (ul’...,uM_l,...,ul ,...,UM_l),
wobei
( 0
uf = to(w:), i=1,...,M—1

1 J_ i1
(Th(u))] _ t (ui i ) .
: [ ; i p j j=1...,N
B [Amz (ui—1_2ui+ui+1)+f(ui’xi’tj)} =1,...., M —1
1

| (1= 0) [ (i) — 20+l ) + £ (] ty)]

© Johannes Schropp 13. Juli 2017



32 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

Seien u eine Losung von (2-1) sowie uy, deren Restriktion auf das Gitter I'y,.

2.2 Definition. [|[T"(7y,)|| heiit der Konsistenzfehler des Modells 7" = 0 beziiglich
einer Norm || - [|.

Fiir das ¥-Verfahren und || - || = || - || gilt insbesondere

B . O(At + ASL’2), 9 # %,
T @l = { ot A, 921

an jeder hinreichend glatten Losung von (2-1).

2.3 Definition. Das Modell T" = 0 heif}t stabil beziiglich einer Norm || - ||, falls es
ein von h unabhéngiges C' > 0 derart gibt, dass

lu =]l < C-T"(u) = T"(v)|
fiir alle u,v € R" und 0 < h < hq gilt.
Wir analysieren die Stabilitdt der linearen Wéarmeleitungsgleichung, d.h. den Fall

f =01in (2-1), versehen mit den von ¢t unabhéngigen Randbedingungen u(0,t) = o,
u(1,t) = 1. Unter diesen vereinfachten Annahmen lautet das ¥-Verfahren

I 0 0O ... O 0 0 00 r9 0
-B A 0 ... 0 0 0 vt rt 0
0 —-B A ... 0 0 0 v? rt 0
: -1 =] : (2-5)
0 0 0 A 0 0 pN 2 r 0
0 0 0 -B A 0 pV-1 rl 0
0 0 0 0 —-B A oV rl 0
mit
Uo(ﬂfl) Yo
UQ(ZL'Q) 0
0 = . 7“1 = —1
- . 9 - A:If2 9
U()([L’M_g) 0
UO(xM—l) 71
1 1
2 -1 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0
) 0o -1 2 0 0 0
C — A—’ZQ E . .
0 0 0 2 -1 0
0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 0 -1 2
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Fiir die Stabilitdt von Blockmatrizen gilt allgemein:
2.4 Lemma. FEs sei auf R™ eine Norm || - ||« gegeben. Die Matrizen A(At), B(At)
magen von At € (0,T) abhingen. A(At) sei invertierbar und erfiille
|A(A) Y, < C1AL fiir alle t € (0,T).
Ferner existiere ein Cy > 0 mit
(ATEB)*(At)||. < Cy fiir allen € N mit 0 < nAt < T.
Dann gilt fiir die (n + 1)-blockige Matriz

I 0 O ... O 0 0

-B A o ... 0 0 0

0 -B A ... 0 0 0

HAH=| ... .
0 0 0 ... A 0 0

0 0 0O ... -B A 0

0 0 o ... 0 —-B A

mit 0 < nAt < T die Stabilitidtsungleichung
HUH*,oo < 02(1 + ClT) . ||H(At>v||*7oo’ Yo € ]Rm(n+1)7

wobes

[ollsoo = 1% 0%, 0" oo = max{[[v"[| [ i = 0,...,n}.

Daraus lasst sich die Giiltigkeit des nachstehenden Lemmas folgern.

2.5 Lemma. Unter der Bedingung
At 1
<
Az? ~ 2(1-9)

sind die Voraussetzungen von Lemma 2.4 erfillt und das U-Verfahren ist fir die
Wiirmeleitungsgleichung beziiglich der Norm ||v]|so.co = ||v]|oo auf R stabil.

Stabilitit der Wirmeleitungsgleichung beziiglich || - ||, auf R

Setzt man
M—1 1/2
ol = lollz = <Ax 3 ) v ERM1,
i=1

so stimmt || - || bis auf den Fehler der Ordnung v Az mit der euklidischen Norm
iiberein, falls v Riemann-integrierbar ist. Im Grenzwert Az — 0 finden wir

M—-1 AAxHo 1
M —
Ar S ME / V() de = [[0]2 0.,
i=1 0
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34 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

aufgrund der Konvergenz der Riemannschen Summe gegen das Riemannsche Inte-
gral.

Ferner gilt fiir eine symmetrische Matrix A € RM-1M-1.

[Alla = sup{||Av[ls | v € RM™ o]l =1}
= max{|\| | A € o(A) C R}.

2.6 Lemma. FEs sei

2 -1 0 ... 0 0 O
-1 2 =1 ... 0 0 O
) o -1 2 ... 0 0 O .
= : : D : : : RM-LM-1  Ap— —
¢ A7 R Lo € , Ar=:>0
0O 0 O 2 -1 0
0O 0 O -1 2 -1
0O 0 O 0o -1 2
C hat die Figenwerte
2 km
== (1- - =1,...,M—1
A N ( COS(M)>, k ey
mit den Eigenvektoren v* = (vk, ... ok, ) € RM~1
o —sin (TN i M1 k=1.... M-1
Z’ e M 9 _— ’---’ ’ _— ’---’ .
Beweis: Man rechne nach! O

Wir kehren nun zur Wirmeleitungsgleichung zuriick und berechnen || A~'(At)||, und
I(A1B) (At fiir

1 1
A(AY) = T +9C, B(AY) = T = (1-9)C.

Geméaf Lemma 2.6 hat C' die Eigenwerte A\, = ﬁ (1 — Cos (’”)), k=1,....,M—1.
Fiir A, gilt die Abschétzung

4
O<M<—, k=1,...,M—1.
k‘ A,Z'z’ ) )

Die Matrizen A(At), B(At), A7'(At) und C sind symmetrisch. Ferner gilt (BA)(At) =
(AB)(At) nach Definition von A(At) und B(At). Also folgt

(A7 B)"(At) = (BAT)T(At) = (A7) BY)(At) = (A7'B)(Av),
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2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen 35

d.h. (A71B)(At) ist symmetrisch.
A(At) hat die Eigenwerte 1= + 9\, Somit sind

1At
=+ 0N L+ AN

die Eigenwerte von A~'(At), und wir finden

At

ATHAD) |y = .
A7 80 = S,

|k::1,...,M—1}§At,

d.h. C; =1 in Lemma 2.4.

Die Eigenwerte von (A™'B)(At) = (21 + 190)_1 (51— (1—9)C) sind

Man beachte dazu, dass A(At), B(At), A~Y(At), (A~1B)(At) dieselbe Basis v, ..., vM~1
aus Eigenvektoren wie C' besitzen. Wir finden also

[(AT'B)(AY)]]2 < 1, falls p, > —1, k=1,...,M —1.

*

Dies ist dquivalent zu

1
> 1] — (1 =D\ > —— — 9\
o > & ( )k > A7 k

1
At
2
2> (1- =1,...,M—1.
& 52120k k=1..M-1

Fiir 9 > % ist dies stets erfiillt, wihrend sich fiir ¥ < % die Bedingung

2

M ————, k=1,.... M—1
"= A1 = 20)
ergibt. Dies ist insbesondere abgesichert, wenn

N 2 LA
FEAZ2 T A1 —20) T A T 2(1—29)

gilt. Das Lemma 2.4 ist also mit C; = C5 = 1 anwendbar.

2.7 Satz. Unter der Bedingung

N[N =

A2 — 2(?1219)’ furﬁ<

At { oo,  fird >
<
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36 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen
ist das U-Verfahren fiir die Wdarmeleitungsgleichung beziiglich der Norm
M-1 1/2
[t/ 2,00 = max (A:L' Z@g‘)?) |7=0,...,N}, weR™ h=(Az,At)
i=1
stabil. An jeder Lisung u der linearen Wdrmeleitungsgleichung mit
" J0'u
C(l0,1] x [0, T =1,2
5w € C0,1x[0,T])r=12, ==
liegt die Konvergenz gemdfs

[T — |20 = O(AL+ Az?), T"(u") =0

e C([0,1] x [0,T]),v =1,2,3,4

vor. Fir das Crank-Nicholson Verfahren gilt sogar
T — u"||2.00 = O(AE + Az?),

falls zusiitzlich 2% € C([0,1] x [0,T7).

o

ach
Ax?

1 1

|| - ||2.00-Stabilitit
1
1
) | - |oc-Stabilitit

0

1 v

NI— T

Abbildung 10: Stabilitatsbereiche

b) Finite Elemente Methoden fiir parabolische
Differentialgleichungen

Vorgelegt sei die parabolische Anfangsrandwertaufgabe
ou

o~ Au = fin(0.7)xQ, (2-6)
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2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen 37

u = 0auf (0,7) x 052,
u(0,) = wp in €,

wobei © C R? ein beschriinktes Gebiet sei. Wir wenden auf (2-6) die Theorie schwa-
cher Losungen an.

Es sei t € (0,T) beliebig, aber fest. Ferner sei v € C§°(Q2) willkiirlich gew#hlt. Dann
folgt

%(t, x)v(x) — Au(t, z)v(z) dx = / f(t, x)v(x)dz,
o Ot Q
woraus sich mit der partiellen Integration
4 u(t, z)v(z) d:)s+/ Vu(t,z)-Vou(z) dx—/ 8u(t,x)v<x) dS = [ f(t,x)v(x)dz
dt Jo Q JoQ on ., Q

ergibt, wobei u eine klassische Losung von (2-6) sei, d.h. u € C(Q x [0, 7)), us, Au €
C(©2 x (0,7)). Also gilt

d
at Jq

u(t, x)v(x)de + /

Vu(t,z) - Vo(z)dr = / f(t, z)v(z)dz

Q Q

fir alle v € C§° und ¢ € (0, 7).

Das funktionalanalytische Losen der Aufgabe (2-6) erfordert eine besondere Behand-
lung der Variablen ¢ und x:

a) Fiir jedes feste t € (0,7) handelt es sich bei der Abbildung
x—u(t,z), d.h. u(t,-)

um ein Element eines Sobolev-Raumes V', also u(t,-) € V fur t € (0,7).
Hierfiir schreibt man kurz u(t) € V. Naheliegend ist die Wahl des Raumes
V = H}Q).

b) Variiert man nun ¢ € (0,7), so entsteht eine Funktion ¢ — u(t) mit Werten
im Banachraum V.
Fiir unsere weiteren Schritte benotigen wir den Begriff eines Bochner-Integrals.
Es seien (I,%, 1) ein Mafiraum und H ein Banachraum. Das Bochner-Integral wird

auf eine dhnliche Weise definiert wie ein Lebesgue-Integral.

2.8 Definition. Es sei s eine Stufenfunktion der Gestalt s(t) = >, xg (t)h,
wobei {E}, ..., E,} C X paarweise disjunkt sowie {hq,...,h,} C H paarweise ver-
schieden sind und yg die charakteristische Funktion einer Menge E C I bezeichnet.
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38 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

Das Bochner-Integral von s ist dann durch

[sdn=>"ntEn
1 i=1
gegeben.

2.9 Definition. Eine messbare Funktion f : I — H heifit Bochner-integrierbar,
wenn es eine Folge {s,}, von Stufenfunktionen gibt mit

lim /Ilf — S|l dp = 0.
n—oo I
In diesem Fall wird das Bochner-Integral vermoge
/ fdp= lim [ s,du
I n—oo g
definiert.
Nun koénnen wir folgende funktionalanalytische Rdume definieren.

2.10 Definition. Es seien (I,%, pu) ein Mafiraum, H ein Banachraum und 1 <
p < oco. Der Bochner-Raum LP(I, H) ist definiert als der Quotient (beziiglich der
Gleichheit fast tiberall) des Raumes der messbaren Funktionen w : I — H, deren
zugehorige Norm || - || »(7,) endlich ist. Dabei ist

1/p
ol = ([l aum) " 1<p<o

|w| poo(r,my = esssupyep|lu(t)||a.

2.11 Definition. Ist p = 2, so ldsst sich L?(I, H) als ein Hilbertraum mit dem
Skalarprodukt

(1,0 2111 = / (ult), () i dpt)

auffassen.

2.12 Bemerkung. Ist I = (0,7) ein offenes Intervall, ¥ die Borel-o-Algebra auf I
sowie p das dazu gehorige Lebesgue-Mafl auf X, so gilt

LP((0,T), H) = {u: (0,T) — H | [[ul| (o.1).11) < 00}
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2.13 Definition. Sei I C R ein Intervall. Zu einem gegebenen Banachraum H wird
der Raum der stetigen Funktionen definiert durch

CO(I, H) = {u:I — H|u stetig in der || - || z-Norm, ||ul|cos,m) < oo}

mit
9llcor,my == sup [|lg(t)]|a-
tel

Es seien nun f(t),ug, z € L*(Q), v,w € H(). Wir definieren

(f(t),z)0 = /Qf(t,x)z(x)dx,

a(v,w) = /Vv-de:B
0

fir alle v,w € H(Q). Damit finden wir unter Beachtung der Dichtheit der Ein-
bettung C§°(2) C Hy(Q) sowie der Stetigkeit des entsprechenden Funktionals auf
H; ()

d

3 {u(t), v)o +alu(t), v) = (f(t), v)o

fir alle v € V und ¢t € (0, 7).
Losungstheorie fiir parabolische Variationsgleichungen

Es seien V = HQ), H = L*(Q), V' = {f : V — R| f linear und stetig} =
H~™() der Dualraum zu V. Da die Einbettungen V' C H C V' jeweils stetig und
dicht sind, ist (V, H, V') ein Gelfand-Dreier.

2.14 Definition. Sei u € L*((0,T),V). Dann heifit ein Element w € L*((0,T), V")
eine verallgemeinerte Ableitung, falls

/0 (u(t), v} (t) dt = — / (W(t), vy plt) dt

fir alle v € V und ¢ € C5°((0, 7)) gilt. Man schreibt dazu wieder w = u'.

Somit erhalten wir 1
E(“(t)a?])o = (u'(t), v)vixv

fir alle v € V und fast alle ¢t € (0,7).

Dies motiviert folgende Definition.

2.15 Definition. Eine schwache Losung der parabolischen Anfangsrandwertaufga-
be (2-6) ist ein Element u € L*((0,T),V), das eine schwache Ableitung % = v’ €
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L*((0,T), V") besitzt, und die Anfangsbedingung u(0) = ug sowie die Differential-
gleichung

W (t), vy + a(u(t),v) = (f(t),v)o fiir alle v € V und fast alle t € (0,7T)
erfiillt.

Man kann nun wieder das Skalarprodukt (-, -)o auf L?*(€) zu einer stetigen Bilinear-
form H™™ x HJ" — R fortsetzen und (u/(t), v)o statt (u'(t), v)yr«v schreiben.

2.16 Bemerkung. Die Bedingungen v € L*((0,7),V) und «' € L*((0,T),V")
implizieren u € C([0, 7], H). Dieses Ergebnis ist als Interpolationssatz bekannt.

Im Folgenden sei a : V x V' — R eine stetige und auf V-koerzive Bilinearform, d.h.
a(u,v)] < C-ullv-llvllv, Yu,veV,
a(v,v) > alvll}y, WYweV.
Es gilt:
2.17 Lemma. FEs sei a eine V-elliptische, stetige Bilinearform. Sind ug € H und
feC(0,T),H), dann gilt fir eine Lisung u des Problems

(W'(t),v)0 +alu(t),v) = (f(t),v)e, YveEV,t€(0,T), (2-7)
u(0) = wg

die Abschdtzung

t
lu(®)lo < lluollo exp(—at) +/ 1/ (s)llo exp(—a(t — s)) ds
0
fiir alle t € (0,T).
Beweis: Wendet man (2-7) mit v = u(t) an, so liefert die V-Elliptizitét von a

(W'(t), u(t))o + allu@)[ly, < (f(1), u(®))o-

Ferner folgt mit
1d d
(u'(t), u(t))o =

()0 = 57 1@l = llu® oz Iu(®)lo

&~
e
=
=

e

sofort q
@ llo7z (@0 + allu@I < (£(2), u@®)o < 1 O)llollu®)o
Mit [|u(t)]lo < ||u(t)]|v ergibt sich durch Division mit ||u(t)||o dann
d
3 1@llo +allu@®llo < 17 )llo, ¢ € (0, T).
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Man findet nun

%(exp(at)'HU(t)Ho) = OéeXp(Oét)HU(t)Ho+eXp(at)%|IU(t)|lo

— exp(at) [alu®lo + @l
< expat) fO)lo, 0<t<T.

Integration iiber (0,t) liefert

exp(at)|[u(t)[lo — [[u(0)/[o S/O exp(as)||f(s)[ ds,
was mit .
[u(?)[lo — exp(—at)|[uollo < /0 [f(s)] exp(—a(t — s)) ds

aquivalent ist. Wir bekommen schlieflich

[u(®)]lo < lluollo exp(—at) +/0 1 (s)llo exp(—a(t —s))ds
fir alle t € (0, 7). O

2.18 Korollar. Die Lisung u von (2-7) ist unter den Voraussetzungen des Lemmas
2.17 eindeutig.

Beweis: Sind uy, us zwei Losungen von (2-7), so 10st & = u; — us die Gleichung (2-7)
mit f =0 und ug = 0. Lemma 2.17 liefert dann @ = 0, also u; = us. O

Semidiskretisierung im Raum

Wir wenden uns hier der numerischen Behandlung der folgenden variationellen An-
fangsrandwertaufgabe zu: Gesucht ist ein v € L*((0,7),V) mit v’ € L*((0,7T), V")
und

W'(t),v)o + alu(t),v) = (f(t),v)y, YveV,te(0,T), (2-8)
u(0) = wup € H.

Wir wéhlen einen endlich dimensionalen Teilraum V;, C V' und bezeichnen mit ugy,
eine Approximation von ug in Vj,. Das Galerkin-Problem besteht darin, ein u;, €
L*((0,T), V) mit w), € L*((0,7T), V") mit

(up,(t),v)0 + alup(t),v) = (f(t),v)o, Yo eV, te(0,7T), (2-9)

uh(O) =  Ugh-

zu finden. ugy, sei dabei als Naherung zu ug in V}, gegeben.
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Seinun Vj, = span{vy, ..., vy}, up(t) = Zf‘il ¢i(t)v; und ugp, = Zf\il ciov;. Einsetzen
n (2-9) liefert

M M
<ch Jvi, v), + a( ch vi,v) = (f(t),v)e, Vv €V, te€(0,T).
i=1 =1
Es geniigt, dies auf der Basis {vy, ..., vy} zu sichern, d.h.
M
Zc (vi,v5)0 Zci(t)a(vi,vj) = (f(t),vj)0, j=1,...,M. (2-10)
i=1 i=1

Das Galerkin-Verfahren (2-9) zu unserer Anfangsrandwertaufgabe (2-6) ist genau
dann eindeutig 16sbar, wenn es Funktionen ¢; € CY([0,T],R), ¢;(0) = ¢y, i =
1,..., M gibt, welche (2-10) erfiillen.

Mit der Steifigkeitsmatrix
Ap = (aij)i<ijem, i = alvi, v))
und der Massenmatrix
By = (bijhi<ijem,  big = (i, v5)0
sowie den Vektoren
r(t) = (rih<icm, ri(t) = (f(t),vi)o,

Cy = (Cl,o, C2.05- -+, CM70),

ct) = (a(t), ca(t),-- . cml(t))
erhalten wir das System

Bpd(t) + Ape(t) = rp(t), 0<t<T, (2-11)

c(0) = c.

2.19 Definition. Das Problem (2-11) heiit semidiskrete Differentialgleichung des
Anfangsrandwertproblems.

Ferner ist B, € R™M eine symmetrische, positiv definite Matrix. Die Abbildung
o (0,T) — RM ist stetig, da f € C([0,T], H) gilt und (-, )¢ stetig ist. Somit ist
(2-11) aquivalent zur Anfangswertaufgabe
dt) = B 'r(t) — Apc(t), 0<t<T, (2-12)
c(0) = c.
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Das Problem (2-12) ist eine lineare inhomogene Anfangswertaufgabe mit stetiger
Inhomogenitiit Bj 'ry(-). Diese besitzt nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz
eine eindeutige Losung ¢ : [0, 7] — RM. Somit ist (2-12) eindeutig 16sbar und damit
auch (2-9).

Semidiskrete Fehlerabschéitzung

Im Folgenden soll der Term u(t) — uy(t) abgeschitzt werden.

2.20 Definition. Die elliptische Projektion oder die Ritz-Projektion Ry : V — V),
ist fiir eine V-elliptische, stetige Bilinearform a : V' x V' — R durch

v = Rp(v) <= (a(Rpv —v,w) =0, Yw € V})

definiert.

2.21 Bemerkung. Eine Ritz-Projektion besitzt die folgenden Eigenschaften:

i) Ry ist als Abbildung wohldefiniert.
i1) Ry :V — Vj, ist linear und stetig,

iii) Ry, liefert die quasioptimale Approximation, d.h.

C .
|lv — Rpvlly < — inf |jo — w||y.
o weEV)

iv) Es gilt
v — Rpvllo < CR*|Jv|la, Yo € H*(Q).

Beweis: Siehe Ubung. U

2.22 Satz. FEs seia eine V-elliptische, stetige Bilinearform mit Konstanten C' bzw.
a. Ferner gelte f € C([0,T],H), ug € V sowie ugp, € V3. Dann folgt die Abschitzung

Jun®) — u(lo < lluon — Ruuollo exp(—at) + (7~ Ba)u(®)lo
+ [ 10 = R lloesp(—att = ) s,
falls w € CY([0,T), HL(Q)).
Beweis: Es gilt

up(t) — u(t) = up(t) — Rpu(t) + Rpu(t) — u(t) = 0(t) + p(t).

—0(t) —p(t)
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Ferner sei w € Vj, C V. Dann gilt nach Definition von Ry,
(W (t), w)o + a(u(t), w) = (u'(t), who + a(Rpu(t), w) = (f(t), w)o,

wobei die Giiltigkeit von a(Ryv,w) = a(v,w) fiir alle w € V}, zu beachten ist. Weiter
folgt

(up, (1), w)o + alun(t),w) = (f(t), w)o.
Subtraktion liefert

0 = (up(t),w)o— (U (t), who + alu(t) — Ryu(t),w)

was mit
(O(t), w)o + a(0(t), w) = —(g(t),w), 0<t<T

gleichbedeutend ist. Wendet man nun darauf das Lemma 2.17 an, so ergibt sich

168)[lo < [16(0)[|o exp(—at) +/0 1/ (s)llo exp(—a(t — 5)) ds. (2-13)

Weiter gilt p(t) = (R, — Iu(t), 0 <t < T. Somit folgt
pt)y=(R,—Du'(t), 0<t<T.
Die Abschitzung (2-13) impliziert nun mit der Dreiecksungleichung

lun(®) = u®)llo <[ un(0) =Rn w(0) llo exp(=at) + [T = Ra)u(®) o

=Uoh =uo

+ [ = Rl exp(—a(t - 5)) ds.

Die Abschétzung des Fehlerterms ||up(t) — u(t)|lo im Satz 2.22 erfolgt durch:

e den Anfangsfehler, welcher in der Zeit exponentiell abfillt und nur dann auf-
tritt, wenn wug, nicht mit Rpug identisch ist,

e den Projektionsfehler in der Norm von H der exakten Losung u,

e den durch die Integration iiber (0,7") mit dem Faktor exp(—a(t — s)) gewich-
teten Projektionsfehler von v/(¢) in der L>-Norm.
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2.23 Korollar. Es gelten die Voraussetzungen von Satz 2.22. Gilt fiir die elliptische
Projektion eine Fehlerabschditzung der Form

I(7 = Ruvllo < C - h2|Jvllz, Vv € HY(Q),
so erhdlt man die Fehlerabschditzung
[un(t) —u(®)llo < Jluon — Rauollo exp(—at)
+Ch’ (I|(U(t)!|2 + /Ot [/ (s)[2 exp(—a(t — s)) dS) :
falls w € L*()0, T[, H*(2) N H(2)) N CH([0, T, Hy ().
Man erhilt also Konvergenz der Ordnung O(h?) bei reguldren Finiten Elementen,

falls uo, = Rpug, u € L*(|0,T[, H3(Q2) N HY(Q)) N CY([0,T], H}(Q)) und R die
Ritz-Projektion ist.

Volldiskretes Problem
Sei Q2 C R? ein beschriinktes Gebiet mit polygonalem Rand und Qp, = {ey,...,en}

sei eine Triangulierung. Sei V}, = span{vy, ..., vy} C H3(Q). Typischerweise wiihlt
man
V=V ={veC@)]| v, € P e) und v = 0 auf 907, } (2-14)

Diese Wahl wird oft als lineare Lagrangesche Finite Elemente bezeichnet. Mit dem

Ansatz
M

M
up(t) = Z ci(t)vi,  uon = CioV;
i=1 i=1

erhélt man das Differentialgleichungssystem

BhC,(t) + Ahc(t) = ’/’h(t), O0<t< T, (2-15)
c(0) = ¢
mit
Ah a7,])1<z j<M, Qi = a(vh 'U])>

=<
P~
~—~
~+
~—

(

B, = (bij>1§i,j§M7 bij:<viavj>07
(
(

Im Sinne von Satz 2.22 erscheint nun die Wahl ug, = Rpup optimal mit dem Ritz-
Projektor Ry : V — V), definiert durch

v = Rpv <= a(Rpv —v,w) =0, Yw € V.
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Die Anfangsrandwertaufgabe (2-15) kann dann wieder mit dem ¢-Verfahren diskre-
tisiert werden.

Sei At = L > 0, und sei ¢/ € RM die Approximation fiir ¢(t;), t; = jAt und 77
bezeichne 7(t;), 7 =0,...,N. Dann gilt
G o . .
By———— = (1=9)(=And + 1) +9(=Apd™ +r7tY, j=0,... N -1,

At

COZCO

mit Rpu(0) = ugp = Zf\il ¢iov;. Insgesamt erhilt man die Approximation

fiir u(t;). Es ldsst sich zeigen:

max{u(ts) — o] =0, N} < C)(h +Af), 5 <<
bzw.
1
57
falls die Triangulierungen {Q7r, Yo<n<n, regulér sind und die Lésung u € C?([0, T], H*(Q)N
H}Q)), ¥ > 1/2 bzw. u € C3([0,T], H*(Q) N HL(Q)) fiir ¥ = 1/2.

max{||u(t;) — u{LHO |7=0,...,N} < Cu)(R* + At?), 9=

c) Numerik gew6hnlicher Differentialgleichungen

Wir betrachten eine allgemeine Anfangswertaufgabe
u'(t) = f(t,u(t)) fiir t € [to, te], (2-16)
u(ty) = «
fir f € C'([to,t.] x RN, RY). Wir nehmen an, dass (2-16) eine Losung u(t) fiir
t € [to, t.] besitzt.

Zur numerischen Berechnung der Losung gehen wir nun wie folgt vor. Wir wéhlen

eine Schrittweite h = t;(_}f)o > (0 und das Gitter

O ={tj=to+jh|j=0,...,0(h)}.

Ferner bezeichne u; die numerische Approximation fiir u(¢;). Ein Einschrittverfahren
zu (2-16) hat die allgemeine Form

1
ﬁ(umﬂ —Up) = V(htm,Un), m=0,...,0(h)—1, (2-17)

Ug = a.
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2.24 Definition. Die Funktion V : (0, hg] X [to,t.) x RY — RY in (2-17) heifit die
Verfahrensfunktion des Einschrittverfahrens.

Zur Analyse schreibt man wieder (2-17) in die Form T"(u) = 0 um mit 7" :
(RM)Sn — (RN)®r definiert durch

Th(U) = (UO — Q, h_l(Uj+1 - Uj) - V(h, tj,Uj),j = 0, ceey O'(h) - 1)
und u = (ug, w1, - - ., U(r)) € (RY)? versehen mit der Norm
|u]|oo = max{|u;(t;) |t =1,...,N, 7=0,...,0(h)}.

Man kann dann wieder die Begriffe der Konsistenz, Stabilitidt und Konvergenz defi-
nieren.

2.25 Definition. u;, bezeichne die Restriktion der wahren Losung u(t), t € [to, t¢]
auf das Gitter ,. Dann heifit || 7" () |ls der Konsistenzfehler.

2.26 Definition. Ein numerisches Modell 7" (u) = 0 wird stabil genannt, falls es
eine von h unabhéngige Konstante C' > 0 derart gibt, dass

lu = vl < C - IT"(u) = T"(v)

fiir alle u,v € (RV)* und 0 < h < hq gibt.

2.27 Definition. Ist u" die Losung von T"(u) = 0, so bezeichnet u" — 1, € (RN )
den Konvergenzfehler. Die Konvergenz der Ordnung p in der Maximumsnorm ver-

langt dann
lu" =Tl = O(RP).

Hinreichend hierfiir ist die Stabilitdit des numerischen Modells T"(u) = 0 und die
Konsistenz der Ordnung p gema8 ||T"(wy)]|c = O(hP).
Die Runge-Kutta-Verfahren

Seien h = tg(_}f)o >0, ={tj=to+jh | j=0,...,0(h)}. Ein s-stufiges Runge-

Kutta-Verfahren fiir die Anfangswertaufgabe (2-16) ist gegeben durch

u = «, (2-18)

Um+1 = um+hzbzf(tm+czh>UZn)a m:O,...,O'(h),

i=1

wobei sich die sogenannten Stufenwerte U™ = (U™, U3, ..., UM™) als Losung des
Gleichungssystems
UM =t + 0> aiif(tm + b, U, i=1,....s (2-19)
j=1
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48 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

ergeben.

Ein Runge-Kutta-Verfahren wird durch die Vorgabe eines Runge-Kutta-Tableaus
definiert:

ci a1 ... Qi
Cs | Qg1 ... Qgg
b . b

Hierfiir schreibt man kurz: i’biT, c,be RS, Ae R,

2.28 Definition. Das Verfahren (2-18) ist explizit, falls a;; = 0 fiir j > ¢ gilt, sonst
ist es implizit.

Im Allgemeinen ist auf jedem Zeitlevel ¢,, das (sN)-dimensionale System (2-19) zu
16sen.

Die freien Parameter ¢;, b;, 1 <14 <, a;5, 1 <1,j < s werden nun dazu benutzt, um
dem Verfahren wiinschenswerte Eigenschaften wie z.B. eine moglichst hohe Konsi-
stenzordnung zu verleihen.

Die einfachsten Verfahren fiir s = 1, 2 sind folgende:

(i) Euler-Cauchy-Verfahren (s = 1): 0 (1)
Ug = Q,
Um+1 = U + -1 f(maU{n
= Up+hf(tm, Un), m=0,...,0(h)—1.

(i) implizites Euler-Cauchy-Verfahren (s —’—

0
(iii) ¥-Verfahren fir ¥ € (0,1) (s = 2): 1- 19 v
1-9 9

Fiir die Durchfiihrbarkeit ldsst sich der folgende Satz zeigen:

2.29 Satz. f geniige einer Lipschitzbedingung
1f(t,0) = ft w)lleo < Ly - [l — wlle (2-20)
fiir alle v,w € RN und t € [to,t.]. Dann besitzt das Gleichungssystem
U[”:umjchan(tm—l—cjh,U;”), i:l,...,S
j=1
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fiir (tm, um) € [to, te) x RN und jede Schrittweite h € (0,t,—to) mit ¢ := hL¢|| A <
1 genau eine Losung (U]", ..., U") = U™ = U(t, ty, uy) € RV,

Fiir die qualitative Untersuchung eines Runge-Kutta-Verfahrens sind die sogenann-
ten Bedingungen von Butcher oft sehr niitzlich:

1

B(p) :Zbicf_l = k=1,...,p,
i=1

- 1
C(q) :Zaijcf_lzch, i=1,...,s, k=1,...,q,
j=1

- 1
D(m) :Zbicf_laij = Ebj(l —c;?), j=1,....8, k=1,...,m.
i=1

Eines der zentralen Resultate lautet:

2.30 Satz. Geniigen die Koeffizienten b, ¢, A eines s-stufigen Runge-Kutta- Verfahrens
den vereinfachten Bedingungen von Butcher B(p), C(q) und D(m) mitp < g+m+1,

p < 2q+ 2, so besitzt das Verfahren die Konsistenzordnung p, falls die Funktion f
p-mal stetig differenzierbar in einer Umgebung der Lésung ist.

Beziiglich der Stabilitét ldsst sich zeigen:

2.31 Satz. Geniigt f einer Lipschitz-Bedingung der Form (2-20), so ist das Runge-
Kutta-Verfahren bzgl. der Maximumsnorm stabil.

Man erhélt dann also die Konvergenz der Ordnung p bzgl. || - ||, d.h.
max{[[u"(t;) = @n(tj)lloc | j = 0,...,0(h)} = O(R),

falls f € CP([tot.] xRY,RY) global Lipschitz-stetig ist und die Butcher-Bedingungen
B(p), C(q) und D(m) mit p < g+ m+ 1, p < 2q + 2 erfiillt.
Lineare Mehrschrittverfahren
Vorgelegt sei die Anfangswertaufgabe
W) = fltut), to<t<t,
U(to) = ac RN
mit f € C'([to, t.] x RY,RY). In Erweiterung zu Einschrittverfahren machen Mehr-

schrittverfahren nicht nur von einem, sondern von mehreren vorangegangenen Néhe-
rungswerten Gebrauch.

Zu einer Schrittweite 7 = 5% iiberziehe man das Intervall [to, t] mit einem Gitter

Qn, ={t; =to+jh|j=0,...,0(h)}. Die allgemeine Form eines k-Schritt-Verfahrens
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mit Schrittweite h ist

1
E(aouj +aujq + -+ akuj+k) = q)(h, tiyoo s Uik, Ujy o ,uj+k) (2-21)
mit gegebenen Koeffizienten a; € R, i =0, ..., k, ai # 0 und einer Verfahrensfunk-

tion @ : (0, ho] X [to, to]F T x RV*+D — RN Hierbei steht u; fiir eine Approximation
von u(t;).

RNA
u(t
o Uj+1 ®)
u; Uj+2 Uj+k
] >
ti ti+1 tivo ik T

Abbildung 11: Ein Mehrschrittverfahren

2.32 Definition. Das Verfahren (2-21) heifit explizit, falls ® nicht von w4 abhéngt,
sonst implizit.

Die gebrauchlisten Mehrschrittverfahren sind die linearen Mehrschrittverfahren der
Gestalt

D(h,ty, s tjr Ugs - ugn) = bof (5, uz) + 01 f (B, wina) + -+ + b f (L, Wjrk)
k
= Z bi f (i wji)
=0

mit Koeffizienten b; € R, : =0, ..., k. Das Verfahren lautet dann

k k
1 .
W Z Ailj4; = Z bif (Ljrisujri), J=0,....0(h) —k (2-22)
i=0 i=0
zu gegebenen Startwerten wy, . .., ux_1. Die Parameter des Verfahrens lassen sich in

Form einer Tabelle angeben:

apg ay ... Qg
bo bl bk

Letztere wird als ein Mehrschrittverfahren-Tableau bezeichnet. Fiir b, = 0 ist das
Verfahren explizit und fiir b, # 0 implizit.
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Wir kénnen das lineare Mehrschrittverfahren (2-22) auf die Form 7% (u) = 0, T" :
RV — (RY)® 4 € (RV)? bringen mit

k k
Th(u) = <Uo — Y0,y - oy Uk—1 — Vk—1,h» ht Z QUi — Z bi.f(tj-‘ria uj+i)>
i=0 i=0

ij,...,o—(h)—k). (2-23)

Damit sind die Begriffe der Konsistenz, Stabilitdt und Konvergenz direkt iibertrag-
bar.

Fiir ein Mehrschrittverfahren mit k-Schritten bendtigt man eine Anfangsrechnung
zur Bestimmung der Approximationen 7o, ..., Vk—1n fir @(to),...,u(tx—1). Dies
kann z.B. durch (k — 1) Schritte eines Einschrittverfahrens geschehen.

Bei impliziten linearen Mehrschrittverfahren (d.h. im Falle b, # 0) ist in jedem

Zeitschritt das Gleichungssystem

k-1
hby, 1
Ujip, = a—kf(tj+k>uj+k) + o Z hb; f (i, wjri) — @i
i=0

nach u;4 aufzuldsen.

Ein Fixpunktargument sichert die Auflésbarkeit unter der Bedingung

| b |
=h—L; <1
q |ak| f )

falls
1t v) = f(t w)lleo < Lyllv — wlloe
fiir alle v,w € RY und t € [to,t.] gilt.

Man erhélt ein Mehrschrittverfahren der Konsistenzordnung p, d.h. ||7"(%)||ee =
O(hP), falls fiir die Koeffizienten des linearen k-Schritt-Verfahrens

k
ap =0, (®=1,0=1) (2-24)
=0
k -] -1
) ) .
Zaiﬁ_bi(l—l)! = 0O0firl=1,...,p

gilt und f p-mal stetig differenzierbar in einer Umgebung der Losung ist, sowie ||, ,—
U(t;)||eo = O(RP) fiir j = 0,...,k — 1 gilt. Ferner normiert man die Koeffizienten
geméf

k
> bhi=1. (2-25)
=0
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Fiir die praktische Anwendung geben wir hier einige Formelséitze fiir Mehrschritt-
verfahren.

(i) Adams-Bashforth-Verfahren:
4 =0,i=0,... k-2 b =0,
ag_1, ax, by, 1 =0,...,k — 1 bestimmt aus (2-24)— (2-25)

Das Verfahren ist explizit der Ordnung p = k.
Beispiel fir k = 2: Ujyo — Ujt1 = h(3/2 f(tj+1,Uj+1> - 1/2 f(tj, u]))

(ii) BDF-Verfahren (BDF steht fiir ,,backward differentiation formulae*):
b= by == by = 0,
agp, - - ., ag, by bestimmt aus (2-24)— (2-25)

Das Verfahren ist implizit der Ordnung p = k
Beispiel fir k£ = 3: 11/6 Uj43 — 3Uj+2 + 3/2 Uj41 — 1/3 U; = hf(tj+3, Uj+3)

Lineare Mehrschrittverfahren sind nicht mehr uneingeschréankt stabil. Zu einem li-
nearen Mehrschrittverfahren (2-22) heifit

das charakteristische Polynom des Verfahrens. Es gilt deg(p) = k, da a; # 0.

2.33 Satz (Dahlquist). Das numerische Modell T"(u) = 0 eines linearen Mehr-
schrittverfahrens mit T" aus (2-23) erfiillt eine Stabilititsungleichung

lu = vlloo < C-IT"(w) = T"()lloo,  u,v € (RY)™, 0 <h < ho,

falls f einer globalen Lipschitz-Bedingung geniigt, und die folgende Wurzelbedingung
gilt:

Fir jede Nullstelle z € C des charakteristischen Polynoms gilt (2-26)

entweder |z| < 1 oder |z| =1 und z ist eine einfache Wurzel.

2.34 Definition. Ein Verfahren, dass die Bedingung (2-26) erfiillt, heifit nullstabil.

Als Konsequenz haben wir:

2.35 Korollar. FEin lineares Mehrschrittverfahren, dessen charakteristisches Poly-
nom die Wurzelbedingung (2-26) erfillt, ist konvergent der Ordnung p, falls Konsi-
stenz der Ordnung p vorliegt und f einer globalen Lipschitz-Bedingung gendigt.
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z =1 ist immer eine Nullstelle von p, denn p(1) = Zf:o a; = 0. Die (k — 1) anderen
Nullstellen von p in C entscheiden also iiber die Stabilitét.

2.36 Beispiel. a) Das charakteristische Polynom des Adams-Bashforth-Verfahrens

p(z) = 28 — 2F71 = 2P~z — 1) erfiillt die Wurzelbedingung.

b) Die BDF-Verfahren erfiillen die Wurzelbedingung fiir K = 1,2,...,6. Ab der Ord-
nung 7 sind die BDF-Verfahren instabil. Deshalb werden sie nur fiir K =1,2,...,6
benutzt.

c¢) Einschrittverfahren haben das charakteristische Polynom p(z) = z — 1, welches
die Wurzelbedingung erfiillt.

d) Zeitintegration fiir Liniensysteme parabolischer
Anfangsrandwertaufgaben

Betrachte
?9_1; ~Au = 0in Qx (0,7), (2-27)
u = 0auf o x(0,7),
u(z,0) = wp(x) fir z € Q,

wobei 2 C R?, d = 1,2 ein beschrinktes Gebiet ist.

Das mit klassischen Differenzenverfahren hergeleitete Liniensystem zu (2-27) erhélt
die Form
w = Tw, w(0)=1u"

i) Finite Differenzen: Hierbei bekommt man fiir = (0, 1)

2 1.0 ... 0 0 0
-1 2 -1 ... 0 0 0
] o -1 2 ... 0 0 0

P= 55| ¢ ¢ & - 0 0 | =TaeRTYL A= o
0 0 0 2 -1 0
0 0 0 1 2 1
0 0 0 0 -1 2

W’ = (up(Az),. .. up((M — 1)Az))

mit den Eigenwerten

2 km
=—— 11— — =1,...,M —1.
A Ax2( cos(M)), kE=1,...,
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Im Fall Q = (0, 1)? ergibt sich bei zeilenweiser Nummerierung der Gitterpunkte von
links unten nach rechts oben

B —-C 0 0 0 0
-C B -C . 0 0 0
0 -C B 0 0 0
A U =y, € RM-D*(M-1)2
Ax? ' “ ’
0 0 0 B —-C 0
0 0 0 -C B -C
0 0 0 0 -C B
wobei
4 -1 0 0O 0 O
-1 4 -1 0O 0 O
o -1 4 ... 0 0 0
B = : : T : : . c RM-1L.M-1
0O 0 O 4 -1 0
o o0 o0 ... -1 4 -1
o o0 o0 ... 0 -1 4
C = Iy e RMDMI 0 = (uo(iAx, jAT))1<ij<m—1

mit den Eigenwerten

2 km I
Akl p <2 COS(M) cos <M))’ 1<k I<M-1

ii) Finite Elemente: Fiir Q C R? erhilt man das System

Buw'(t) + Aw(t) = 0, 0<t<T,
0) = w°

)

w
mit
A = (aij)1<ij<m € RM:M ai; = a(v;,v;) = / Vo - Vojdz, 1<14,57 <M,
Q

B = (bij)lgi,jSMa bij = <UZ',’U]‘>0 = / ’Uﬂ)j d.flf,l S ’L,j S M,
Q
M

Ryug =Y _(w°)u;,

i=1
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wobei Ry, : V. — Vj, := span{vy,...,vy} der Ritz-Projektor sei. Ferner sind A, B
symmetrisch und positiv definit. Wegen der Symmetrie und der positiven Definitheit
von B € RM=LM—=1 it dies dquivalent zu
w = Tw,
w(0) = w’
mit [ := — B~ 1A,

2.37 Bemerkung. i) Da mit B auch B~! symmetrisch und positiv definit ist,
existiert B~"/2, und es gilt

r = _B—lA _ B_1/2(B_1/2(—A)(B_1/2)T)Bl/2,
d.h. o(T) = o(B~/2(—A)(B~Y2)T). Nach dem Sylvesterschen Triigheitssatz haben
nun (—A) und B~/2(—A)(B~Y?)T dieselbe Anzahl an positiven und negativen Ei-

genwerten. Somit sind (—A) und B~Y2(—A)(B~Y/2)T negativ definit. Folglich hat T
reelle, negative Eigenwerte.

ii) Im allgemeinen Fall, d.h. bei allgemeineren Randbedingungen (z.B. Neumann
oder gemischte Randbedingungen) oder bei allgemeineren Gebieten 2 erhélt man
fiir die Liniensysteme, welche durch Semidiskretisierung im Raum durch Finite Dif-
ferenzen oder Finite Elemente entstehen, wieder eine Anfangswertaufgabe der Form
w' = Tw, w(0) = w, ia. aber mit einer nicht symmetrischen Matrix T', welche
lediglich Re(A) < 0 fiir A € o(I") erfiillt.
Wir betrachten nun ein beliebiges M-dimensionales System
w =Tw, w(0)=u’ (2-28)

mit einer iiber C diagonalisierbaren Matrix I' € RMM Es existieren also linear
unabhiingige Vektoren y* € CM derart, dass

Iy* = My®, k=1,..., M, (2-29)

YTITY = A = diag(\,..., ), Y = (' ....9M).

Die Losung von (2-28) ergibt sich dann bekanntlich in der Form
M
w(t) = Z crexp(Mt)y®, teR.
k=1

Dabei gilt w(0) = wy = S n, cxy”.

Wir analysieren nun Einschrittverfahren, welche angewandt mit der Zeitschrittweite
At auf (2-28) eine Rekursion

w™ = g(AtNw™ ', m=1,...,N, NAt=T (2-30)

mit einer rationalen Funktion ¢(z) = z € D C C offen, fiir polynomiale p und

q liefern.
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2.38 Definition. Zu einem Polynom p : D — C, p(z) = Zf:o a2t und einer Matrix
B € RMM getze

k
p(B) =Y B, B'=1I
=0

Ferner setzt man zu einer rationalen Funktion g(z) = p(z;’ z € D C Coffen, q(z) # 0:

q(z
9(B) := (¢(B))"'p(B)

falls ¢(B) invertierbar ist.

2.39 Bemerkung. ¢(B) hat die Eigenwerte ¢(\), A € o(B). Folglich ist ¢(B) in-
vertierbar, falls o(B) N {2 € D|q(2) =0} = @.

Eine Darstellung der Form (2-30) gilt allgemein fiir Runge-Kutta-Verfahren. Be-
trachte zundchst den Fall M = 1, d.h. die Anfangswertaufgabe

w = w, w(0)=w’

Sei i’biT das Tableau eines s-stufigen Runge-Kutta-Verfahrens. Man findet

W = " ALY B F (fy + GAL W) = w ALY AV = w™ o+ AT

i=1 i=1

mit W™ = (W™, ..., W) gegeben als die Lésung von

W = w™ ALY aiF(tn + ¢ At W)

7
J=1

= wm+AtZaij>\W]m, ’izl,...,S.

j=1
Dies ist dquivalent zu
1— allAt)\ —algAt)\ Ce —CLlSAt)\ Wlm w™
_a,21At 1— aggAt)\ Ce CLQSAt)\ W2m w™
—ag1 AN —ao At ... 1 — agAtA wm w™

d.h.
(I — AANAW™ = Tw™

mit T = (1,1,...,1)T € R®. Ist die Matrix I — AtAA invertierbar, so finden wir

W™ = (I — AtAA) " Tw™
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und daher

w™ = w™ AN - BT — AtAA) T ™
(1+ AtADT (I — AIAA) T w™ =: R(AtA)w™

mit
R(2) =1+ 2b"(I — 2A) ' = g(2). (2-31)

2.40 Definition. Die Funktion R(z) in (2-31) heifit Stabilitatsfunktion des Runge-
Kutta-Verfahrens.

Des Weiteren sichert die Cramersche Regel, dass W/ = W™(AtA), i = 1,...,s
rationale Funktionen in AAt sind, falls I — AtAA invertierbar ist. Der Zihlergrad
und der Nennergrad iiberschreiten dabei nicht s. Somit hat die Funktion g aus (2-31)
die Darstellung

M@:p@)

q(2)
wobei p und ¢ Polynome mit deg(p) < s und deg(q) < s sind.

9(2) =

)

Wir kehren jetzt zum allgemeinen Fall (2-28) zuriick. Wir nutzen die Diagonalisier-
barkeit von I' aus und setzen
u=Y tw

mit Y = (y!, ..., yM) € C*M aus (2-29). Dann gilt
W =Y ' =Y 'Tw =Y 'T'Yu=diag(\, ..., \u)u.
Einsetzen liefert dann mit kurzer Rechnung die Iteration
w™ = g(AtDw™ ', m=1,...,N. (2-32)

Mit (2-32) und Y'T'Y = diag(\y, ..., Ayr) finden wir

M
w™ = g(AtD)w™ ! = g(AtDN™w’ = g(AtD)™ <chyk)
k=1
=w0

M
= chg(At)\k)myk, m=1,...,N.
k=1

Man beachte dabei, dass g(AtI') die Eigenwerte g(At\;),. .., g(AtAy) mit den Ei-
genvektoren y', ...,y hat.

Vergleich der kontinuerlichen und der diskreten Losung
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Ist w die wahre Losung von (2-28), so folgt

M M
w(mAt) —w™ = crexp(mAt ) vF = crg(AtA)™y"
2 cegplmAthyt =3,

k=1 =exp(AtAg)™

M
= (exp(At )™ — g(At )™ )ery”.
k=1
Zu vergleichen sind die sogenannten Amplikationsfaktoren exp(AyAt) fiir die konti-
nuerliche Aufgabe und g(At\) fiir die diskrete Aufgabe.

Seien nun die Eigenwerte von I' € RMM gemif
Re()\M) S Ce Re()\g) S Re()\l)

angeordnet. Damit g(At)\;) und exp(At)) wenigstens qualitativ iibereinstimmen,
ist die Giiltigkeit von

<1, falls Re(\;) <0,

|g(At)\k)|{ 1 Bl Rea) s 0 K=l M (2-33)

zu fordern. Der fiir die Anwendungen interessante Fall ist nun

Man vergleiche dazu beispielsweise Liniensysteme fiir parabolische Differentialglei-
chungen.

2.41 Definition. Sei iy der kleinste Index mit Re();,) < 0. Das Verhéltnis o =

1;”{281_” ; heifit im diesem Fall die Steifheit von I'. Man sagt, w'(t) = ['w(t) ist eine
20

steife Differentialgleichung, falls o = o(T") > 1.

2.42 Beispiel. Vorgelegt sei die Matrix

2 -1 0 ... 0 0 0
-1 2 -1 ... 0 0 O
. o -1 2 ... 0 0 0
. ) . ) ) ) M—1,M—-1
I'= N : : : L : : eR
0 0 0 2 -1 0
0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 0o -1 2

und es sei My € {1,..., M — 1} fest. Dann folgt fiir die ersten M, Eigenwerte im
Grenzwert Az — 0

1 — cos(kmAz)) = —i(l -[1- 1k2W2A$2 +0(Az")])

N —
k Ax? 2

v
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= —]{527T2+O(Al'2), k= ]_,...,MQ.
Fiir die Steifheit der Differentialgleichung findet man
o) — Ani—1 1 — cos((M — 1)rAx)

N 1 — cos(mAx)

B 2+ O(Ax?) B 1
T (1/2)m2Az2 + O(Azt) © (@) ’

d.h. Liniensysteme parabolischer Differentialgleichungen sind fiir Ax < 1 steife
Systeme.

Im Falle von (2-34) erzwingt (2-33) die Bedingung

lg(AtA)| <1, k=1,...,M.
Dies motiviert:

2.43 Definition. Die Menge S := {z € C | |g(2)|] < 1} heiBt der Bereich der
absoluten Stabilitédt des Einschrittverfahrens mit der Funktion g.

In der Situation von (2-34) ist es wiinschenswert, Verfahren mit einem moglichst
grofien Bereich der absoluten Stabilitét zu haben, damit die Forderung |g(AtAx)| <
1, k=1,..., M nicht zu kleine Schrittweiten erzwingt. Im Idealfall soll gelten

C_:={ze€C| Re(z) <0} CS. (2-35)

2.44 Definition. Ein Verfahren mit der Eigenschaft (2-35) heifit absolut stabil oder
kurz A-stabil.

2.45 Definition. Ein A-stabiles numerisches Verfahren heifit stark absolut stabil
oder kurz L-stabil, wenn g(z) — 0 fiir Re(z) — —oo gilt.

Die Koeffizienten g(At\;)’ in der diskreten Losung klingen dann umso stérker ab, je
kleiner Re()\y) ist, genau wie dies die Koeffizienten exp(At);)’ in der kontinuerlichen
Losung tun.

2.46 Beispiel (9-Verfahren). Man findet g(z) = gy(z) = 2222 0 < ¢ < 1. Das
<

- 1-9z
v-Verfahren ist A-stabil, d.h. S D C_, falls 1/2 < < 1. Ferner gilt

—~

lim |gg(z)|= lim

Re(z)——o0 Re(z)——o0 ’

1+ (1-19)z
1 -9z

1w
|

d.h. das ¥-Verfahren ist L-stabil, nur falls 9 = 1.
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2.47 Beispiel (Explizite Runge-Kutta-Verfahren). Ein explizites Runge-Kutta-Verfahren
lautet

w™ = w™ 4+ ALY BIW", m=0,1,...,N -1

i=1

mit
wr = w",
i—1
Wim — wm+AtZaZ]FW]m7 ’l = 2,...,8,
7=1

wobel a;; = 0 fiir j > i zu beachten ist. Man erhilt, dass g(z) ein Polynom vom
héchstens s-ten Grade ist, d.h.

g(2) ==, deg(p) <.

Wegen des Satzes von Liouville, d.h. |p(z)| — oo fiir Re(z) — —oo folgt, dass
explizite Runge-Kutta-Verfahren niemals A-stabil sind.

2.48 Beispiel (Implizite Runge-Kutta-Verfahren). Nicht alle impliziten Runge-
Kutta-Verfahren sind A-stabil. Aber manche sind es. Ferner findet man A-stabile
Runge-Kutta-Verfahren von beliebig hoher Ordnung. So sind z.B. die Verfahren vom
Gauss-Typ oder vom Radau IIA Typ A-stabil. Die Radau ITA Verfahren sind sogar
L-stabil.

Absolute Stabilitédtsbereiche fiir lineare Mehrschrittverfahren
Vorgelegt sei die Anfangswertaufgabe

w'(t) = w(t), w()=u’ XecC. (2-36)
welche durch w(t) = exp(At) gelost wird. Wir diskretisieren das Problem (2-36) mit
einem linearen Mehrschrittverfahren mit dem Tableau

apg ay ... Qg

bp b1 ... Dby

und erhalten mit der Approximation w' fiir w(t;) das Schema

k k
D awt =AY bt j=0,... N -k
=0 =0

0

zu vorgegebenen w?, ..., w*~!. Die obige Iteration ist Aquivalent zu

k
> (@i — biAt W T =0, j=0,...,N -k (2-37)

1=0
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(2-37) hat die Form
k

Zgi(At)\)wj” =0
i=0
mit g;(2) =a; — bz, i =0,... k.

2.49 Definition. Zum Polynom
k

p(2,8) =Y gi(2)¢’ (2-38)

i=0
heifit die Menge
S :={z € C | Fiir jede Nullstelle £ von p(z,-) gilt |{| =1,
und ¢ ist einfache Nullstelle oder |£] < 1 sonst.} (2-39)

der absolute Stabilitatsbereich des linearen Mehrschrittverfahrens.

Zur Motivation von (2-38)—(2-39) betrachten wir die Losung von (2-37) wobei wir
der Einfachheit halber annehmen, dass das Polynom p(At\, §) nur einfache Nullstel-
len §; € C, j =1,...,k hat. Wir bestimmen nun 71,7, ...,V eindeutig als Losung
von

1 1 ... 1 96! w?
RO (2-40)
f—l 5—1 . 5—1 e wk—1

-~

2.50 Bemerkung. Die Matrix V € R** ist die Vandermondesche Matrix, welche
genau dann invertierbar ist, wenn §; # §; fiir ¢ # j.

Dann lautet die Losung von (2-37)

k
wj = Z’ylgl]a ] € NO- (2_41)

=1
Sei j € {0,...,k —1}. Nach Konstruktion von vy, ...,y gilt
k

w = wg.

=1
Fiir 7 > k finden wir

k k k k k
D g AW =Yg (AN DY G =D 0l D ge(AtNEG =0,
k=0 =1 ~ =1 xk=0

xk=0 = = Y
=&/-&r
=p(AtA,&)=0
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Anhand der Losungsdarstellung (2-41) sehen wir, dass im Fall Re(\) < 0 wiederum
At\ € S zu fordern ist, damit die numerische Losung, genau wie die kontinuierliche
Losung, beschriankt bleibt.

2.51 Definition. Ein lineares Mehrschrittverfahren heifft absolut stabil oder A-
stabil, falls C_ C S gilt. Es heifit sogar L-stabil, falls es A-stabil ist und falls zusétz-
lich fur alle Nullstellen £(z) von p(z,-)

lim  &(z) =0

Re(z)——o0
gilt.

Es gibt aber ein bekanntes Resultat von Dahlquist, nach dem jedes A-stabile lineare
Mehrschrittverfahren implizit ist und hochstens die Konvergenzordnung 2 hat. Dazu
gehoren die ¥-Verfahren fir 1/2 < ¢ < 1 und das BDF-Verfahren der Stufe 2 mit
12 -2 3/2

o o0 1 °

dem Tableau

Um also lineare Mehrschrittverfahren mit héherer Konvergenzordnung als 2 zu er-
halten, muss man den Begriff der A-Stabilitidt etwas abschwéchen. Dies fithrt dann
zu folgender Definition.

2.52 Definition. Ein lineares Mehrschrittverfahren heifit A(«)-stabil mit 0 < o <
Z, falls
2 Y

SOC_,={zeC_| —= < tan(a)}.

Im(2)
Re(z)

\/

Abbildung 12: Die Menge C_ , fiir ein o > 0
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Man erhélt, dass die BDF-Formeln bis zur Ordnung 6 (nur bis zu dieser Ordnung
sind sie iiberhaupt stabil) A(a)-stabil sind. Die BDF-Formeln erfiillen iiberdies

lim &(z)=0

Re(z)——o0

fiir alle Nullstellen £(z) von p(z, -), d.h. sie sind L(«a)-stabil.

2.53 Bemerkung. A(«)- bzw. L(«)-Stabilitdt, o > 0, ist beispielsweise vollig hin-
reichend fiir Probleme der Gestalt w’ = TI'w mit lediglich reellen Eigenwerten .
Man beachte dabei, dass AtA € R fiir alle Eigenwerte A € o(I") gilt. Darunter fallen
unsere Liniensysteme parabolischer Anfangsrandwertprobleme unabhéngig davon,
ob die Diskretisierung im Raum mit Finiten Differenzen oder Finiten Elementen
gemacht wurde.

Software-Pakete fiir steife Differentialgleichungen

a) Radau 5:
Radau ITA Verfahren der Stufe s = 3 und Ordnung p = 5 (Runge-Kutta-
Verfahren), E. Hairer (Genf).

b) DASSL:
BDF-Verfahren mit variabler Ordnung durch Benutzung der Stufen k = 2,...,6
(lineares Mehrschrittverfahren), L. Petzold (St. Barbara).

c¢) odelbs:
BDF-Verfahren fiir steife Differentialgleichungen in Matlab.

d) ode23th:
BDF-Verfahren der Stufe 2 und Trapezregel.

e) Nichtlineare parabolische Anfangsrandwertaufgaben

Es sei 2 = (0,1). Betrachte die nichtlineare Anfangsrandwertaufgabe

% = Uy + fu,2,t) in Q x (0,7, (2-42)

u(z,0) = wp(x) in Q,
u(O,t) = Vo(t)a u(lvt) = Vl(t) n (07T>
Es wird f € CY(R x [0,1] x [0,T],R) und

qgg—f(u,x,t)g,u, weR, 0<w<l, 0<t<T (2-43)
u
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vorausgesetzt.

Es seien Az =+ >0, Qa, = {z; = jAx|j=1,..., M — 1}. Setze

v(t) = (u(xq,t), ..., u(zar—1,t)) = (v1(t), ..., op-1(t)), 0<t<T.

Das Liniensystem durch Diskretisierung mit dem klassischen Differenzenverfahren
fiir den nichtlinearen Differentialoperator .. (-, t) + f(u(-,t),-,t), u(0,t) = v(0,1),
u(l,t) = y(t), t € (0,T) lautet

V() = Fag(v(t),t), 0<t<T,

v(0) 0
mit
Faz(v,t) = —Tw+ E(v,t)+ rl(t),
2 =1 0 0 0 0
-1 2 -1 0O 0 O
. 0o -1 2 0O 0 O
r = — : : : ) : : . M—-1,M-1
A:I;2 . . . . . . . E R )
o 0 o0 ... 2 =1 0
0 0 o ... =1 2 -1
0 0 0 0 -1 2
70(75)
) 0
1 . ) M—1
r (t) - A—IQ : € R ;
0
71(2)
f(v1,21,1) ug(x1)
E(’U, t) = f(’UZ', X, t) s UO = UO(SL’Z) S ]RM_l (2-44)
fon—1, 2p-1,1) uo(Trr—1)

Mit v/ = (ul,...,u), ) € RM=1 j =0,....,N, NAt = T, t; = jAt lautet das
¥-Verfahren
1

E(vj—vj_l) = OFa (V7 )+ (1 =9 Fac (v ' t51), j=1,...,N,

0 = % = (ug(zy),. .., uo(za—1)),
wobei Fa,(v,t) = —T'v + E(v,t) + r*(t). Mit den Abkiirzungen
1

Gj(v) = EU—ﬁFAm(Uatj),
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) = v+ (1= 9)Fau(v, )

schreiben wir das diskrete Problem in der Form T"(u) = 0 mit 7% : R® — R%

gegeben durch

GN(’UN) — HN_l(’UN_l)
wobei Q, = {(x;,t;)|i=1,...,M -1, j=0,....,N}, h = (Azx, At).
Gemifl Voraussetzung (2-43) gilt fiir w, 2 € RM~1

Faz(w,t) — Fag(z,t) = —T(w —2) + E(w,t) — E(z,1)

flwr,z1,t) — f(21,21,1)
= —D(w—2)+ :
fwm—1,2p-1,1) — f(zp—1, 2001, )

2]
6_£( iwxlat)(wl - Zl)

= —T(w—-2)+

%(55\/[—1’$M—17t)(wM—1 — ZM-1)

= —I'(w— 2)+diag(Dji(w;, zi,t),i=1,...,. M — 1)(w — 2)
—:D(w,2,1)

= —I(w—2)+ D(w,zt)(w— 2)

mit
q < Dii(wi,zi,t) < H, 1= 1, ey M — 1, (2-45)
wobei
0
Dii(wivzivt) = 8_£(§fuxlvt)7 ’i:l,...,M—l,

& = wi+s'(z —wy) fiirein s € (0,1), t €]0,T[, i=1,...,M — 1.

Herleitung einer Stabilitdtsungleichung
0

Wir withlen zwei Elemente v = (v°,...,vV), z = (2°,...,2") € RWFDM=1) ypg
setzen g = (¢°,...,g") :=T"(v) — T"(z), d.h.

P = -0

g = Gi()=Gi(¥)) = (Hj (V™) = Hja(¥7Y), j=1,...,N.

Diese Rekursion lésst sich ferner wie folgt schreiben:

; 1 , 1 ,
g = Ev]—ﬂFAm(v],tj)—Ez]+19FAm(z3,tj)
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_ [i L= D) P ty0) = ™ = (L= )P 1)

- (gt-r e, zﬂ',tm)fvj - )

-

_ (é] + (1 — ﬂ)(_r + D(Uj—l’ Zj_l,tj_l))) (Uj—l . Zj_l)

= Aj(vj_zj>_Bj—l(vj_l_zj_1>7 .]: 17“‘7N7

@ = 020

Uberdies ist A; jeweils eine Ly-Matrix, denn (A;); = 01y, < 0 fiir [ # k, und es gilt

1 o 1
T=— _ i > [ — — .
Al Atl[—i— II'L—9 D(v7, 27, ¢;)1 > (At ﬁu) I

20 <pl

Setzt man nun Aty < k < 1 voraus, so ist A, sogar eine M-Matrix mit

- 1 -
I= A7 Al > (— - ﬁu) AL

At
d.h. ) At
AT < I = I (2-46)
J ~ — O 1 — Atdpu
Wir erhalten ferner
At At At
Ao = |47 < ||————1|| = < = C1At. (24
147 e = 1 T < | =] = g < T = Cibt @0

Im néchsten Schritt zeigen wir, dass G; : RM~1 — RM~1 fiir j = 1,..., N bijektiv
ist, wobei wir uns fiir v, Z € RM~! die Darstellung

Gi) = Gi(D) = 17 37— W Faul@ 1) ~ FaulEo1y))

B (ﬁf—W—”DWam) @-2) = 4E3)E-2)

mit einer M-Matrix zzlvj(i?,i) zu Nutze machen. Die M-Eigenschaft von 21;- fiir
Atdp < k < 1 folgt analog zum Beweis der M-Eigenschaft von A;, da dort nur
ql < D(v, z,t) < pl benutzt wurde. Da sich fiir alle v,z € RM~! mit G,(v) = G4(2)
die Gleichheit

0=G,(®) - G;3) = A, H)(F - 2)
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und damit v — Z = 0 ergibt, bekommt man die Injektivitdt von G;. Um die Sur-
jektivitdt von G, nachzuweisen, nimmt man ein beliebiges r € R™~! und setzt

Fi=r—G;(0), 0 := (A;(9,0))"'7. Man beachte, dass © wegen (2-47) fiir C;At < 1
geméf des Fixpunktsatzes wohldefiniert ist. Dann folgt

G;(0) = G4(0) = A;(0,0)(0 = 0) = 7 = r — G,(0)
und daher auch G;(v) =r, j=1,...,N.
Also ist das ¥-Verfahren unter der Bedingung
Aty <k <1

durchfithrbar.
Diskussion von B;

Es gilt

1 . 1
Bﬁ:Z#+(Lﬂ%@F+D@%%@»§Z§I+u—ﬁXAﬁHuﬁ:R (2-48)

<pl
Wir wollen nun die Ungleichung |B;| < P, d.h.
|(Bj)ul < Pu, 1<k I<M-—1

erfiillen. Dies ist dquivalent zu B; < P und B; > —P. Die Formelzeile (2-48) sichert
die Abschétzung B; < P. Zu zeigen bleibt also, dass auch B; > —P gilt.

Fiir die Nebendiagonalelemente von B; ergibt sich
(Bw=—(1=NTxy >0> (1 -0\ = —Pu.

Somit folgt B; > — P, falls fiir die Hauptdiagonalelemente

-

(Bj)kk = é + (1 — 19) ( — é + (D(vj,zj,tj))kﬁ)

>q

1 2 ! 1 2

> —4+1-9) | —— >———-—1-9) | ——— =—h
> )< A:c2+q)_ A >< Aa;2+“> bk
gilt. Dies ist genau dann erfiillt, wenn

2200 (5 an).

At 1 q—+p
< _
N T + 1 At (2-49)

was mit
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dquivalent ist.

Wir setzen nun (2-49) voraus und leiten eine Stabilitdtsungleichung her. Aus

¢ =40 —2) = B =)

folgt
o/ = 2l = 147 Biea(0? = 271 + A7 g
< AT Bicalloe - 1077 = 27 oo + 147 oo - 197 lloo- (2-50)
Nun gilt mit |- | : RM=LM=1  RM=LM=1 definiert durch
C = (|Cyj)1<ij<m—
sofort
:l:Bj_l < |Bj_1‘ <P = :l:Aj_lBj_l < Aj_1|Bj—1‘ < A;lp
und somit

147" Bj-illoo < 145" Pl
Einsetzen in (2-50) liefert

107 = 2 lloo < A7 Plloc - 107" = 27 Moo + 145 loo - 197 ll-
Wir benotigen jetzt eine Abschéitzung fiir HAj_lP [|oo:

(A, — P)I = [(if _9(=T + D(f, 2, tj))) _ (if +(1—9)(-T + u[))] I

At At
= (F_ﬁD(Ujvzjutj)_(l_19)/1’])]1
<pl
> (D= phl = 1;0]1 —pl > —ul.

Da A; eine M-Matrix ist, folgt
(I— AP =AY (A — P)I> —pA',

was mit
ATTPT < (14 pAS I
gleichbedeutend ist. Dies liefert
Aj_lPl[ < I+ ,uAj_lJI = I+ max{u,0} Aj_ll[
~——

At
< 17At19p,]1
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(2_<46) I 0 At I < (14 CAHI
< +inax{ua}'m < (1+ LAY
S:&;At
mit Cy := max{u, 0} .
Wegen A;lP > (0 folgt ferner
JA7 Pl = |47 PIe < (14 CoABTe = 1+ Gyt (2:51)

Benutzen wir nun (2-47) und (2-51), so folgt

1! = 2o < AT Plloo - 077" = 277 oo + 1147 oo - 197l

<
< (1+ AW = 27 +CLAE - |G lse, G=1,...,N.

Durch Induktion erhalten wir dann

j
[0 = 2 ]loe < (1 4+ CoAtY[|g oo + D (1 + CoALY - CLAL - [0 (2-52)

k=1

j = 0: Offensichtlich gilt

1" = 2%l < Nlg°llo = [[0° = 2%l

j—1—j: Es folgt

[0/ = 2]l < (14 CoAt) - [0V = 277 oo + CLAL ¢ || o
< (14 AN [(1+ CoAY ¢l
7j—1
+ (14 CAF AL - g8l o] + C1AE ¢ o
k=1
j—1
= (14 CoAY[[¢°loc + Y (14 CoAtY ™ - CLAL - [|g¥ e + C1AE - |||

k=1
J

= (14 A [l + D (1 + CoA) ™+ - CL AL g .
k=1

Mit (2-52) und 1 + CoAt < exp(CyAt) ergibt sich dann

[0/ = 2 oe < exp(Ca-jAL) - [[¢°]loo + E (1+CoAtY* C1AE - 6"
ﬁ,—/
F=1 < (14+Co ALY <exp(CojAl)
< exp(Cy - GAL) - [|g°|oo
~

<T
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70 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

+C jAL -exp(Cy jAL) - max{|l¢’||lec | j = 1,..., N}
<T <T

< exp(CoT)(1+ CiT)|gll
= exp(CyT)(1 4+ C/D)||T"(v) = T"(2)|loo, 7 =0,...,N.

Dies liefert die Behauptung mit der Stabilitédtskonstanten C' := exp(CyT")(1+ C1T).
Fasst man nun alles zusammen, so ergibt sich der nachstehende Satz.

2.54 Satz. Unter der Voraussetzung f € C*(R x [0,1] x [0, T],R), ¢ < %(u, x,t) <
w,u € R0 < x <1, 0 <t < T sowie der Schrittweitenbedingung Atdu <

k < 1 ist das ¥-Verfahren zur Anfangsrandwertaufgabe (2-42) durchfihrbar. Mit der
zusdtzlichen Bedingung

At q+u
<
A Soa—g T a A

ist es auch beziglich || - || stabil. Es gilt dann die Stabilititsungleichung
v —w|loo < exp(CoT)(1+CiT)|T"(u) — T"(w)||oo, Vu,w € R* h = (Axz, At)
mit C, = 1% Cy = max{u, 0} - C;.

K’

An jeder klassischen Losung @ mit 221 € C([0,1]x[0,T)), v = 1,2, £-u € C([0, 1] x

[0,77), v=1,2,3,4 liegt die Konvergenz der Ordnung O(At+ Ax?) beziiglich || - ||
vor. Fiir das Crank-Nicholson-Verfahren erhdlt man sogar die Konvergenz der Ord-
nung O(At?* + Az?) bezgl. || - ||oo, falls zusditzlich g—;ﬂ e C([0,1] x [0,T7).

f) Finite Elemente fiir nichtlineare Probleme

Vorgelegt sei zunéchst das nichtlineare Poisson-Problem
—Au = f(u)in Q, (2-53)
u = 0auf 00
mit f € C'(R) fiir ein beschriinktes Gebiet Q C R?. Ist u eine klassische Losung von
(2-53), so folgt fiir alle ¢ € C§°(Q)

— | —Aup —
0 /Q up — f(u)pdr

Ou

/QVU-Vap—f(u)gpdx—/aQ angpdS
= /Vu~V<p—f(u)god:c.
Q

Wegen der Dichtheit von C5°(£2) in Hi () und der Stetigkeit des Funktionals (Vu, V-)—
(f(u),-) auf H}(2), folgt die variationelle Formulierung

/Vu-Vv—f(u)vdxzo, Vv € Hy(S2).
Q
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2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen 71

Das Galerkin-Verfahren hierzu lautet: Sei V,, C V := H}(Q). Finde ein u;, € Vj, mit

/ Vuy - Vo — f(up)vde =0, Yo € V.
Q

Fir Vj, = span{vy,...,unm}, up = > ;—; c;v; erhalten wir

M M
/ZCJ'V’U]"V’Ui—f(ZCj’Uj)UidSL’:O, ’izl,...,M,
Q=1 j=1

was mit

M M
ch/ij-Vvid:E:/f(chvj)vidx, 1=1,...,.M
j=1 /& & =1

dquivalent ist.
Mit

a:V xV —R, a(v,w):/Vv-de:c,

A = (aij)i<ij<m € RMM aijQ: a(vi,v;), 1<i,j<M
und

G:RM - RM,
M
G(C) = (Gi(c))lgiSMa GZ(C) = / f(ZCjUj)Ui dSL’, 1 S 1 S M
o 4
erhalten wir das nichtlineare Problem

T(c):=Ac—G(c) =0.

Dieses 16st man mit dem Newton-Verfahren, d.h. man benétigt dazu DT'(c) = A —
DG(c). Man findet

G, 9 . 0 (/v
7, (c) = a—Ck/Qf(;cjvj)vidx = /Qa—Ck(f(chvj)vi) dx

J=1

M
— /f/(ZCjUj)'Uk'vidx7 1§Z,]{Z§M
Q j=1

2.55 Bemerkung. DG(c) ist nun keine Diagonalmatrix wie bei den Differenzen-
verfahren. Eine eventuell vorhandene Ly- bzw. M-Struktur von A wird also im All-
gemeinen durch DG(c) zerstort.
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72 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

Dies ist unerwiinscht und man geht deshalb in der Praxis auf andere Weise vor,
indem man knotenorientierte Quadraturformeln zur Approximation des Vektorfeldes
G(c) benutzt.

Auf einer Triangulierung Qr, = {e1,...,e,} von Q definiert man den Ansatzraum
der Lagrangeschen Finiten Elemente

Vi={v € C(QTh> \ U‘ek € P(ep), U‘BQT,L =0}.

Es sei ferner Vj, = span{vy,...,vy}. Durch vq,..., vy und die Knoten Py, ..., Py
sei eine nodale Basis von V}, gegeben, d.h.

Wir benutzen eine Quadraturformel vom Typ

M
= Z w;g(P,
i=1

fiir g € C'(Q). Man ersetzt dann geméf

/Q gde =Y wig(P) + (o)

mit der Quadraturformel @)(g) und dem Quadraturfehler R(g). Dabei erhélt man
eine derartige Formel durch

Qg) = / I(g) da fiir g € C(O)

mit dem Interpolationsoperator I : C(Q2) — V,, I(g) := ij‘ilg(Pj)vj. Man erhélt
dann also

éwiﬂm —Q(f) = /Q 1(f) da = /Q ij; F(Pyvsdz = éf(Pi) /Q vs da,

d.h. die Gewichte lauten w; = fQ vide, 1 = 1,..., M. Konkret bekommt man z.B.
fiir lineare Finite Elemente

1
wi =g Z u(e) >0, i=1,..., M.

eEQTh,B‘Ee

Das Vektorfeld G mit G;(c fQ ( i1 cjvj)vi dz, 1 <1 < M wird dann ersetzt
durch

M
Z < chv] ) Pk vz(Pk ik Zwkf< ZCjUj Pk) zk
k=1
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2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen 73

= w; f <( ﬁ: cjvj) (R))

v; (Pi)=0;

(Y esdy) = wif (@) = Gilo).

Diese Technik nennt man Mass-Lumping.

G :RM - RM Gi(c) = wif(c;), i = 1,..., M ist ein Diagonalfeld. Die Linearisie-
rung lautet

AT _ 1) = e

= wif,(ci)éika 1 S i? k S M?

der e

d.h. DG(c) = diag(w;f'(¢;)|i =1,..., M) ist eine Diagonalmatrix. Zu lésen ist also
das Problem

T(c) := Ac— G(c) =0

mit der Linearisierung DT(c) = A — DG(c), welche nun mit dem Newton-Verfahren
gelost wird. Wie bei den Differenzenverfahren, bleibt eine Ly- oder M-Struktur von
A erhalten.

Nichtlineare parabolische Probleme
Nun wenden wir uns dem Losen des nichtlinearen parabolischen Problems
u = Au+ f(u)in Q x (0,7, (2-54)

u(-,t) = 0auf 02 x (0,7,
u(-,0) = wpin Q

zu, wobei 0 C R? eine beschriinktes Gebiet ist. Die Nichtlinearitit f € C*(R) sei
global Lipschitz-stetig. Fiir die Anfangsdaten gelte uy € L?(Q2).

Analog zum linearen Fall erhélt man

% Qu(:v,t)v(:)s)dx—/QVu(:B,t)-Vv(:v)d:vz/Qf(u(a:,t))v(x)dx

fir alle v € C§°(§2), t € (0,7T). Wir interpretieren wieder fiir jedes feste ¢ die Abbil-
dung
x— u(t,z), d.h. u(-,t)

als ein Element eines Sobolev-Raumes V' (hier: V' = H{(€)) und schreiben kurz
u(t) € V. Wir setzen
Ga@)eh = [ faop@)ds, 0<t<T. veHYQ)
Q
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74 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

a(v,w) = /QVv(at)-Vw(x) dr, wv,w € Hy(Q)

und finden mit der Definition der verallgemeinerten Ableitung das folgende schwache
Problem: Gesucht ist ein Element u € L*((0,T),V), V = H}(Q), das eine schwache
Ableitung v’ € L*((0,T), V") besitzt, mit u(0) = ug und

(W/(1), v)o + alu(t),v) = (f(u(t)),v)o, YveV, te(0,T). (2-55)

2.56 Bemerkung. Esist zu beachten, dass sich ausu € L*((0,T),V), v € L*((0,T),V")
mit dem Interpolationssatz u € C([0,T], H), H = L*(Q) ergibt. Mit einer Lipschitz-
stetigen Abbildung f : R — R folgt dann, dass durch

3z flult) () = f(ult,z))
eine Abbildung f(u(-)) € C([0,T], H) definiert wird.

Das Galerkin-Verfahren zu (2-55) lautet: Sei V}, C V' endlich-dimensional und ug, €
Vj, eine Approximation von ug. Finde ein u;, € L*((0,7T),V},) mit u), € L*((0,T),V")
und u(0) = ugy, sowie

(up, (t),v)0 + alup(t),v) = {f(un(t)),v)e, Yv €Vy, t€(0,T). (2-56)
Typischerweise wahlt man ug, = Rj(ug) mit der Ritz-Projektion Ry : V — V.

Unsere néchste Aufgabe ist es, die Losbarkeit des Problems (2-56) zu diskutieren.
Der numerische Ansatz zu Vj, = span{vy, ..., vy} lautet

up(t) = > cit)v,

M
Uop = E CioU; € Vh.

Analog zum linearen Fall erhélt man

=1

M M M
Zc;(t)(vi, v)o + Zci(t)a(vi,vj) = <f(ZCk(t)'Uk;),Uj>, j=1,...,M,0<t<T,
- c(0) = cp. .
Mit der Steifigkeitsmatrix
A= (agh<ijem, g = a(vi,vg), 1<4,j<M,
der Massenmatrix

B = (bij)i<ij<m, bij = (vi,v5)0, 1<4,5<M
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2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen 75
und dem Vektorfeld G : RY — RM
M
Gla) = (Gla)). Gy(a) = [ F(Sa)uyde. 15 <M
& k=1

erhalten wir das System

BE(t) + Ac(t) = G(e(t), 0<t<T, (2-57)

c(0) = co.
Dabei ist B € RMM symmetrisch und positiv definit, und die Abbildung G : RM —
RM ist global Lipschitz-stetig, da f : R — R Lipschitz-stetig ist.
Das System (2-57) ist dquivalent zu
d(t) = B YG(c(t)) — Ac(t)), 0<t<T, (2-58)
c(0) = c.
Da die rechte Seite von (2-58) Lipschitz-stetig in ¢ und stetig in ¢ ist, existiert nach

dem Satz von Picard und Lindelof die Losung ¢ auf [0, 7. Somit ist das Galerkin-
Problem (2-56) eindeutig lsbar.

Volldiskretes Problem

Wir diskretisieren nun (2-57) mit dem 9-Verfahren. Sei At = L, Q7 = {t; =
JAt]j=0,...,N} und sei ¢ die Approximation fiir ¢(¢;), j = 0,..., N. Dies liefert

L _ ‘ ‘ | |
B—— = 9(-AIY 4G + (1= D)(-A+G(), j=0,.. N1,

@ € RM gegeben.

Letztere Iteration ist gleichbedeutend mit

(B + AtIA)IT — AWIG(IT) = Bd + At(1 —9)(-Ad + G(d)),
j=0,...,N—1, (2-59)
& € RM gegeben.

(2-59) hat die Operatorform
Ty =7/, j=0,...,N—1 (2-60)
mit

T(a) = (B+ AtdA)a — AtdG(a),
= Bd + At(1 —9)(—Ad + G()).
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Lost man (2-60) mit dem Newton-Verfahren, so wird die Linearisierung
DT(a) = (B + AtvA) — AtdDG(a)
benotigt. Wie im stationéren Fall gilt dabei

oG, l
aa;(a):/Qf’(;ajvj)vk-vidx, 1<i, k<M.

Somit zerstoren die nichtdiagonalen Matrizen B und DG(a) eine eventuell vorhan-
dene Struktur von A. Eine Abhilfe verspricht jetzt die schon aus dem stationéren
Fall bekannte Technik des Mass-Lumping.

Auf einer Triangulierung Qp, = {ei,...,e.} von Q definieren wir wieder den An-
satzraum der Lagrangeschen Finiten Elemente

Vi, ={v e CQyp,)|vle, € P (ex), v|aQTh = 0}.

Es sei ferner Vj, = span{vy,...,vy}. Durch vq,..., vy und die Knoten Py, ..., Py
sei eine nodale Basis von V}, gegeben, d.h.

vi(P) = 0;5, 1<14,5 <M.

Wir benutzen nun wieder die knotenorientierte Quadraturformel aus dem stati-
onédren Fall. Das Vektorfeld G mit G;(a) = fo(Z]Nil avj)vide, 1 < i < M
wird dann durch

Zwk (f(Zajvj)vi) (Pk> = wlf(al) = Gi(a), 1= 1, couy M

Jj=1

ersetzt. Ferner wird die Matrix B = (b;j)1<ij<m, bij := fQ vvjde, 1 < i,5 < M
ersetzt durch

M
3 welvyo) (Pe) "L wpo(P) = widi,
k=1

d.h. B wird durch B = diag(w;,i = 1,..., M) ersetzt.

Des Weiteren werden nur solche knotenorientierte Quadraturformeln verwendet, die
w; > 0,1 =1,..., M sicherstellen, was im Falle linearer und quadratischer Finiter
Elemente immer erfiillt ist. Benutzt man den Mass-Lumping-Prozess, so lautet das
¥-Verfahren

(B + AWA)IT — AtIG(HY) = B + At(1 — 9)(—Ad + G(d)),
7=0,...,N—1, (2-61)
& € RM gegeben.
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Die Formelzeile (2-61) hat die Gestalt
T(@*Y=#, j=0,...,N—1

mit
T(a) = (B+ AtdA)a — AtIG(a),
7 = B+ At(1 —9)(—Ad + G(d)).

Die Linearisierung lautet

DT (a) = (B + At9A) — AtdDG(a)

mit den Diagonalmatrizen

B = diag(w;,i=1,..., M),
DG(a) = diag(w;fi(a),i=1,..., M).

Eventuell in A vorhandene Strukturen werden nun erhalten. Ferner gilt

DT(a) = B+ O(At),

77

(2-62)

so dass fiir hinreichend kleine At > 0 die Matrix DT'(a) immer invertierbar ist.
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3. Hyperbolische Erhaltungsgleichungen

a) Theorie skalarer Gleichungen
In diesem Kapitel wenden wir uns hyperbolischen Erhaltungsgleichungen zu.

3.1 Definition. Seiu = u(x,t) : R‘xR, — R" und seien F* = F(u) : R* — R"
fir i = 1,...,d. Dann heifit

% 5 2 (Fiw) =0 )
el w) = ;
815 i—1 825‘2

ein System von n Erhaltungsgleichungen im R mit Flussfunktionen F?, i = 1,...,d.

3.2 Definition. Das System (3-1) heifit hyperbolisch, falls F* € C*(R™",R"), i =
1,...,d und A(u,w) = S w;DF(u) fiir alle v € R und w € RN{0} n reelle
Eigenwerte \;(u,w), ¢ = 1,...,n und n linear unabhéngige Eigenvektoren v*(u, w),
¢t =1,...,n hat. Sind iiberdies alle Eigenwerte paarweise verschieden, so heifit das
System (3-1) strikt hyperbolisch.

3.3 Beispiel. Die Wellengleichung
0u

ﬁ = C2AU in Rd
lasst sich als ein System von Erhaltungsgleichungen umschreiben. Man setzt dazu
ou ou
==, 01=1,...,d, ==
T LT
und findet
ov;  Pu Pu Ovgn ) p
ot otdx; Ox; 0t Ox; T
Qs _ O _ a0 _ ax 0
ot o2 — or? — ox;
Mit v = (v, ...,v441)7 erhalten wir dann
0 0 1 0 0 0 0 ... 00
@_ 0 0 ... 0 @+OO...1@++0.“0. @
ot | o et O oo | Oy Do 1 | Ozg
A0 ... 0 0 ... 0 0 0 ¢ 0
——DFI(v) ——DF2(v) — Dri()
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3. Hyperbolische Erhaltungsgleichungen 79

mit DFi(v) € R&*L4+HL i =1 . d, d.h. ein System von (d + 1) Erhaltungsglei-
chungen in R¢.

Die durch
0 0 0 w
Awaw):=| 1 1 0| €RTME
wi e wy . w0

definierte Matrix hat die Eigenwerte +c4/ Zf L w2, 0,...,0 und linear unabhéngige
H,_/

(d—1)-mal
Eigenvektoren. Die Wellengleichung ist also hyperbolisch, aber fiir d > 3 nicht strikt
hyperbolisch.

Existenz und Eindeutigkeit von Losungen im skalaren Fall

Ein Cauchy-Problem fiir skalare Erhaltungsgleichungen (n = d = 1) besteht darin,
eine Funktion u : R x R, — R zu finden, welche

% L 9 (fw) = 0, (a,t) €R xR, (3-2)

ot = Ox
u(r,0) = wu(r), zeR

fiir ein vorgegebenes f € C(R) erfiillt.

1,2

Im Fall von f(u) = au spricht man von der Advektionsgleichung. Ist f(u) = ju?, so

handelt es sich bei (3-2) um die Burgers’ Gleichung.

Die Charakteristiken der Gleichung (3-2) findet man durch Losen der Anfangswert-
aufgabe

2'(t) = f'(u(z(t),1), =(0) = zo. (3-3)
Ist z(t) eine Losung von (3-3), so ist u entlang der Kurve (x(t),t) im (x,t)-Raum
konstant, denn

— @—x(x(t),t)]j(U(x(t),t)erE(g;(t),t) — 0,
=& f (u((t),1))

d.h. u(z(t),t) = u(xe,0) = ug(xo), t > 0.

Aus 2'(t) = f'(u(z(t),t)) = f'(uo(zo)) = const folgt, dass die Charakteristik (z(t), )
eine Gerade im (x,t)-Raum sein muss. Diese hat die Darstellung

x=a(t) =20+t f(uo(x0)). (3-4)
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Kann man (3-4) fiir alle (z,t) € R x R, eindeutig nach z, auflésen, so hat man die
Losung

u(z,t) = uo(xo)
der Erhaltungsgleichung (3-2) gefunden. Dabei ist zy immer implizit durch
T =g+ f/(U(](SL’O)) -t
gegeben.

3.4 Beispiel. Fiir die Advektionsgleichung gilt f'(u) = a. Es folgt © = x¢ + at, d.h.
ro = x — at. Somit ergibt sich die Losung u(z,t) = ug(x — at).

Leider ist dies im Allgemeinen nicht moglich, denn (3-4) kann nicht immer eindeutig
aufgelost werden, da die Charakteristiken sich nach einiger Zeit schneiden kénnen.
Wir analysieren diesen Effekt am Beispiel der Burgers’ Gleichung

ou 0 (1 45\
a+a—x<§“) =0

u(z,0) = wy(zr) = —=x.

Mit f(u) = “72 und f’(u) = u ergeben sich aus (3-4) die Charakteristiken

le’o‘i‘tUO(.ﬁL’()) = x9 — txg :l’o(l—t), (3-5)
N——
=—x0
woraus wir
— 1
t_l’o x—l—iz——x—l—l,
Zo o To
P X
R

und somit

T —x
utet) = o) = (12 ) =
(s. Abbildung 13) finden.

Jede Charakteristik auf der Abbildung (14) geht durch die Punkte (z,0) und (0, 1)
im (z,t)-Raum. Man erhélt also an den Schnittpunkten von Charakteristiken mehr-
wertige Losungen der Gleichung. Eine klassische Losung kann aber nicht mehrwertig

sein. In diesem Fall bewegt sich die entstandene Unstetigkeit als schwache Losung
(Schock) fort.

3.5 Definition Eine Funktion v = wu(z,t) heift schwache Losung des Cauchy-
Problems (3-2), falls

// ( )?)i) dtd$+/RUO($)<ﬁ(SE,O)dx:0

fiir alle p € C}(R x R) = {¢ € C*(R x R) | supp ¢ kompakt} gilt.
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4 u(,x)
x
/ t=0 wu(r,0)=—-x
t=1
t=1 wu(z,i)=-2z

Abbildung 13: Beispiel einer Losungsschar

At (t=—-224+1)

o

| |

I I I

2 - 0 I 2
1’0:—1 .T():l 1’0:2
u=1 u=—1

Abbildung 14: Beispiel einer Charakteristikenschar

3.6 Bemerkung. Ist u eine klassische Losung, so auch eine schwache Losung.

Eine typische Situation, bei der Unstetigkeiten generisch auftreten, sind Riemann-
Probleme. Darunter versteht man Aufgaben, bei denen schon die Anfangsdaten un-
stetig sind, z.B.

au a B B - u, T < O,

Es lasst sich zeigen: Eine schwache Losung des Riemann-Problems ist z.B. die

Schockwelle
u;, T < St,

Uy, T > St.

ute) = wle) = {
Hierbei ist s durch die Rankine-Hugoniot Bedingung
_ ) — flur)

Uy — Uy
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gegeben.
Fiir die Burgers’ Gleichung gilt f(u) = ju? und somit folgt

2 2 1

1w —u; (g + )
§= =" = —(u; + u,.).
2w — U, o
A
t=20 t
Uuj
U,
x
xr=0 x = st >
Schockposition fiir t = 0 Schockposition fiir ein ¢t > 0

Abbildung 15: Schockfortpflanzung

Eine weitere Losung des Riemann-Problems der Burgers’ Gleichung fiir u; < u, ist
gegeben durch die Verdiinnungswelle

U, % < Uup,
U(l’,t): %7 UIS%SUM
Upy, § 2 Up
A
t: 0 ur
t
Uy
! \ >
Ult urt

Abbildung 16: Verdiinnungswelle der Burgers’ Gleichung

Man braucht also weitere Bedingungen, um die eindeutige Losbarkeit des Cauchy-
Problems zu sichern. Betrachte dazu die viskose Regularisierung der Erhaltungsglei-

chung, d.h.

ou 0 d%u
S T W) = 55 (@) eRx R, (3-6)
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u(z,0) = wo(z), x€R

fir 0 <e k1.

Die Aufgabe (3-6) ist nach Oleinik (1956) eindeutig in L>(R x R,) losbar, falls
ug € L*(R) und f € C'(R). Als Viskositititslosung bzw. Entropielssung der Erhal-
tungsgleichung bezeichnet man diejenige schwache Losung, welche sich als Grenzwert
e — 0 der Losungen (u.)s~o von (3-6) fast tiberall in R x R, ergibt und welche (3-6)
mit € = 0 erfiillt.

3.7 Definition. Es sei
L>®(Q) :={f:Q — R| f Lebesgue-messbar und || f||z~ < oo}

mit
[fllLee = esssup,eqlf(z)| = inf{a € R; p({z;|f(z)| > a}) = 0}.

3.8 Definition. Es sei u € L>(Q2), Q@ C R offen. Dann ist die totale Variation von
u durch

TV (u) = lim sup é /Q lu(z +¢) — u(z)| da.

e—0

definiert. Der Raum der Funktionen von totaler Variation ist dann

BV(Q) ={u e L*(Q) | TV(u) < cc}.

Es gilt nun das folgende Theorem, das wir als Richtschnur zur Entwicklung nume-
rischer Methoden nehmen werden.

3.9 Satz (Kruzkov). Das skalare Cauchy-Problem

ou 0

aﬂLa—x(f(U)) = 0, feC'(R),

u(z,0) = wp(z), wuy€ L®(R)

hat eine eindeutige Entropielosung u € L (R xR, ), die die folgenden Figenschaften
hat:

i) fuls Ol < fuo()llLe, £ =0

i) ug > vy = u(-,t) > v(-,t), t >0
iii) up € BV(R) = u(-,t) € BV(R) und TV (u(-,t)) < TV(up), t >0
w) up € L'(R) = [pu(z,t)de = [puo(x)dz, t >0
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3.10 Definition. Die Eigenschaften i) — iv) heiflen L>°-Stabilitét, Monotonie, TV-
Stabilitdat und Konservativitét.

3.11 Bemerkung. Der Satz kann auf mehrere Dimensionen x € R%, d > 1 erweitert
werden, was aber leider fiir Systeme nicht stimmt.

b) Grundlagen und Notationen

Vorgelegt sei das Cauchy-Problem

ou 0
_ —_— pr— >
55 (fW) = 0 zER >0

u(z,0) = wup(z), zeR.
Es sei fir Az > 0, At > 0 ein dquidistantes Gitter mit den Gitterpunkten (¢;, z;),
Jj €N, i € Z eingefiihrt, wobei t; = jAt, x; = iAx.
Elementares Verfahren

Es bezeichne uf die Annéherung fiir u(z;,t;). Wir approximieren dann

D gty ~ Ml )
J+l _

Dies liefert

w Ml flul) — fluly)

0, jeEN,ieZ,

At 2Ax
w = (), i€Z,
was sich als eine explizite Iteration
‘ At ‘ ‘
1
Ug+ = U — E(f(ug—i-l) - f(ug—l))
= H(ug—lvugvug+1)7 j GN,Z EZ7

mit der Verfahrensfunktion H umschreiben lasst.

In der Praxis rechnet man auf kompakten Gebieten, d.h. x € [0, L], t € [0,7] und
z.B. mit periodischen Randbedingungen u(0,t) = u(L,t), d.h. man wéhlt

L
Ar = U r;,=1iAzx, i=1,..., M,
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T
At - N, t]:]At, iZO,...,N,

Es wird sich zeigen, dass das elementare Verfahren keine guten Stabilitétseigenschaf-

ten besitzt. Eine Abhilfe ist es, u] durch %(uf at ul_,) zu ersetzen. Dies liefert das
sogenannte ,,Lax-Friedrichs-Verfahren“

' 1 . , At ; '
Wt = §(U§+1 +uly) — E(ﬂu?ﬂ) — fui)

= H(u]‘—lv ugv ug—l—l)'

Die Linienmethode

Betrachte

O 9 b)) = 0, 0<e<l, t>0,

ot Oz
u(0,1) u(l,t), t=0,
u(z,0) = wp(z), 0<z<1.

Wir wihlen {z; = iAz|i=1,...,M}, Az = 5; als Raumgitter und definieren den
Gittervektor

v(t) = (ut, 1), ult, zs), ..., ult,zyr)) = (vi(t),va(t), ..., vp(t)) € RM

auf dem Zeitlevel ¢. Wir ersetzen nun —%1; = ——(% (f(u)) durch
f(vis1(t) — f(viea(2)) -
/
v (t) = < AL , 1=2,...,M -1

Mit den periodischen Randbedingungen folgt

vi(t) = — (f(vz(t))2_A£(UM(t))) ;o (vo = vnr),
vy(t) = - (f(v1(t)) ;AngUM_l(t))) , (U = 1)

Wir erhalten also ein System gewohnlicher Differentialgleichungen der Form

V(t) = Fas(ot), v(0) =1°

mit
O 1 0 --- 0 0 -1 flv)
10 1 -~ 0 0 0 Flvs)
X 0 -1 0 0 0 0 (vs)
Fag(v) = ~5AL : : : ,
0 0 0 0 1 0 fvar—s)
0 0 0 -1 0 1 fuar—1)
1 0 0 - 0 -1 0 Flom)
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UO = (UO(Il),...,Uo(IM))TERM.

Zur ersten Analyse der Stabilitéit unserer Verfahren wéhlen wir f(u) = au, d.h. die
Advektionsgleichung

% + a% =0
ot or
als Testgleichung. Dann erhalten wir als Liniensystem
V'(t) = Apv(t),  v(0) =° (3-7)
mit
0 1 0 0o 0 -1
-1 0 1 0 0 O
0 -1 0 0 0 O
a
Apg = ——— : - : : : M,M -
o= oo | r s erm )
0O 0 0 - 0O 1 0
O 0 0 - -1 0 1
1 0 0 - 0 -1 0
v = (up(m),...,uo(za))’ € RM,

3.12 Bemerkung. Es gilt AX = —Aa,, d.h. A ist schiefsymmetrisch, und es folgt
o (AA:(:) C R.

In unserem Fall kann man die Eigenschaften explizit angeben, denn A, hat die

Eigenwerte .
A = a4 sin(2rkAx), 1<k<M
Az

und die Eigenvektoren w” mit

(wh); = exp(2mikiAz), 1<k, 1< M.

Die Eigenwerte liegen auf der imaginiren Achse zwischen —Z% und £-.

Fiir die Zeitdiskretisierung der Anfangswertaufgabe (3-7) ist also ein Verfahren emp-
fehlenswert, fiir welches AtA (1 < k < M) im absoluten Stabilitdtsbereich liegt.

Volldiskrete Modelle

a) Euler-Cauchy-Vefahren:

Diskretisierung von (3-7) mit dem Euler-Cauchy-Verfahren liefert gerade das
elementare Verfahren. Das Stabilitatsgebiet des Euler-Cauchy-Verfahrens ist
gegeben durch

S={zeC]| |z+1] <1}.
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Man bendétigt somit
14+ AtN] <1, 1<k<M. (3-9)

Die Bedingung (3-9) ist jedoch wegen At), € iR\{0}, 1 < k < M niemals
erfiillbar.

3.13 Bemerkung. Das Verfahren kann aber konvergent sein fiir At, Az — 0,
falls zusétzlich % — 0 gilt. Dann folgt

A
At )\, = A—;ia sin(2rkAx) - 0fir 1 <k <M

und die klassische Stabilitdt des Euler-Cauchy-Verfahrens, d.h. 0 € S genfigt
dann eventuell, um die Konvergenz des elementaren Verfahrens zu sichern.

Lax-Friedrichs-Verfahren

Unter Beachtung von
1

. . 1 . .
S(ufy F i) =ul + 5(“?-1 — 2u] + )

2

ergibt sich
i1 . aAt . . 1 . . . . .
u! :uf—E(uf+1—u§_1)+§(ug_1—2u§+ug+1), i=1,...,M,j=0,...,N

und uy = wy,, Uy, = wp. Dies ist dquivalent mit

J+1 J I ] 2 J 9, J

At YT 9Ar T oAd Aa? (3-10)

firi=1,...,M, j=0,...,N. Das Schema (3-10) entsteht als eine Diskreti-
sierung von

Ou (2 0 g cpct, 120
ot "o T~ fonr T=T=T O TED

u(z,0) = wp(z), 0<z<l1,
uw(0,t) = wu(l,t), t>0

mit € = %, d.h. der viskosen Regularisierung der Erhaltungsgleichung. (3-10)

erlaubt auch, das Lax-Friedrichs-Verfahren in Linienform zu interpretieren.
Sei v'(t) = Bagv(t), v(0) = v° mit

2 1.0 --- 0 0 -1
1 2 -1 - 0 0 0
! 0 -1 2 - 0 0 0

Bao =Ane—com | 0 00 e RMM (3-11)
0 0 0 2 —1 0
0 0 0 -1 2 -1
1 0 0 0 —1 2
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Man erhélt dann das Lax-Friedrichs-Verfahren aus (3-11), indem man (3-11)
mit dem Euler-Cauchy-Verfahren diskretisiert. Im Fall ¢ = ?—Xj < 1 ist also

die Matrix BAJ; eine Slérung der Matrix AAJ;. BAx hat dle Eigenwerte
0 COS( 4T X
k) k) j 2 Y — — Y

wobel A\, = %sin(?kaa:), 1 < k < M die Eigenwerte von A, sind, und
dieselben Eigenvektoren w*, 1 < k < M wie Ap,. Fiir e = A% ssst sich

2AT
zeigen At puy, € S, d.h. |1+ At | < 1, falls |44 < 1.

Die Erhaltungseigenschaften

Wir versuchen, die Erhaltungseigenschaft des Kruzkov-Theorems auf den diskreten
Fall zu iibertragen.

Es seien Az, At > 0, z; = iAz, t; = jAt, und ui sei eine Approximation fiir die
Losung u(z;,t;) der Erhaltungsgleichung. Alle unsere Verfahren haben die Form

- L . »
w]T = H(ul_y,ul,ul,y), jeENi€Z,

K3 [

UO = Uo(SL’Z’), 1 € 7.

7

3.14 Definition. Ein Differenzenverfahren w™" = H(u]_,,u},w} ) heifit in Erhal-
tungsform geschrieben, falls

At » ~
H(u-1,ug,u1) = ug — E(F(an uy) — F(u_1,uo))

mit einer Flussfunktion F': RZ — R gilt. Das numerische Verfahren heifit dann auch
konservativ. Die numerische Flussfunktion F' heifit konsistent mit der kontinuerli-
chen Flussfunktion f, falls F'(u,u) = f(u).

3.15 Beispiel. Wir betrachten folgende Verfahren.

a) Elementares Verfahren:

1 i A i i
u; = U — ﬁ(f(uz+l) - f(uz—l))
= = 5 (U0 + A = () + f) ).

Mithin ist

Flu,v) = 2(F)+ 7)), Fluu) = fu)
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b) Lax-Friedrichs-Verfahren:

. 1 . . At j j
ul " = §(UZ+1 +ui ) - E(ﬂu?ﬂ) — Fi).

Man erhéilt dann

F(u,v) = 5 (uw—v) + %(f(U) +f(0)s Flu,u) = fu).

Beide Verfahren sind also konservativ und konsistent.

3.16 Lemma. Ist das Verfahren u!™" = H(uf_l,ug,ugﬂ) in Erhaltungsform ge-
schrieben, so gilt fiir alle u = (u))icz € 1" und Hul = (ul™)icz € I' mit H : ' — 1

die Relation o .
> (Hul)i =) ul.

i€Z i€z
3.17 Bemerkung. Bekanntlich ist

o= {)ez] (3 ul)" < o0}, 1<p< oo,
€L
1® = {(v)iez] sup |v;| < 0o}.
€L

Beweis: Es gilt

Z(ﬁuj)l = Zug—l—l = ZH(ug—lvugvug—H)

i€l icZ icZ
At - .
- Z [uf — A—x(F(uZ,uZH) — F(uz_l,uf))}
i€z
_ J At (0, J J J
- uz_A—x(ZF(uwuz—i—l)_ZF(uz 17“7,))
iE€EZ iEZ i€Z P
=0
= > ul, jeN
i€Z

O

3.18 Bemerkung. Im Fall periodischer Randbedingungen auf [0, L] ist die Summe
> ez durch M., M- Az = L zu ersetzen.
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Komnsistenz von Verfahren

3.19 Definition. Ein Verfahren v} = H(u]_,,u,u’,,) hat die Konsistenzordnung
p, falls gilt

é(ﬂ(w,t + At) — H(u(x — Az, t),u(z, t),u(z + Ax,t))) = O(Az?) + O(A®).

Dabei bezeichnet @ eine klassische Losung der Erhaltungsgleichung

ou 0

T %(f(u)) = 0.

Fiir ein konservatives Verfahren mit Flussfunktion F' und Konsistenzordnung p folgt

(L)t = “EIFEOZUED L (e, ), (e + A1)
0

—F(u(x — Az, t),u(z,t)) = O(AzP) + O(AL).

Fiir die Entwicklung des Konsistenzfehlers ldsst sich zeigen:

3.20 Satz (ohne Beweis). Sei H ein konservatives numerisches Verfahren fir die
Erhaltungsgleichung % + a%( f(u)) = 0 mit konsistenter numerischer Flussfunktion
F. Sind F e C3(R2,R), f € C3(R,R) und \ = RL fest, so gilt fir jede klassische
Lésung

(L) (2, 1) = — AL a% <B(H, A)%) (z,1) + O(A®2)

B = 5 5 (G + g ) ww)) = ()]

Ist also H ein Verfahren erster Ordnung fiir 2%+ 2 (f(u)) = 0, d.h. B # 0, dann ist
H eine Approximation zweiter Ordnung von der parabolischen Differentialgleichung

ou 0 0 ou
Erl %(f( u)) = At%(B(U A)ax) (3-12)

Die parabolische Gleichung (3-12) heifit ,,modifizierte Gleichung“. Das numerische
Verhalten ist also immer nidher an der modifizierten Gleichung (3-12) als an der
Erhaltungsgleichung.

3.21 Definition. Der Term At¢ B heifit numerische Viskositét.

Aus Griinden der Stabilitétstheorie parabolischer Gleichungen sollte At B > 0 gelten
und aus Konsistenzgriinden sollte At B nicht zu grof3 sein.
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3.22 Beispiel. Wir betrachten fiir die Advektlonsglelchung ;T ag“ = 0 die fol-
genden Verfahren.

a) Elementares Verfahren

Man findet B(u, \) = —% < 0, was auf ein instabiles Verfahren hinweist.

b) Lax-Friedrichs-Verfahren

Hier gilt: B(u,\) = 53 (1 —

( ) ), d.h. B(u, A) > 0, falls |42 < 1. Dies
liefert die Emschrankung A <

ZB
L an das numerische Gitter.

la

Die CFL-Bedingung

Vorgelegt sei die Advektionsgleichung 4 8“ + aau = 0. Die Charakteristiken der Ad-
vektionsgleichung werden durch

2(t) = f'(u(x(t),1)) = a,  2(0) = o

gegeben, denn f(u) = au. Damit folgt © = z(t) = zo + at, d.h. t = =2 = 1p 20,
Dies stellt eine Gerade im (z,t)-Raum mit Steigung % dar.

A

«~—— Steigung é

Abbildung 17: Charakteristiken der Advektionsgleichung

Die Information, gegeben durch die Anfangsbedingung, wird durch die kontinuierli-
che Gleichung mit Geschwindigkeit a transportiert. Im diskreten Verfahren mit Ver-
fahrensfunktion H hat man Informationstransport mit der Geschwindigkeit :tﬁ

Die Bedingung }aAt} < 1,dh. | < At, bedeutet also, dass der analytische Infor-
mationstransport langsamer ist als der diskrete Transport. Das numerische Schema
kann dann Information mit der Geschwindigkeit a transportieren. Ist dies nicht der
Fall, so kann das numerische Verfahren nicht konvergent sein.

Im nichtlinearen Fall 24 + 2 (f(u)) = 0 lautet die Bedingung;:

At

}f’(v)—x\ < 1 fiir alle v € [—||u/|oo, ||t|oo), (3-13)
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tA
2At 1
At
1 1 1 »
Li—1 X Tit1 T

Abbildung 18: Charakteristiken der diskretisierten Advektionsgleichung

wobei u die wahre Losung der Erhaltungsgleichung ist.

3.23 Definition. Die Bedingung (3-13) heifit die Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung
oder kurz die CFL-Bedingung.

Die CFL-Bedingung ist also notwendig, aber nicht unbedingt hinreichend fiir die
Konvergenz.

c) Konvergenztheorie fiir die Differenzenverfahren

Vorgelegt sei das Anfangswertproblem

ou 0
— >
n + P (f(u)) =0, z€eR, t>0,

u(z,0) = wup(z), xe€R.

Zur Erstellung eines diskreten Modells wéhlt man die Schrittweiten At, Az > 0.
u] bezeichne die numerische Approximation fir w(x;,t;) mit z; = iAx, t; = jAt
fiir © € Z und j € N. Mit dieser Notation schreibt sich das Differenzenverfahren in
Erhaltungsform:

ul ™t = H(uly ] ui) = ] = ME (] ulyy) = Ful_y, ),

wobei A = 2L und F' die numerische Flussfunktion mit F(u,u) = f(u) ist. Der

Kounsistenzfehler lautet dann

(Lu) (2, 8) = — (u(e.t + Af) — H(u(z — Az, 1), ule,t), ulz + A, 1))

At
~u(z,t+ At) — u(x,t) 1,4 .
= At + N (F(u(z,t),u(z + Az, t)) — Flu(z — Az, t),u(z, 1))).

Sei nun v = (v;);ez. Wir identifizieren die Folge v mit der stiickweise konstanten
Gitterfunktion v definiert durch v¢(z) = v; fiir z € [(i — $)Az, (i + 3)Az), i € Z.
Ferner setzen wir u®(t;, z) = ul fiir v € [(i — 3)Az, (i+ 3)Az), i € Z. Ist nun u(t, v)
die Losung der Erhaltungsgleichung, so bezeichnet

M (t;, ) = Tu(ty, v) —us(t;, ), xR
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den Fehler auf dem Zeitlevel ¢ = t;. Um das Differenzenverfahren in kompakter
Form zu schreiben, setzen wir v/ = (u]);ez und definieren H(u’) durch (H(v)); =
H(u]_y,ul,ul,,), i € Z. Ferner identifizieren wir v’/ mit u®(¢;, -) und schreiben ebenso

Wty @) = H((t;,))(@), @ €R,

Wir untersuchen nun den Fehler fiir ¢ € [0,7]. Seien At = & > 0, Qa, = {t; =

JjAt]|j=0,...,N}. Der Raum V aller stiickweise konstanten Funktionen iiber x sei
mit einer Norm || - || versehen. Wir betrachten zunéchst den linearen Fall, d.h. die
Advektionsgleichung.

3.24 Definition. Das Verfahren /™! = H(u?) heift stabil beziiglich | - ||, falls ein
C > 0 mit

~ H
||H||:SUP{%|U%O,UGV}§1+0At

existiert. Es heifit stark stabil, falls C' = 0.
Aus Definition 3.24 folgt ||H7|| < C fiir j € N und jAt < T, denn
|H|| < |H| < (1+ CAtY < exp(CAtL) = exp(CjAL) < exp(CT) =: C.

Dies wird héufig zur Definition der Stabilitdt eines Verfahrens zur Losung der Ad-
vektionsgleichung herangezogen.

Fiir eine auf [(i — §)Az, (i+ 3)Az[, i € Z stiickweise konstante Funktion v € LP(R)

gilt
1/p 1/p 1/p
anm:( / |v<x>|p) = (AwZ\v(m)\p) = (Ax)'? (Ziw\”>

1E€EL 1EZ

= (A2)?[jv]]i.

Dies unterscheidet sich nur um den Faktor (Ax)Y? > 0 von der klassischen Norm
auf [P(Z) und erzeugt die selbe Normtopologie.

3.25 Satz. Vorgelegt sei das Differenzenverfahren w/t' = H(u?) mit einer konser-
vativen und konsistenten Verfahrensfunktion H gegeben durch

(H(W)) = H(u]_y,ululyy), i€

fur die Advektionsgleichung

ou ou
E%_*_aﬂ 5; = 07 T E]R, t(E[O#TL

u(z,0) = wup(z), zekR
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Es gelte | H|| < 1+CAt. Auf dem Gitter Qa, = {t; =jAt|j=0,...,N}, NAt =
sei der Operator Ty : V8t — V9t durch

(Tar)(u) = (uo U, Alt (Wt — H(uj)), j=0,...,N — 1)

fiir u = (u°, ..., ulN) € V¥« gegeben. Dann geniigt Ta, einer Stabilititsungleichung

[ = vljoo < C - | Tar (1) = Tar(0) oo,

wobei ||ullo = || (u°, ..., u™) |l = max{||w’| | =0,..., N}.

Beweis: Seien v = (v°,...v"), w = (v, ..., w") beliebig. Dann erhalten wir
Tae(v) = Tar(w) = g = (¢° ... g")

mit ¢° = v"—w®und ¢/ = %; (v —H (UJ D — (wi — H(wi™Y))), j

=1,..., N. Letzteres
ist gleichbedeutend mit ¢° = v° — w® und Atgé + H(vi~!) — ﬁ(wﬂ 1) = vl —w,

j=1,...,N. Dies liefert
lo? — ]| < || H@™) ~ B ™) ||+ Atlg|| < (1+ CAL) [~ — wi ™| + Atllg7].

~~

:I_{'(vjfl—wjfl)
Wie im parabolischen Fall (Vgl. Kapitel 2, Abschnitt e)) folgt dann induktiv
. . . j .
[ — || < (14 CALY[|g°] + D (1 + CALY™*- At g
k=1
und unter Beachtung von 1 + CAt < exp(C'At) ergibt sich ferner

lv) = w'|| < exp(CT)(1+ T) max{|lg"| |k =0,....N}.

~
=llglloo

Somit ist die Stabilitdtsungleichung bewiesen. OJ

3.26 Beispiel (Lax-Friedrichs Verfahren im linearen Fall). Unter der CFL-Bedingung
folgt

j j
g Uit Ui, Ata g 1 1— Ata) ; 1 1 @
u; = 5 2A$(ui+l ui_q) = 9 Az Ujyy T + Az

1 Ata 1 Ata , ,
- (! 1 (. Ata il ; = |||, i€ Z.
= (2 <1+ A:E)+2<1 A:):)) mexfunly £ €2} = el e 2

Somit erhalten wir

[l = [HE oo < [[t]cc,

dh. || Hlloo < 1, falls [32] < 1.

© Johannes Schropp 13. Juli 2017



3. Hyperbolische Erhaltungsgleichungen 95

3.27 Bemerkung. Betrachtet man nun den nichtlinearen Fall, d.h. die Erhaltungs-
gleichung

8u 8
— = >
v + (f(u)) 0, zeR, t=>0,

U(ZL’,O) = UQ(ZL'), r €R,
so bendtigt man fiir das numerische Verfahren w/*' = H(u?) die Ungleichung
|H (o) = H(w))| < (1+CA)[|o? —u]. (3-14)

Der Beweis von Satz 3.25 ldsst sich dann auch auf den nichtlinearen Fall iibertragen.
Man beachte aber, dass (3-14) nur unter der CFL-Bedingung fiir ein gegebenes
Verfahren gezeigt werden kann.

3.28 Satz (Konvergenzresultat). Seiw/™ = H(u) ein Differenzenverfahren fiir die
Erhaltungsgleichung

ou 0

—_— _ prmm— >

8t+8z(f(u)) 0, z€R, t>0,
u(z,0) = wp(z), x€eR,

und es existiere eine eindeutige glatte klassische Losung @ fir v € R und t € [0,T].
H sei stabil beziiglich || - || im Sinne von (3-14) und konsistent der Ordnung p. Dann
ist das Verfahren konvergent der Ordnung p beziglich || - ||.

Die von Neumannsche Stabilitit

Wir untersuchen nun die Stabilitéit der linearen Advektionsgleichung beziiglich der
| - || z2(r)-Norm definiert durch

ol = ( [ 1o ac) "

fiir v € L*(R). Wir wihlen ein festes Az > 0 und interpretieren

(Hv)(z) := H(v(z — Az),v(z), v(z + Az))
= c_1v(x — Az) + cou(z) + cv(z + Az), c_1,co, c; fest

als einen Operator auf LA(R), d.h. H : L*(R) — L2(R).

Im Fall der L2-Norm kann die Stabilitiit leicht durch eine Fourieranalyse iiberpriift
werden. Zu einem v € L?(R) ist F(v) € L*(R) gegeben durch
1
F(v :—/U:Bex —1x€) dE, € R,
(v)(€) \/%R()p( §)dg, ¢
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die Fouriertransformierte von v. Nach dem Satz von Plancherel gilt

1F()llz2 = [Jo]] 2.

Auflerdem lésst sich die Fouriertransformierte der Translationsabbildung v,(-) =
v(-+y) (y € R fest) leicht berechnen geméif

F(vy)(§) = exp(i€y) F (v)(E).

Damit folgt fiir ein Verfahren in Erhaltungsform fiir die Advektionsgleichung, d.h.
fiir

ugH = H(ug—p ug, ug+1) = C—lug—l + coug + C1ug‘+1 (3-15)
bzw.

—

(Hv)(x) = H(v(x — Az),v(x),v(x + Ax)) = c_jv(z — Az) + cov(x) 4+ crv(z + Ax)
(3-16)
wegen der Linearitdt der Fouriertransformation sofort

F(H0)(E) = caF(v-na)(€) + F(0)(€) + 1 F (vas)(€)
= corexp(—iAz&) F(v)(§) + coF (v)(§) + c1 exp(iAzE) F (v)(E)
= (copexp(—iAzg) + o+ ¢ exp(z'AxQ)f(v)(g)
=p(&)

= pOF(V)(E)

Der Term p(£) = c_y exp(—iAzE) 4 ¢o + ¢1 exp(iAz€) heift das Symbol von H.
Wegen
1]z = |F(Ho)ll2 = llp- F()llze < sup{|p(€)] | € € R} - | F(w)]|12
= sup{|p(§)[ | £ € R} -[|v]r2

folgt .
[H][> < sup{lp(€) [ & € R} = [[p]| L.

3.29 Satz (von Neumann). Das lineare Verfahren H der Form (3-15) ist stark
L?-stabil, falls

sup{[p(¢)] [ € R} < 1.

3.30 Beispiel. Wir wenden nun den von Neumannschen Satz auf die folgenden
Verfahren an.

a) Elementares Verfahren:

j+1 j _ Ata j
us u: — u: —U;_+).
i 7 22:(:( i+1 i 1)
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Man erhélt p(¢) =1 — 42 - isin(Az€) und damit

2.2

At“a® |
P(OF = 14+ 505 sin?(Aag) > 1

b) Lax-Friedrichs-Verfahren:

J J
g+l Wit Uiy Ata

u; = 9 2Ax(ui+1 _Ug—l)-

Es folgt p(¢) = cos(Az€) — iftasin(Az¢) und somit

PO = co(Axe) + (AA—t) Sin?(Ace).

Damit gilt
sup{|p(§)| | € € R} <1,

falls (%) < 1. Also ist das Lax-Friedrichs-Verfahren unter der CFL-Bedingung
stark L2-stabil.

L*>°-Stabilitdt und TVD

Wir kommen nun zu zwei weiteren Eigenschaften, die ein ,,gutes“ numerisches
Verfahren fiir die Erhaltungsgleichungen haben sollte. Fiir die Entropielosung des
Kruzkov-Theorems gilt

Ju( )z < |luo()l[ze, >0 (L>°-Stabilitit)
und

TV (u(-,t)) < TV(ue(-)), t>0. (TV-Stabilitét)

3.31 Bemerkung. Ist v(z) eine auf [(i — 3)Az, (i + 2)Az), i € Z stiickweise
konstante Funktion zu (v;);ez, so ldsst sich funktionalanalytisch zeigen:

) = lim — /|v:c—|—€ — |dx—zm+1
e—0 &

€L

und
||| e = sup{|v;| | @ € Z}.

Man definiert nun die diskrete L>°-Stabilitdt und TVD wie folgt.

3.32 Definition. i) Das durch H definierte Schema ist stark L>-stabil, falls

|Holl= < o]z
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fiir alle auf [(i — $)Az, (i + $)Az), i € Z stiickweise konstanten v € L*(R).

ii) Das durch H definierte Schema ist TVD (total variation diminishing), falls
TV(Hv) < TV (v)

fiir alle auf [(i — $)Ax, (i + $)Az), i € Z stiickweise konstanten v € BV(R).

iii) Das durch H definierte Verfahren heiftt monoton, falls mit (H (u/)); = H (ul_,,u!, u? 1)
1 € 7 gilt

OH
8’&2'

(u_l,uo,ul) > 0, Z:—l,o,l

iv) Das durch H definierte Verfahren heiBt ['-kontrahierend, falls

IHW) = H@)|n < [l = |, jEN

3.33 Satz. a) Jedes durch H definierte monotone Schema ist I'-kontrahierend (Be-
weis Ubung).

b) Jedes durch H definierte I'-kontrahierende Schema ist TV D.

Beweis:[Teil b)]

Fiir die Folge (u;);ez bzw. fiir die Gitterfunktion u(z) = w;, x € [(i — 1/2)Ax, (i +
1/2)Ax[, i € Z definieren wir die Folge (v;);ez bzw. ihre Gitterfunktion v(z) durch

v; = w1, @€ Z. (Shiftoperator)

Dann gilt

TV(@W) = > luip—u|= > | —vig | = [Ju—vp.

1E€EL 1€EZ

Sei nun das Verfahren I'-kontrahierend, so gilt mit v/ = u/_,, v/*1 = H(v7) sofort

TV(@Wt) = [t — oy = [[HWw) — H@)|p < o =o'
= TV (W), j €N,
d.h. das Verfahren ist TVD. O

3.34 Satz (ohne Beweis). Sei H ein konsistentes, konservatives und monotones
Verfahren mit glatter numerischer FlufSfunktion, so ist H hochstens von erster Ord-
nung.
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3.35 Beispiel (Lax-Friedrichs-Verfahren). Betrachte das Lax-Friedrichs-Verfahren

ugﬂ + u{_l B )\f(ug+1) - f(ug—l)
2 2

J+1 J J ,,J _
u; = H(ui-i-l’ui’ui—l) =

mit A = &L und einem f € C*(R). Es gilt

Az
ST = Uiy U _ Uiy — Uy ). flui) = fluiy)
i o J J
2 2 Wip1 — Wi

J J J J
Wi T Wiy Uy — Uy 1/ ed
_ A J
: . G
mit gg' € [min{ug_l, u§+1}, max{ug_l, ufﬂ}] Mit der CFL-Bedingung folgt |)\-f’(§ij)| <
1,4 € Z, j € N und somit

J J J J
1 Wi tu_ U — U .
q+ i+1 i—1 Oz]- i+1 i—1 |O‘i| S 1’

1 2 1 2 )

Jj+1

woraus sich w]" €] min{w]_,,u],,}, max{u] ,,u]_;}[ ergibt, d.h. wir erhalten

[l | < maxc{jul_y |, [l ]},
und es folgt

[Hw e = [/ |z = sup{|uf™| | i€ Z}

< sup{max{ful_y|, [ul.s[} |i € Z} = |Ju’| .

Also ist das Lax-Friedrichs-Verfahren stark L*°-stabil, falls die CFL-Bedingung gilt.
Es lasst sich iiberdies zeigen, dass die CFL-Bedingung auch die TVD-Stabilitat des
Lax-Friedrichs-Verfahrens impliziert.

3.36 Beispiel (2 weitere Verfahren). a) Das Upwind-Verfahren: Es hat die Form

. o . .
U?“ = Uf -3 (f(ugﬂ) - f(ug—1)>
+§(|a(UZ,UZ+1)I (ulyy — ) — Ja(ul_y,ud)| - (ul —ul_y))

mit A = 2L und a(u,v) = W Das Upwind-Verfahren ist ein Verfahren in

Erhaltungsform mit der Flussfunktion

F(u,v) = %(f(u)+f(v)) N M@_U)j
d.h. f(u), falls a(u,v) >0
) u), talls a(u,v) >0,
F(u,v) = { f(v), falls a(u,v) <0
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100 3. Hyperbolische Erhaltungsgleichungen

sowie F'(u,u) = 2(f(u)+ f(u)) = f(u). Es ldsst sich ferner zeigen, dass das Upwind-
Verfahren unter der CFL-Bedingung TVD— und L*-stabil ist.

b) Das Lax-Wendroff Verfahren:

W =l = A (P ) = Felud)) = Hely ), A:%
mit
Flu) = 3 (f(u)+ () + 5o v)(u— )
und

Es gilt F(u,u) = 1(f(u) + f(u)) = f(u), d.h. das Verfahren ist konsistent und in
Erhaltungsform geschrieben. Man kann zeigen

11 [/ 0OH OH 2
B = —|=|=— —(f = 0.
N = 3 |5 (gt + Gt wa)) = ()| = 0
Also hat das Verfahren die Konsistenzordnung 2 an hinreichend glatten Losungen

einer hyperbolischen Erhaltungsgleichung.
Das Lax-Wendroff-Verfahren ist nicht TVD.

Konvergenz gegen schwache Losungen

Wir untersuchen das Verhalten von konservativen Verfahren bei schwachen Losun-
gen.

3.37 Satz (Lax-Wendroff). Es sei durch uit! = H(u?) ein konsistentes und kon-
servatives numerisches Verfahren fiir die Gleichung

@Jraﬁ(f(u)) = 0, zeR, t>0,

ot
u(z,0) = wp(z), xzeR

mit f € CY(R), ug € L°(R) gegeben. Betrachte eine Folge {2, }nen von Gittern mit
den Schrittweiten {(At,, Axy) bnen, fir die At, — 0 und At" =\, n € N mit einer
festen Gitterkonstanten A > 0 gilt. Die numerische Losung zur Schrittweite At sei
Uy, dohouly(t,z) =ul, x € [(i—1)Az, (i+3)Az), i € Z, t € [(j—3)AL, (j+3)AL),
j € N sei als eine konstante Gitterfunktion aufgefasst. Angenommen, die Folge
(U, Jnen erfiilt

VI'>0 3R>0 VYneN TV(ul, (1) <R, 0<t<T (3-17)
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und es gibt ein u so, dass auf jedem Kompaktum @Q = [a,b] x [0, T

T b
/ / lup, (z,t) —@(x,t)[dedt — 0  firn — oo (3-18)
0 a

gilt. Dann ist w eine schwache Lésung der Erhaltungsgleichung.

3.38 Bemerkung. Jedes TVD-Verfahren mit uy € BV erfiillt die Voraussetzung
des Satzes von Lax und Wendroff, d.h. konvergiert auch an einer schwachen L&sung.
Aus (3-18) folgt dann |lug, —llr1(g) — 0 fiir n — oo.

Beweisskizze: Das numerische Verfahren lautet

ug—i—l = H(uz 17uzvuz+1) uz - E [F(uj uj ) - F(UJ U])] .

Sei nun ¢ € C3(R x R) beliebig, aber fest. Multipliziere die Verfahrensvorschrift mit
o(z;,t;) und ﬁnde

AL R AL . .
(p(:L’Z,t )ug+1 = @(xivty')ug - A—lﬁp(xlv )[F( Uz, z+1) F(ug—lvug)}v (S Zv S N.
Summiert man die obige Identitédt {iber ¢ und j, so ergibt sich
Y . :
ZZ‘P Tyt j+ ZZQO Ziy t; uzauz+1) F( Ui _q, i)} =0,
7j=0 i€Z j =0 i€Z

wobei die Summen wegen der Kompaktheit von supp ¢ endlich sind.

Ferner benétigen wir die Formel der partiellen Summation:

m m—1
Zaz(bz - bi—l) = Upmbp — arbr—1 — Z(ai-‘rl - ai)bi7 r<m.

deren Beweis durch Induktion erbracht wird.

m = r: Trivialerweise bekommt man

r r—1
Z az(bz - bi—l) = arbr - arbr—l = arbr - arbr—l - Z(ai-l-l - ai) .

=0

m — m + 1: Es ergibt sich

m—+1 m
Z a;(bi —bi—1) = Z a;(bi — bi—1) + amy1bpms1 — Gpgrbiy
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(1) m—1
- a'mbm - a'rbr—l - E (ai-‘rl - a'z)bz + a'm—i-lbm-‘rl - am—l—lbm
=T
m
= Qmt1bmi1 — apbr—1 — E (ai—l-l - ai>bi-
i=r

Wir wenden nun partielle Summation an und finden

Z (i 1) (W] ™ = u)) = (i, to)ud = D (plirtj1) = @l ty))ui ™
=0 T-—,b—/ =0
=ib;—b;_1
und
Z‘P Ly f i i‘+1z_ F(ug—lvugl) = - Z (So(x%lvtj) - Qp(xivtj))ﬁ(ugvuz—i-l)
ez ~ . i€Z

Somit folgt

, At = P N .
ZZ‘P xw j+1 g) + E Z Z@(xlvt]) [F(uz7uz+l) - F(uz—buz)]

7=0 i€Z j=0 i€z
- _ng tho u - ZZ xla ]+l S0($Z’t]))uz+1
i€EZ 7=0 i€Z
ZZ xz—i—la @(xi’tj))p(ug’ug+1) =0.
] =0 i€Z

Multipliziere dies mit Az und finde

Az At {ZZ( ACLR) @m’tﬂ')) ult! (3-19)

7=0 i€Z
Ww\T; 7 Xy, t r j j
—I—ZZ ( + SO( j)) F(ug,ugﬂ)} = —Aa:ng(a:i,to)u
j=0 i€Z i€Z
Wir fiihren nun den Grenziibergang At, — 0, A = ﬁ—; konstant, fiir jeden Term

in (3-19) separat durch. Dafiir schreiben wir préziser uy, (v;t;) statt ul, um die
Abhéngigkeit von n zu betonen. Unter Beachtung von (3-18) und der Glattheit von
@ lésst sich zeigen:

A(L‘n At ZZ( ,’L’zv ]+1 gp(xzatj)) uAtn x“ ]+1 / / ZZI' t dr dt

7=0 i€Z

Az, Z @i, to)uny, (T, to) — / o(z,0)u(x,0)dx
R

1EL
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fir n — oco. Den dritten Term in (3-19) miissen wir etwas genauer behandeln.
Aufgrund der Glattheit von F' zeigt man, dass es zu v € R ein L = L(u) > 0 mit

A ~

|F'(v,w) — F(u,u)| < L-max{|v—u|,|w—ul|} fiir v,w mit [v—u|, |lw—u| <e

gibt. Somit folgt

A

|F(uhy, (@, 0),uly, (T4 Az, 1) — fupy, (2,1))]
B (uag (2,1), i (5 A, 1) — Py, (2,0, s, (5,0
<L |ucAtn($ + Azp,t) — ucAtn(x>t)|-

Da nun uj, eine Funktion mit beschrénkter totaler Variation ist und (3-17) gilt,
kann man die Giiltigkeit von

U, (@ + Awn, ) — uiy,, (2,8)] = 0

fir n — oo, t > 0 und fast alle x € R zeigen. Also lédsst sich die numerische
Flussfunktion F(u&, (x,t),u%, (r+ Az,t)) durch f(u%, (x,t)) approximieren mit
Fehlern, welche fast iiberall verschwinden. Insgesamt erhélt man dann

> Tir1,t5) — (X, t; A c
A 0ty Y 5 (A=) P, (o), (1,1)

T
j=0 i€Z n

= 19
H/O Aa—i(x,t)f(ﬂ(t,x))dxdt fiir 1 — oo.

Da dies fiir alle Testfunktionen ¢ € C3(R x R) gilt, ist @ also eine schwache Lésung
unserer Erhaltungsgleichung. O
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