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1. Finite Elemente fiir elliptische
Differentialgleichungen

a) Gebriduchliche Finite Elemente

Vorgelegt sei

—Au = g¢gin (), (1-1)
u = -~ auf 0f.

Q) C R? sei ein beschrinktes Gebiet mit stiickweise glattem Rand und strikter Ke-
geleigenschaft. Die Funktionen g und v mogen stetig von 2 nach R abbilden.

Ist u = u(z, y) eine klassische Losung von (1-1) fiir v = 0, so folgt fiir alle ¢ € C§°(Q2)

ou

0 = /—Auso—gsod(x,y) = /vaw—gwd(fc,y)— 8—<pd5
Q Q an on

= /QW -V —gpd(z,y).

Wegen der Dichtheit von C§°(2) in H} () und der Stetigkeit des Funktionals (Vu, V-)—
(g,-) auf H}(Q), lautet die zu (1-1) gehorige schwache Formulierung fiir v = 0 somit

/ Vu-Vod(z,y) = / g-vd(z,y) Yv eV :=H}(Q) (1-2)
Q Q
bzw. mit

a:V xV =R,

a(u,v) = / Vu-Vod(z,y),
Q
b:V =R,

o) = [ g-vd(ey
Q
finden wir die sogenannte ,,Variationsgleichung“

a(u,v) =b(v) Yv eV = Hy(Q). (1-3)

1.1 Definition. u € V heifit eine ,,schwache Losung“ von (1-1) mit v = 0, wenn u
(1-3) erfullt.
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4 1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen

1.2 Bemerkung. Die Variationsgleichung (1-3) hat die gleichen Losungen u € V
wie die Aufgabe

1 1
F(v) = 5al0.0) =bo) = [ 5190 =g+ vd(z.y) = mip,

wobei F': V' — R. Letztere Minimierungsaufgabe heifit ,,Variationsproblem “.

Im allgemeinen Fall v # 0 wird eine Funktion u mit u — v € V = H}(Q) gesucht.
Dazu transformiert man die Aufgabe (1-1) auf homogene Randbedingungen. Ist
w = u — 7y eine Losung von

—Aw =g+ Ay in Q,w = 0 auf 09,
so folgt
—Au = —A(U)-F'Y) = _Aw_A7297
ulan = wlaa + Y|oa = Y|oa-

Ohne Einschriankung betrachten wir im Folgenden die Aufgabe (1-1) mit v = 0.

Das Galerkin-Verfahren zur Aufgabe (1-1) lautet dann: Sei V;, C V ein endlich-
dimensionaler Teilraum von V. Gesucht ist ein u; € V;, mit

a(up,v) =b(v) Yv € V.

Die Finite Elemente Methode ist dann ein Galerkin-Verfahren fiir einen Ansatzraum
mit speziellen Eigenschaften.

Bei Ansétzen mit V;, C V spricht man von konformen Finiten Elementen.

Sei nun Vj, € V mit Vj, = span{uy,...,u,} fir gewisse Funktionen u; € V, i =
1,...,m. Dann geniigt es

a(un,v) = b(v)
fir v =wu;, 1 =1,...,m, d.h. auf einer Basis von V},, zu fordern.

Fiir unsere Gleichung (1-1) folgt mit u, = Y ;" ¢;u; sowie der Definition von a und

b sofort
/V(ch-uj) Vu; —g-u;d(xz,y) =0, i=1,....m
Q

i=1

bzw.

/ZCjVUj'VUi_QUid(m,y) =0, i=1,...,m.
Q

j=1
Wir erstellen also das lineare Gleichungssystem

Ac=r, AeR™™ ¢ reR™
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1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen )

mit
A = /Vuj Vu;d(z,y), 1<1i,j<m,
Q

r, = /g-uid(l‘,y), 1<i<m.
Q

1.3 Definition. A heifit | Steifigkeitsmatrix“ und r heifit ,,Ladevektor“.

‘Wahl der Ansatzfunktionen bei Finiten Elementen

Man unterteilt das Gebiet €2 in sogenannte Finite Elemente durch eine Triangulie-
rung. Unsere vereinfachende Annahme sei dabei, dass (2 polygonal berandet ist, d.h.
der Rand 02 bestehe aus endlich vielen Geradestiicken.

1.4 Definition. Eine Zerlegung Qp, = {e1, ..., en} von 2 in Dreieckelemente heifit
,,zuldssige Triangulierung®, falls Folgendes gilt:

i) 0= Uz]‘il €i,

ii) Besteht e; N e; aus genau einem Punkt, so ist dieser Eckpunkt sowohl von e;
als auch von e;.

iii) Besteht e; Ne; fiir i # j aus mehr als einem Punkt, so ist e; N e; eine Kante
sowohl von e; als auch von e;.

h ist dabei die maximale auftretende Kantenlédnge.

1.5 Beispiel. Auf der nachstehenden Abbildung wird ein Beispiel einer Triangulie-
rung gegeben.

Abbildung 1: Triangulierung eines Gebietes ) C R?

Fiir die Losung elliptischer Probleme zweiter Ordnung wéhlt man im Allgemeinen
Finite Elemente in H'().
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6 1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen

1.6 Satz. Sei k > 1 und sei Q C R? beschrinktes Gebiet mit zuldssiger Triangulie-
rung Qr, = {e1,...,en}. Eine Funktion v:Q — R mitv|,, € C®(e;),i=1,...,M
gehért genau dann = H*(Q), wenn v € C*1(Q) gilt.

Beweis: Es geniigt den Fall £ = 1 zu zeigen. Fiir k£ > 1 folgt die Aussage sofort aus
der rekursiven Anwendung auf die partiellen Ableitungen der Ordnung k£ — 1.

= Sel v € C’(ﬁ) Wir setzen w,z :  — R stiickweise, w(x,y) = a%v(a:,y),

2(z,y) = Zv(x,y), wobei auf jeder gemeinsamen Kante von zwei Dreiecken
der Trlanguherung einer der beiden Grenzwerte gewéhlt werden kann. Ferner

sei p € C§°(Q) beliebig.
Mit der Greenschen Formel folgt

/ﬂsowd(%y) = i/ w%d(lﬁy)

wobei n = (ng, ny).

Da v stetig ist, heben sich die Integrale {iber die inneren Kanten gegenseitig
auf. AuBerdem verschwindet ¢ auf 9€2. Dies liefert

[iwaten = -3 [ %o

- /_Ud

Analog folgt
Op -
pzd(z,y) = — o d(z,y), ¢ € Cr(Q).
Q QY

Dies stellt aber zusammengefasst die Definition der schwachen Differenzier-
barkeit dar.

,,<="* Sei jetzt v € HY(Q). Betrachte v in der Umgebung einer Kante und drehe die
Kante so um, dass sie auf der y-Achse liegt. Sie umfasse speziell das Intervall
[y1 — 6, y2 + d] mit y; < yo und & > 0. Setze

$() = / j”v(x,y) dy.
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1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 7

Uberdies sei nun v € C*(9) angenommen. Dann gilt
Y2 Y2
Y(r1) —P(z2) = / v(r1,y) — v(T2,y / / (x,y) dz dy,
h

und es folgt mit Cauchy-Schwarz

2

(1) = ¢(z2) =

/y1 /xl ——xy d(z, y)

Y2

2

IN

vl

d(z,y)

< ey — x| - lyr — yel - HUH%ﬂ

Wegen der Dichtheit von C*(Q) in H'(Q) gilt diese Aussage auch fiir v €
H'(Q). Also ist die Funktion z — v(z) stetig und damit insbesondere stetig
in Null.

Da y; und ys beliebig gewahlt sind und der Bedingung 1; < y» geniigen, muss
die stiickweise stetige Funktion v auch auf der Kante stetig sein.

O

1.7 Bemerkung. Gilt fiir den Ansatzraum V}, die Inklusion V;, C C*(Q), k = 0, 1,2,
so spricht man von C*-Finiten Elementen oder kurz C*-Elementen.

Es sei e, das p-te Element der Zerlegung Qpy, = {e1,...,en} des Grundgebietes
mit den Ecken p' = (zi,4i), p’ = (25, 9;), ¥ = (21, 41)-

A

\4
\4

1

Abbildung 2: Transformation auf ein Referenzdreieck eft = {(&,7)|0 < &, n,&+n < 1}

Betrachte die Transformation

()=o) (o mn) - (5) - (Réen ) = men o
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8 1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen

Die Abbildung R ist affin linear und invertierbar. Offensichtlich gilt R(0,0) = p,
R(1,0) = p?, R(0,1) = p*. Diese Transformation bildet das Referenzdreieck e auf
das Dreieck e, ab.

Lost man (1-4) nach < 767 ) auf, so hat man

= x’ =
mit affin linearen Funktionen g1, g» in  und y.

Isoparametrisches Prinzip

Ist p(£,m) eine Basisfunktion auf ef so ist p(gi(z,9), g2(2,9)) = p(g(x,y)) eine
Basisfunktion auf e,,.

Unser Ziel ist es, auf jedem Dreieck e;, i € {1,..., M} geeignete glatte Funktionen
so vorzugeben, dass global auf Qg = Uf‘il e; eine C*-Funktion (k = 0,1,2,...)
entsteht. Priziser: Man setze die Funktionen auf dem Referenzdreieck e mit den
Eckpunkten (0,0), (0,1), (1,0) an und benutze das ,,isoparametrische Prinzip“.

Konstruktion von C’-Elementen mit Polynomen

Wahlen den Ansatzraum

Vi, = {u € C°Q)| wul, ist ein Polynom mit
deg(ule,) < ri=1,..., M und ulsq = 0}.

Sei P,(T') = {u: T — R|u Polynom mit deg(u) = r}. Dann gilt fiir I' C R?

K+ D(r+2)

dim P.(I") = =
im P,.(T") ZZI i 5
Somit erhalten wir 3, 6 bzw. 10 Freiheitsgrade fiir lineare, quadratische bzw. kubische
C°-Elemente. Man bendtigt also ,,geeignet gesetzte® 1(r + 1)(r + 2) Knoten im
Referenzdreieck bei C°-Elementen mit Polynomen vom Grade r.

1.8 Bemerkung. Sei u : I' — R ein Polynom mit deg(u) = r. Wendet man eine
affin lineare Transformation R an und driickt « in neuen Koordinaten aus, so erhilt
man wieder ein Polynom vom Grad r. P,(I") ist invariant unter R.

1.9 Lemma. FEs seien €, é benachbarte Dreiecke einer Zerlequng mit einer gemein-
samen Kante K und die Polynome u, u mit deg(u) = deg(u) = r stimmen auf
(r + 1)-Punkten p*,...,p"" € K diberein, dann ist die Funktion

u(z), x€e,

u(w) = { a(x), xee\K (1-5)
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1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 9

auf €U é stetig.

Beweis: @, @ sind Polynome vom Grad r in 2 Variablen. Also sind @|x und a|x
Polynome vom Grad r in einer Variablen. Betrachte d = u|x — @|x. Es folgt d =0,
dad(p’)=0,i=1,...,r+1 gilt und d ein Polynom vom Grade r in einer Variablen
auf K ist.

Dies motiviert eine Knotenverteilung wie in der Abbildung 3.

Abbildung 3: Knotierung fiir lineare, quadratische und kubische C°-Elemente.

Man konstruiert nun zu diesen Knoten pt, ..., p", N, = %(T +1)(r+2), eine Funk-
tionenmenge f1,..., fy, mit

fi<pj):§ij7 1<i4,5 <N, (1'6>

Man spricht von Lagrange-Elementen, wenn in (1-6) nur Funktionswerte vorgege-
ben sind. Man spricht von Hermite-Elementen, wenn statt (1-6) Funktions- und
Ableitungsvorgaben gemacht werden.

R

r = 1. Es handelt sich hier um lineare Finite Elemente mit N = 3 und e = e¢'* mit

Knoten
pl = (170)7 p2 = (07 1)7 p3 = (070)

und Funktionen

fl(gvn) = £7f2(£777) =1, f3<€777) =1 _5_7]

Dabei stellen f1, fo, fs eine nodale Basis auf e dar.

r =2: Es ist N = 6. Wir sprechen dabei von quadratischen Elementen auf e = eff

mit Knoten

= (17())7 p2 = <07 1)7 p3 = <070>7

pl
p4 (1/270)a p5 = (071/2)7 p6 = (1/271/2)

und Funktionen
fil€m) =&(26-1),  f2(&n) =n(2n—1),
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10 1. Finite Elemente fir elliptische Differentialgleichungen

fs&m) =0 —=&=n)(1—=26—-2n), ful€,n) =41 —-E—n),
fs(&n) =41 —=E—mn),  fe(&,n) = 4.

Dabei gllt deg(fl) = 27 i = 1a"'>67 fl(pj) = 52]7 1 S Zv] S 67 d.h. fl?"'vfG
ist eine nodale Basis auf e’.

(r > 2 entsprechend): Durch eine geeignete Festlegung der Knotenstellen ist sicherge-
stellt, dass sich die geméf} des isoparametrischen Prinzips konstruierten Funk-
tionen auf e, zu einer stetigen Funktion auf Ui:1 e; = {1 zusammensetzen
lassen. Wie bei dem Referenzdreieck treten fiir » = 1 alle Eckpunkte der Tri-
angulierung und fiir » = 2 alle Eckpunkte und Kantenmitten als Knoten auf.

&P &F

Ein fairer Vergleich zwischen linearen und quadratischen Finiten Elementen
benutzt aus diesem Grund die halbe Gitterweite.

&2 &P

Lineare FE mit h/2 Quadratische FE mit h

Finite Elemente mit Hermite-Interpolation (wesentlich aufwandiger):

Sy

) Kubisches C%-Element ( ) Quintisches C!-Element (Argyris-
Element) (N =21)

Abbildung 3: Elemente mit Hermite-Interpolation

Dabei haben wir die folgende Bezeichnung verwendet:
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1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 11

® — Vorgabe der Funktionswerte und des Gradienten (d.h. 3 Vorgaben pro
Punkt)

e — Vorgabe des Funktionswertes (1 Vorgabe)

— Vorgabe des Funktionswertes, des Gradienten und der Hesse-Matrix (6
Vorgaben pro Punkt)

| — Vorgabe der Normalenableitung (1 Vorgabe)

O

1.10 Bemerkung (Argyris-Element). Betrachtet man die Restriktion von ¢ €
Ps(e) auf eine Kante K, von e, so sind in den Ecken die Werte bis zur zweiten
Ableitung vorgegeben (2 x 3 = 6 Vorgaben).

Somit ist die Hermitsche Interpolationsaufgabe in Ps(K.) eindeutig lésbar. Der An-
satz h(t) = 3.._, a;t’ hat somit 6 Freiheitsgrade. Also hat man die Stetigkeit der
Funktion auf K, und die der tangentialen Ableitung. Ferner ist die Normalenablei-
tung ein Polynom vierten Grades.

=y

Restriktion auf die Kante Restriktion auf die Ecken
(5 Vorgaben)

Diese ist an den Ecken mitsamt der ersten Ableitungen und in den Seitenmitten ge-
geben. Da das zugeordnete eindimensionale Interpolationsproblem mit 5 Freiheits-
graden korrekt gestellt ist, hat man auch die Stetigkeit der Normalenableitung.

Wir skizzieren nun kurz den weiteren Weg bei CY-Lagrange-Elementen.

Es sei Qp, = {e1,...,en}. Nach Konstruktion auf dem Referenzelement erhélt man
Knotenpunkte p!,...,pMr € Q7 und Funktionen u; : Q7, — R mit

e U, € O(QTh), 1 SZS Mf,

o ule, € Pr(e;), 1 <i,j < My.

mit Ansatzraum Vg, = span{uy, ..., uy;, }. Die Funktionenmenge {u;}i—1,.. s, heiBt
,,nodale Basis“ fiir V7, .

© Johannes Schropp 22. Mai 2024



12 1. Finite Elemente fir elliptische Differentialgleichungen

1.11 Bemerkung. Gemi8 Satz 1.6 mit v = w; folgt sofort uw; € HY(Q) fiir | €
{1, ce ,Mf}, d.h. VTh cV= H&(Q), da ul|3QTh =0.

In unserem Fall erhilt man das Gleichungssystem
Ac=r, AeRYWM ¢ reRY
mit
A = /QVuj -Vud(z,y), 1<1,j <M,

ri = /g-uid(x,y), 1 <i< M.
Q

Mit g7, = Z;\ifl g(p")u; und Qg = (U, & bleiben damit die Integrale

/Vui -Vu;d(z,y), /uZ cujd(z,y), 1<i,j<M; (1-7)
auf einem Dreieck e zu bestimmen.

1.12 Beispiel (r =2, Ny = 6). Es sind dann die Integrale
1
jek:/vuzjvuzkd(m7y)a 1S]7k§Nra NT:§<T+]—)(T+2>

von Null verschieden.

B

Abbildung 4: Knotennummerierung im Dreieck e

Die symmetrische Matrix S¢ = (5% )1<jk<n, ist beim Aufbau der Gesamtmatrix A
auf die Untermatrix

Ay Ay o Ay,
Aiz,h Ai2,i2 AiZ:iNT
Ainin Aig, s Ay, in,
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1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 13

aufzuaddieren.

Bei der Berechnung des zweiten Integrals in (1-7) tritt an die Stelle von S¢ € RN»Nr
die Matrix M¢ € RN wobei

(M€>jk:/uij'uikd(x7y)v 1§]7k§Nr

Erweiterung des Grundkonzepts auf Gebiete {2 mit glattem Rand
Sei 2 C R? ein beschrianktes Gebiet mit glattem Rand. Bei linearen Finiten Ele-
o052

h

Q

Abbildung 5: Polygonale Approximation {27, von (2

menten éndert sich bei glattem Rand die Ordnung des Fehlers nicht, d.h. es gilt
|u — upllgn < C - h, falls u € H*(2) N Hy ().
Bei quadratischen Finiten Elementen gilt jedoch

lu—up || < C-h? fallsu e H*(Q) N Hj(Q) und Q polygonal berandet,
MHE = €132, falls u € H3(2) N H () und 2 beschrinkt und glatt berandet.

Die lineare Randapproximation fiihrt also bei quadratischen Finiten Elementen zu
einem Verlust in der Konvergenzordnung. Dieses Problem lésst sich aber iiber iso-
parametrische Elemente umgehen. Die Idee ist es, die Transformation R des Refe-
renzdreiecks bei Randelementen geeignet zu modifizieren.

1.13 Beispiel (Quadratische Finite Elemente, r = 2, Ny = 6). Setze fiir quadrati-
sche Elemente an:

) Y3 Y1 —Ys Y2 — Ys
T — (71 + 29)/2 ) A
+ 4én =: R(&,n).
( Yo — (Y1 +12)/2 1 (&)
Rist in (£,7) ein Polynom vom Grade 2 mit

R(0,0) = ( Z’ > R(0,1) = ( ";z ) R(1,0) = ( 2 ) R(1/2,1/2) = < ”y”z )

© Johannes Schropp 22. Mai 2024



14 1. Finite Elemente fir elliptische Differentialgleichungen

A (x27 y2)

n Y
1 R

R (26, Y6)

<— Parabelstiick
(.753, ?J3)
(1317 y1)

0 1 £ T

Abbildung 6: Transformation R

Sind zl ) und ( ij > Randpunkte von €2, so kann man natiirlich den Rand
1 2
durch eine Parabel besser approximieren als durch eine Gerade. Dies fiihrt letzlich

zu
|lu — upl|g < C - h?,

falls w € H*(Q) N H () gilt und 2 C R? ein beschréinktes Gebiet mit glattem Rand
ist, d.h. zur optimalen Ordnung quadratischer Finiter Elemente bei isoparametri-
scher Randapproximation.

b) Finite Elemente fiir nichtlineare Probleme

Vorgelegt sei das nichtlineare Poisson-Problem

—Au = f(u)in Q, (1-8)
u = 0 auf 00

mit f € C'(R) fiir ein beschriinktes Gebiet Q C R2. Ist u = u(z,y) eine klassische
Losung von (1-8), so folgt fiir alle ¢ € C5°(Q2)

0 = /Q—Augo—f(U)SOd(%y) = /Qvu.vgp—f(u)gpd(x,y)—/aQ%SOdS

Wegen der Dichtheit von C§°(2) in H} (Q) und der Stetigkeit des Funktionals (Vu, V-)—
(f(u),-) auf H}(Q), folgt die variationelle Formulierung

/ Vu- Vo — f(uvd(z,y) =0, Yve Hy Q).
Q

© Johannes Schropp 22. Mai 2024



1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 15

Das Galerkin-Verfahren hierzu lautet: Sei V;, C V := H}(Q). Finde ein u;, € V}, mit
/ Vuy, - Vo — f(up)vd(z,y) =0, Yo € V.
Q
Fiir V,, = span{vy,...,op}, up = Zf\il ¢;v; erhalten wir
M M
/ chij -Vu; — f(chvj)vid(x,y) =0, i1=1,..., M,

Q=1 j=1

was mit

M
Z /Vv] Vu; d(z,y) /f chv] vid(z,y), i=1,...,.M

dquivalent ist.

Mit
a:VxV =R, alv,w)= / Vo - Vwd(z,y),
Q
A = (a;j)i<ij<m € RM’M, aij = a(vy,v;), 1<i,j<M
und
G:RM 5 RM,
M
Glo)i= (Gulelhsicn, Gile) = [ F(w)udla), 1<i< M
j=1

erhalten wir das nichtlineare Problem
T(c) :== Ac— G(c) = 0.

Dieses 16st man mit dem Newton-Verfahren, d.h. man benétigt dazu DT (c) = A —
DG(c). Man findet

7=1
M

= /f chvj s v d(xyy), 1<, k<M
7=1

1.14 Bemerkung. DG(c) ist nun keine Diagonalmatrix wie bei den Differenzen-
verfahren. Eine eventuell vorhandene Lg- bzw. M-Struktur von A wird also im All-
gemeinen durch DG(c) zerstort.
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16 1. Finite Elemente fir elliptische Differentialgleichungen

Dies ist unerwiinscht und man geht deshalb in der Praxis auf andere Weise vor,
indem man knotenorientierte Quadraturformeln zur Approximation des Vektorfeldes

G(c) benutzt.

Auf einer Triangulierung Q7 = {e1,...,es} von Q definiert man den Ansatzraum
der Lagrangeschen Finiten Elemente

Vi={v e C(Q,)|vle, € P(ex), k=1,....5, vloa, =0}

Es sei ferner V}, = span{vy,..., vy }. Durch vy, ..., vy und die Knoten Py, ..., Py
sei eine nodale Basis von V}, gegeben, d.h.

Wir benutzen eine Quadraturformel vom Typ

= Zwig(P)

fiir g € C(Q). Man ersetzt dann gemif

/gdﬂsy szg R(g)

durch die Quadraturformel Q(g) mit dem Quadraturfehler R(g).

Bestimmung der Gewichte w;, 1 =1,..., M:
Konstruiere eine derartige Formel durch

Q(g) == /Ql(g) d(z,y) fir g € C(Q)

mit dem Interpolationsoperator I : C(Q) — V;, I(g) = Zj\il g(P;)v;. Man erhilt
dann also

St (P) = QU = [ 10w = [ 30 HPwdte) = 30 1P) [ wdle),

d.h. die Gewichte lauten w; = [, v;d(x,y), ¢ = 1,..., M. Konkret bekommt man
z.B. fiir lineare Finite Elemente

1 . .
wi =g Z p(e) >0, 2—1,...,Mm1tu(e)—/ed(:r;,y).

eEQTh ,P;ce

Das Vektorfeld G mit G;(c) = [, f ( pul 1cjvj)vid(x,y), 1 < i < M wird dann
ersetzt durch

;wk (f(;cjvj)vi> (B " Z ( Zcﬂfj ) (Py) > O

k=1
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1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 17

= wzf (( Z CjUj) (Pz))

'Uj(Pizfsji wzf( Z Cj(sji) — wif(ci) = (N;z(c)

j=1
Diese Technik nennt man Mass-Lumping.

G:RM 5 RM Gi(c) = wif(ci), i = 1,..., M ist ein Diagonalfeld. Die Linearisie-
rung lautet

0(G(e), _ 9 ae,

dcx = a_ck(wif(ci)) = wif/(ci)ack =

w; f'(ci)0w, 1<d,k< M,
d.h. DG(c) = diag(w; f'(¢;)|i = 1,..., M) ist cine Diagonalmatrix. Zu lésen ist also
das Problem N N

T(c):=Ac—G(c)=0

mit der Linearisierung DT'(c) = A — DG(c), welche nun mit dem Newton-Verfahren
gelost wird. Wie bei den Differenzenverfahren, bleibt eine Ly- oder M-Struktur von
A erhalten.
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18 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

a) Finite Differenzenmodelle

Vorgelegt sei die Anfangsrandwertaufgabe

U = U+ f(u,z,t), 2€Q=(0,1), te€(0,7T), (2-1)
w(z,0) = wup(z), = €Q,
w(0,t) = (t), wu(l,t) =n(t), 0<t<T.

Wir diskretisieren das Problem (2-1) mit der Linienmethode, d.h. die Ableitungen
in der Raumvariablen = € (0, 1) werden durch entsprechende Differenzenquotienten
ersetzt. Dazu wéhlen wir ein Ortsgitter Qa, = {jAz |7 =0,..., M}, Az = % Es
sei ferner

v(t) = (u(Ax,t), u(2Az,t),...,u(l — Ax,t)) = (v1,v9,...,00-1)(t), 0<t<T.

Wir ersetzen den Ausdruck w,,(z,t) + f(u(z,t),z,t), uw(0,t) = vo(t), u(1,t) = 1 (¢)
fir t € [0,T] durch
—CA%y(t) + r27(t) + HA (v(t))

mit
2 -1 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0
) 0 -1 2 0 0 0
Az _ _— : : :
C _sz . . . 9
0 0 0 2 =1 0
0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 0o -1 2
70(75)
] 0
Ax - .
r (t)_A.T2 . )
0
Y1(t)
f(v1(t), Az, t)
HAx(U(t)) = f(Uj(t),jA.T,t), .] = 27"'7M_ 2 . (2_2)

foa—1(t), (M — 1)Ax, t)

Praziser wird A(t)u(-,t) + f(u(-,1),-,t), u(-,t) € D(A(t)) durch

—CA%y(t) + r27(t) + HA (v(t))
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2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen 19

ersetzt, wobei der zeitabhéngige Differentialoperator A(t) mit dem Definitionsbe-
reich

D(A(t)) == {u € C*((0,1)) N C([0,1]) [u(0) = %(t), u(1) = m(t)}
wie folgt definiert ist:
A(t) : D(A(1) € C*((0,1)) N C([0,1]) — C((0,1)),
U > Ugy + flul-, 1), 1).

Mit v'(t) = (ue(Az,t), u(2Ax,t), ..., u (1 — Az, t)) und (2-1) ergibt sich ein System
gewoOhnlicher Differentialgleichungen

V(t) = —Cu(t) + HE(u(t) + 127 (t), (2-3)
= Fas(v(t),t), 0<t<T,
v(0) = 0 = (uo(Ax),ue(2A2), ..., ue(1 — Az))

als Ersatz fiir das Anfangsrandwertproblem (2-1).

2.1 Definition. Das Gleichungssystem (2-3) heifit Semidiskretisierung zu (2-1).

Wir l6sen die Anfangswertaufgabe (2-3) mit dem ¥-Verfahren. Sei At = % > 0. Der
Wert v/ approximiere v(jAt), j =0,..., N. Das Verfahren lautet dann

Uj+1 = 'Uj—i-At [ﬁFAx(’UjJrl,thrl)—i-(1—19)FA1<Uj,tj>] , j :0,...,N— 1,
0 = (u(Az),...,uo((M — 1)Ax)).
Die Spezialfille sind dabei:

= 0 : Euler-Cauchy Verfahren,
% Crank-Nicholson Verfahren,
=1 : implizites Euler-Cauchy Verfahren.

Fehleranalyse der Differenzenverfahren

Sei I'y, = {(1Az, jAt) |1 =1,...,. M —1,7=0,...,N}, h = (Azx, At). Wir schreiben
das Differenzenverfahren in der Form

Th(u):(), Th:RF;L%RFh’ u:(u?’,,_,u?\/[_l,...,u]lv,...,u%_l),
wobei
) 0
UQ_UO(xi) i=1,....M -1
1 J_ -1
(Th(u))] _ At (u R ) .
i 719[ 1 (uJ —ZU +u )+f(u . )] j=1...,N
A2 i—1 2y 221,,M—1
00 [ (w13 27 ) ™)
(2-4)
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20 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

Seien @ eine Losung von (2-1) sowie @y, deren Restriktion auf das Gitter T'y,.

2.2 Definition. [|[T"(wy,)| heifit der Konsistenzfehler des Modells T" = 0 beziiglich
einer Norm || - ||.

Fiir das ¥-Verfahren und || - || = || - | gilt insbesondere

h— oAt + Az?), O # %,
T @l = { Otare A, 07

2
an jeder Losung @ € C*([0,1] x [0,77]) von (2-1).

2.3 Definition. Das Modell 7" = 0 heifit stabil beziiglich einer Norm || - ||, falls es
ein von h unabhéngiges C' > 0 derart gibt, dass

lu—vll < C|T"(u) = T"(v)]|
fiir alle u,v € R™ und 0 < h < hy gilt.
Wir analysieren die Stabilitdt der linearen Warmeleitungsgleichung, d.h. den Fall

f =0in (2-1), versehen mit den von ¢ unabhéngigen Randbedingungen u(0,t) = 7o,
u(1,t) = ;. Unter diesen vereinfachten Annahmen lautet das 1-Verfahren

I 0O 0 ... 0 0 0 V0 rY 0
-B A 0O ... 0 0 0 vl rt 0
0 -B A ... 0 0 0 v? rl 0
SR [ I N (2-5)
0 0 0 A 0 0 plV—2 1 0
0 0 0 -B A 0 pV-1 1 0
0 0 0 0 -B A N rt 0
mit
Uo(Il) Y0
Uo(l‘g) 1 0
0o _ 1
ro= DT T A !
UQ(.IM,Q) 0
UO(fol) 71
1 1
2 -1 0 ... 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0
] 0o -1 2 0 0 0
C = — : : :
Ax? :
0 0 0 2 =1 0
0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 0O -1 2
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2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen 21

Fiir die Stabilitdt von Blockmatrizen gilt allgemein:
2.4 Lemma. FEs sei auf R™ eine Norm || - ||« gegeben. Die Matrizen A(At), B(At)
magen von At € (0,T) abhingen. A(At) sei invertierbar und erfiille
| A(AL) |, < CLAE fiir alle t € (0,T).
Ferner existiere ein Cy > 0 mit
I(A™EB)"(At) || < Cs fiir alle n € N mit 0 < nAt < T.
Dann gilt fir die (n 4+ 1)-blockige Matriz

I 0 0 .. 0 0 0
B A 0 ... 0 0 0

0 -B A ... 0 0 0

HAH=| ... .
0 0 0 .. A 0 0

0 0 0 ...-B A 0

0 0 0 .. 0 -B A

mit 0 < nAt < T die Stabilititsungleichung
HUH*,OO < C2<1 + ClT) . ”H(At)UH*,oo, Yo € ]Rm(n+1)7

wobei

V]ls00 = [|(¥° 01,0 0™) a0 = max{||v*||.|i =0,...,n}.

Daraus lésst sich die Giiltigkeit des nachstehenden Lemmas folgern.

2.5 Lemma. Unter der Bedingung

At 1
<
Azx? ~ 2(1-9)
sind die Voraussetzungen von Lemma 2.4 erfillt und das v-Verfahren ist fir die
Wiirmeleitungsgleichung beziiglich der Norm ||v||s.co = ||V]|oo auf R stabil.

Stabilitit der Wirmeleitungsgleichung beziiglich || - ||, auf R'*

Setzt man

M—1 1/2
foll. = ol = (Ax va) b ERM,
i=1

so stimmt || - || bis auf den Fehler der Ordnung v Az mit der euklidischen Norm
iiberein, falls v Riemann-integrierbar ist. Im Grenzwert Ax — 0 finden wir

M—-1 Ax—0 1
Az Z p2 M / v (r) dz = ||U||%2(0,1)
i=1 0
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22 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

aufgrund der Konvergenz der Riemannschen Summe gegen das Riemannsche Inte-
gral.

Ferner gilt fiir eine symmetrische Matrix A € RM-1M-1.

1Allz = sup{||Avll> [ v € RM, [lu]l, = 1}
= max{|A| | A € 0(4) C R}.

2.6 Lemma. Fs sei

2 -1 0 ... 0 0 O
-1 2 -1 ... 0 0 O
) o -1 2 ... 0 0 O .
= ; : A ; : ; RM-LM=1 " Ap — — .
0 0 O 2 -1 0
0 0 O -1 2 -1
0 0 O 0 -1 2
C hat die Figenwerte
2 km
)\k:A—lQ(]_—COS<M>), kf:]_,,M—]_
mit den Eigenvektoren v* = (v¥, ... vk, ) € RM~1,
ik
vf:sin(%), i=1,...,M—1, k=1,...,M—1.
Beweis: Man rechne nach! OJ

Wir kehren nun zur Wirmeleitungsgleichung zuriick und berechnen || A~ (At)|| und
1A= B)(At)]l, fiir

1 1
A(At) = T +9C, B(AY) = 1= (1-0)C.

Geméf Lemma 2.6 hat C' die Eigenwerte A\, = Aiﬂ (1 — cos (’”)), k=1,...,M—1.
Fiir A, gilt die Abschétzung

4
O< i <——, k=1,....M—1.
k Al’27 ) )

Die Matrizen A(At), B(At), A~'(At) und C sind symmetrisch. Ferner gilt (BA)(At) =
(AB)(At) nach Definition von A(At) und B(At). Also folgt

(A7 B)(At) = (BAT)'(At) = (A7) BY)(At) = (A7'B)(A1),
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2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen 23

d.h. (A71B)(At) ist symmetrisch.
A(At) hat die Eigenwerte <7 + 94 Somit sind

1 At
. - L k=1
LN 1+ AN,

M—-1

g ey

die Eigenwerte von A71(At), und wir finden

At

HA_l(At)”Q :maX{‘H—Ttﬁ)\k |l€: 1,...,M— 1} S At,

d.h. ¢4 =1 in Lemma 2.4.
Die Eigenwerte von (A™'B)(At) = (51 + 190)71 (51— (1—9)C) sind

L _(1=9A
uk:Atl( )’“§1, k=1,...,M—1.
L ron

Man beachte dazu, dass A(At), B(At), A7 (At), (A7 B)(At) dieselbe Basis v, ..., oM ~1
aus Figenvektoren wie C' besitzen. Wir finden also

[(A'B)(At)||; <1, falls py, > —1, k=1,...,M —1.

(1=20)\,, k=1,...,M—1.

& 2>
At

Fiir ¢ > % ist dies stets erfiillt, wahrend sich fiir ¥ < % die Bedingung

2

M —— k=1, M—1
" =OAH(1 = 20) B

ergibt. Dies ist insbesondere abgesichert, wenn

N 2 LA
A2 T A1 —20) T Az? T 2(1—29)

gilt. Das Lemma 2.4 ist also mit C; = C5 = 1 anwendbar.

2.7 Satz. Unter der Bedingung

At { oo,  fird >
<

Ax2 — m, fur’19<

N[O | =
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24 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen
ist das ¥-Verfahren fir die Wairmeleitungsgleichung beziiglich der Norm
M-1 1/2
]| 2,00 = Max (Ax Z@g’)?) 17=0,....,N 3, uweR™ h=(Az,At)
i=1
stabil. An jeder Losung u der linearen Wirmeleitungsgleichung mit
' 0"u
(0,1 0,7 =1,2
8tl, E ([ ’ ] X [ Y ])7V e amy
liegt die Konvergenz gemdf

T — u"||2.00 = O(At + Ax?), T"(u") =0

e C([0,1] x [0,T]),v =1,2,3,4

vor. Fiir das Crank-Nicholson Verfahren gilt sogar
@ — u"||2.00 = O(A? + Az?),

falls zusiitzlich 2% € C([0,1] x [0,T7).

B

ach
Ax?

1,,

- || - []2,00-Stabilitéit
1
1l
) | - [|oo-Stabilitéit

0

1 v

N|— T

Abbildung 7: Stabilitdtsbereiche

b) Finite Elemente Methoden fiir parabolische
Differentialgleichungen

Vorgelegt sei die parabolische Anfangsrandwertaufgabe

% —Au = fin (0,7) xQ, (2-6)
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2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen 25

u = 0auf (0,7) x 09,
u(0,-) = wp in

wobei 2 C R? ein beschrinktes Gebiet sei. Wir wenden auf (2-6) die Theorie schwa-
cher Losungen an.

Es sei t € (0,7T) beliebig, aber fest. Ferner sei v € C§°(£2) willkiirlich gew&hlt. Dann

folgt
/Q%(t,)() Au(t, x)v dx—/ftx

woraus sich mit der partiellen Integration

d 0
T Qu(t,:v)v(:r) d:B—i—/Q Vu(t,z)-Vou(z) dx—\/89 ugfn:c z)dS = /f (t,x)v

—0

ergibt, wobei u eine klassische Losung von (2-6) sei, d.h. u € C'(Q x [0, 7)), uy, Au €
C(©2 x (0,7)). Also gilt

% u(t, r)v(zr) dr + / Vu(t,z) - Vo(z)de = / f(t, z)v(z)dz
Q Q
fir alle v € C§°(Q2) und ¢ € (0, 7).
Das funktionalanalytische Losen der Aufgabe (2-6) erfordert eine besondere Behand-
lung der Variablen ¢ und z:

a) Fiir jedes feste ¢ € (0,7") handelt es sich bei der Abbildung
x = u(t,z), d.h. u(t,-)

um ein Element eines Sobolev-Raumes V, also u(t,:) € V fir ¢t € (0,7).
Hierfir schreibt man kurz u(t) € V. Naheliegend ist die Wahl des Raumes
V = H}Q).

b) Variiert man nun ¢ € (0,7, so entsteht eine Funktion ¢ — u(t) mit Werten

im Banachraum V.

Fiir unsere weiteren Schritte benttigen wir den Begriff eines Bochner-Integrals.

Es seien (I, %, 1) ein Mafiraum und H ein Banachraum. Das Bochner-Integral wird
auf eine dhnliche Weise definiert wie ein Lebesgue-Integral.

2.8 Definition. Es sei s eine Stufenfunktion der Gestalt s(t) = > xg (t)h,
wobei {Ey, ..., E,} C X paarweise disjunkt sowie {hq,...,h,} C H paarweise ver-
schieden sind und yg die charakteristische Funktion einer Menge E' C I bezeichnet.
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26 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

Das Bochner-Integral von s ist dann durch

[sdu=3uiEn,
I i=1

gegeben.

2.9 Definition. Eine messbare Funktion f : I — H heif3t Bochner-integrierbar,
wenn es eine Folge {s,}, von Stufenfunktionen gibt mit

lim /Hf — Syl dp = 0.
I

n—o0

In diesem Fall wird das Bochner-Integral vermoge

/fdu: lim [ s,du
I —

n o0 I
definiert.

Nun koénnen wir folgende funktionalanalytische Rdume definieren.

2.10 Definition. Es seien (I,%, pu) ein Maffiraum, H ein Banachraum und 1 <
p < oco. Der Bochner-Raum LP(I, H) ist definiert als der Quotient (beziiglich der
Gleichheit fast {iberall) des Raumes der messbaren Funktionen u : I — H, deren
zugehorige Norm || - ||»(7,) endlich ist. Dabei ist

1/p
lelloogrmn = (/ IIU(t)II%du(t)) Cl<peo

lwl poo(r,my = esssupyer||u(t)||a.

2.11 Definition. Ist p = 2, so ldsst sich L*(I, H) als ein Hilbertraum mit dem
Skalarprodukt

(1,0 2010y = / (ult), v(t)) g dpa(t)

auffassen.

2.12 Bemerkung. Ist I = (0,7 ein offenes Intervall, ¥ die Borel-o-Algebra auf I
sowie p das dazu gehorige Lebesgue-Maf3 auf ¥, so gilt

L2((0,7), H) = {u: (0,T) = H | [|ul[o(om),11) < 00}
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2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen 27

2.13 Definition. Sei I C R ein Intervall. Zu einem gegebenen Banachraum H wird
der Raum der stetigen Funktionen definiert durch

C’O(I, H) = {u:I— H|ustetig in der | - || z-Norm, |Jul|co(r,m) < 0o}

mit
9l coq,ary == sup [[u(t)|| &
tel

Es seien nun f(t),ug, z € L*(Q), v,w € H} (). Wir definieren

(f(),z)0 = [ f(t,2)2(z)dz,

Q

a(v,w) = /VU~dex
Q

fiir alle v,w € H} (). Damit finden wir unter Beachtung der Dichtheit der Einbet-
tung C5°(€2) C H{(Q) sowie der Stetigkeit des Funktionals < (u(t), -)o+(Vu(t), V-)o—
(f(t),)o auf Hy(Q2)

d
SH{u(t), v)o + alult),v) = (£(1),v)o

fir alle v € V und ¢t € (0, 7).
Losungstheorie fiir parabolische Variationsgleichungen

Es seien V = H(Q), H = L*Q), V' = {f : V — R| f linear und stetig} =
H=™(Q) der Dualraum zu V. Da die Einbettungen V' C H C V’ jeweils stetig und
dicht sind, ist (V, H, V") ein Gelfand-Dreier.

2.14 Definition. Sei u € L*((0,7),V). Dann heifit ein Element w € L*((0,T), V")
eine verallgemeinerte Ableitung, falls

T T
| v @dt = = [ i) vyt a
0 0
fir alle v € V und ¢ € C§°((0,T)) gilt. Man schreibt dazu wieder w = u'.
Somit erhalten wir

d '
&(u(t),wg = (W' (t), v)vrxv

fir alle v € V und fast alle t € (0,7).

Dies motiviert folgende Definition.

2.15 Definition. Eine schwache Losung der parabolischen Anfangsrandwertaufga-
be (2-6) ist ein Element u € L*((0,T),V), das eine schwache Ableitung % = ' €
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28 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

L*((0,T),V") besitzt, und die Anfangsbedingung u(0) = ug sowie die Differential-
gleichung

(W' (), v)yrxv + a(u(t),v) = (f(t),v)e fiir alle v € V und fast alle t € (0,7)
erfiillt.

Man kann nun wieder das Skalarprodukt (-, ) auf L*(€2) zu einer stetigen Bilinear-
form H™™ x H" — R fortsetzen und (u/(t),v)o statt (u/(t), v)y «y schreiben.

2.16 Bemerkung. Die Bedingungen u € L*((0,7),V) und v’ € L*((0,7),V")
implizieren u € C([0,T], H). Dieses Ergebnis ist als Interpolationssatz bekannt.

Im Folgenden sei a : V' x V — R eine stetige und auf V-koerzive Bilinearform, d.h.

la(u,v)] < C-lully - fvllv, Yu,veV,
a(v,v) > a|vl|}, VveV.

Es gilt:
2.17 Lemma. Fs sei a eine V-elliptische, stetige Bilinearform. Sind ug € H und
feC(0,T],H), dann gilt fir eine Losung u des Problems
(W'(t),v)o +alu(t),v) = (f(t),v)e, YveEV,t€(0,T), (2-7)
u(0) = wug

die Abschdtzung

lu()lo < lluollo exp(—at) +/0 17 (s)llo exp(—a(t —s)) ds
fir alle t € (0,T).

Beweis: Wendet man (2-7) mit v = u(t) an, so liefert die V-Elliptizitiat von a
(W' (8), u(t))o + allu@®)li < (f(t), ul®))o.

Ferner folgt mit

1d 1d

(o =5 ‘

@115 = llu(®)llo u(®)lo

—~
<
~
—~
~
~—
<
—~
~
~—
~
o
|
—~
<
—~
~+
~—
<

sofort q
@ llo 7 l[u(®llo + allu@ly < (£(2), u®)o < 1 O)llollu(®)o
Mit [Ju(t)||o < ||u(t)|ly ergibt sich durch Division mit ||u(t)||o dann
d
le@lo +allu®llo < 1f®)llo, ¢ € (0,T).
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2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen 29

Man findet nun

S fexpla) - Ju(t)o) = aexplat)u(t)o +explar) S lu(t)

= explat) [allu)l + 5 IOl
< explat)||lf ()]0, 0<t<T.

Integration iiber (0,t) liefert

exp(at)||u(t)llo = [lu(0)[lo S/O exp(as)| f(s)]| ds,

was mit
[[u(t)llo — exp(—at)|[ugllo < /0 1£(s)]| exp(—a(t — s))ds

dquivalent ist. Wir bekommen schliellich

[u()llo < lluollo exp(—at) +/0 1/ (s)llo exp(—a(t — s)) ds
fir alle t € (0, 7). O

2.18 Korollar. Die Losung u von (2-7) ist unter den Voraussetzungen des Lemmas
2.17 eindeutig.

Beweis: Sind uy, uy zwei Losungen von (2-7), so 16st & = u; — us die Gleichung (2-7)
mit f =0 und uy = 0. Lemma 2.17 liefert dann @ = 0, also u; = us. O

Semidiskretisierung im Raum

Wir wenden uns hier der numerischen Behandlung der folgenden variationellen An-
fangsrandwertaufgabe zu: Gesucht ist ein v € L*((0,7),V) mit «' € L*((0,T),V")
und

<u,(t)7 U>U + a(u<t>>v) = <f(t)7 U>07 Vo € Mt € (0>T)> (2_8)
U(O) = wug € H.

Wir wihlen einen endlich dimensionalen Teilraum V;, C V' und bezeichnen mit ugy,
eine Approximation von ug in Vj,. Das Galerkin-Problem besteht darin, ein u;, €

L2((0,T), V;) mit «, € L2((0,T), V") mit

(up,(t),v)0 + a(up(t),v) = (f(t),v)o, Yo eV, te(0,7T), (2-9)

Uh(O) = Uogh-

zu finden. ugy, sei dabei als Naherung zu ug in Vj, gegeben.
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30 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

Sei nun Vj, = span{vy, ..., vp}, up(t) = Zf\il ¢i(t)v; und ug, = Zf\il ciov;. Einsetzen
in (2-9) liefert

M M
<Zc§(t)vi,v>0 + a(Zci(t)vi,v) = (f(t),v)e, YveV, te(0,T).
i=1 i=1
Es geniigt, dies auf der Basis {vy, ..., vy} zu sichern, d.h.
M M
> AW v+ > cbalvi,vg) = (f(t), 0500, F=1,...,M. (2-10)
i=1 i=1

Das Galerkin-Verfahren (2-9) zu unserer Anfangsrandwertaufgabe (2-6) ist genau

dann eindeutig 16sbar, wenn es Funktionen ¢; € C'([0,T],R), ¢;(0) Cio, T =
1,..., M gibt, welche (2-10) erfiillen.
Mit der Steifigkeitsmatrix
Ap = (aij)i<ijem, g = alvi,v))
und der Massenmatrix
By = (bijh<ij<m,  bij = (vi; vj)o
sowie den Vektoren
ru(t) = (rit))i<icar, 1) = (f(t), vi)o,
Co = (01,0, €20y - - 7CM,0),
C(t) = (Cl(t)v CZ(t)a s 7CM<t>>
erhalten wir das System
Bpd(t) + Apc(t) = mp(t), 0<t<T, (2-11)

c(0) = c.

2.19 Definition. Das Problem (2-11) heifit semidiskrete Differentialgleichung des
Anfangsrandwertproblems.

Ferner ist B, € RMM eine symmetrische, positiv definite Matrix. Die Abbildung
o (0,T) — RM ist stetig, da f € C([0,T], H) gilt und (-, -)o stetig ist. Somit ist
(2-11) dquivalent zur Anfangswertaufgabe
dt) = B, 'r(t) — Apc(t)), 0<t<T, (2-12)
c(0) = oo
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Das Problem (2-12) ist eine lineare inhomogene Anfangswertaufgabe mit stetiger
Inhomogenitiit B 'ry(-). Diese besitzt nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz
eine eindeutige Losung c : [0, 7] — RM. Somit ist (2-12) eindeutig l6sbar und damit
auch (2-9).

Semidiskrete Fehlerabschitzung

Im Folgenden soll der Term wu(t) — up(t) abgeschétzt werden.

2.20 Definition. Die elliptische Projektion oder die Ritz-Projektion Ry, : V — V),
ist fiir eine V-elliptische, stetige Bilinearform a : V' x V' — R durch

v Rp(v) <= (a(Rpv —v,w) =0, Yw e V)

definiert.

2.21 Bemerkung. FEine Ritz-Projektion besitzt die folgenden Eigenschaften:

i) Ry ist als Abbildung wohldefiniert.
1) Ry :V — Vj, ist linear und stetig,

i) Ry, liefert die quasioptimale Approximation, d.h.

C .
|lv — Rpvlly < — inf |jo —w||y.
o weVy

iv) Es gilt
v — Rpvllo < CR*|Jv|la, Yo € H*(Q).

Beweis: Siehe Ubung. U

2.22 Satz. FEs seia eine V-elliptische, stetige Bilinearform mit Konstanten C' bzw.
a. Ferner gelte f € C([0,T], H), ug € V sowie ugp, € V3. Dann folgt die Abschitzung

lun(t) — u®lls < [luon — Batiolloexp(—at) + (I — Ra)u(®)ll
" / 1 = Ra)ed(s) o exp(—aft — 5)) ds,
falls w € C([0,T7], Hy(2)).

Beweis: Es gilt
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Ferner sei w € Vj, C V. Dann gilt nach Definition von Ry,
(u'(t), who + alu(t), w) = (W'(t), w)o + a(Rpu(t), w) = (f(t),w)o,

wobei die Giiltigkeit von a(Rpv, w) = a(v, w) fiir alle w € V}, zu beachten ist. Weiter
folgt

<u/h(t)7 w>0 + a(uh(t)’ w) - <f(t)7 w>0'
Subtraktion liefert

0 = (up(t), wo — (u'(t), who + a(un(t) — Rpu(t), w)
=0(t)
= (up(t) — '), who + a(6(t), w),
——— —

—0'(t)+p'(1)

was mit

0'(t),w)o + a(0(t),w) = —(p'(t),w)e, 0<t<T

gleichbedeutend ist. Wendet man nun darauf das Lemma 2.17 an, so ergibt sich

16()llo < [16(0)[|o exp(—at) +/0 ' (s)llo exp(—a(t — s)) ds. (2-13)

Weiter gilt p(t) = (R, — Iu(t), 0 <t < T. Somit folgt
pt)y=(R,—Du'(t), 0<t<T.
Die Abschétzung (2-13) impliziert nun mit der Dreiecksungleichung

lun(®) = u®)llo < | 4n(0) =Rn w(0) llo exp(=at) + |I(T = Ra)u()]o

=Uoh =uo

= [0 = Bl expl=alt = ) ds.

Die Abschétzung des Fehlerterms ||up(t) — u(t)|lo im Satz 2.22 erfolgt durch:

e den Anfangsfehler, welcher in der Zeit exponentiell abfillt und nur dann auf-
tritt, wenn wug, nicht mit Rjug identisch ist,

e den Projektionsfehler in der Norm von H der exakten Losung u,

e den durch die Integration iiber (0,7") mit dem Faktor exp(—a(t — s)) gewich-
teten Projektionsfehler von «’(t) in der L2-Norm.
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2.23 Korollar. FEs gelten die Voraussetzungen von Satz 2.22. Gilt fir die elliptische
Projektion eine Fehlerabschdtzung der Form

I = Ru)vllo < C - h¥lv]l, Vv € HX(Q),
so erhdlt man die Fehlerabschdtzung
[un(t) = u(@llo < lluon — Ruuollo exp(—at)
+0 (el + [ W )lexp(oalt - s))as)
falls w € L*((0,T), H*(Q) N Hy(Q)) N CH([0,T], Hy ().
Man erhilt also Konvergenz der Ordnung O(h?) bei reguliren Finiten Elementen,

falls wor, = Rpug, u € L*((0,T), H3(Q) N HLY(Q)) N CY([0,T], H}()) und Ry die
Ritz-Projektion ist.

Volldiskretes Problem

Sei Q) C R? ein beschriinktes Gebiet mit polygonalem Rand und Q7, = {ey,...,emn}
sei eine Triangulierung. Sei V}, = span{vy, ..., vy} C Hy(Q). Typischerweise wihlt
man

V=V ={veC@)] v, € P e) und v =0 auf 97, } (2-14)

Diese Wahl wird oft als lineare Lagrangesche Finite Elemente bezeichnet. Mit dem
Ansatz

M M
up(t) = Z ci(t)vi,  uon = Z CioVi
i=1 i=1

erhédlt man das Differentialgleichungssystem

Bpd(t) + Apc(t) = m(t), 0<t<T, (2-15)
c(0) = ¢
mit
Ap (aij)lgz’,ng, Q5 = a(%%’%
By = (bij)icij<m, bij = (vi,v5)0,
rh(t) = (riicienm, 1i(t) = (f(t), vi)o,
Cy = (Cz‘o)lgigM-

Im Sinne von Satz 2.22 erscheint nun die Wahl ug, = Rjuo optimal mit dem Ritz-
Projektor Ry : V' — V}, definiert durch

v Rpv <= a(Rpv —v,w) =0, Yw € V.
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Die Anfangsrandwertaufgabe (2-15) kann dann wieder mit dem ¥-Verfahren diskre-
tisiert werden.

Sei At = L > 0, und sei ¢ € RM die Approximation fiir ¢(¢;), t; = jAt und rJ

bezeichne 7(t;), 7 =0,...,N. Dann gilt
G _ - . .
By—g— = (1= N(=Apd + 1) + (=A™ + 7Y, j=0,...,N -1,

COZC()

mit Rpu(0) = ugp = Zf\il ciov;. Insgesamt erhéilt man die Approximation
M
uiL = C‘Ijg cup €V
k=1

fir u(t;). Es lasst sich zeigen:
; 1
max{|u(t;) —u)llo]|j=0,..., N} < C(u)(h* + At), 5 < v <1
bzw.
max{|lu(t;) —ulllo|j=0,...,N} < C(u)(h* + At?), o=

1

>
falls die Triangulierungen {Q7, Yo<n<n, regulér sind und die Lésung u € C?([0, T], H*(Q)N
H}(Q)), Y > 1/2 bzw. u € C3([0,T], H*(Q) N H}()) fiir ¥ = 1/2.

c) Zeitintegratoren fiir gewohnliche Differentialgleichungen

Einschrittverfahren

Wir betrachten eine allgemeine Anfangswertaufgabe
u(t) = f(t,u(t)) fiir ¢t € [to, te], (2-16)
u(ty) = «

fir f € C'Y([to,t] x RY,RY). Wir nehmen an, dass (2-16) eine Losung u(t) fiir
t € [to, te| besitzt.

Zur numerischen Berechnung der Losung gehen wir nun wie folgt vor. Wir wéhlen

eine Schrittweite h = t;(,ff > (0 und das Gitter

Qh:{t]:t0+jh|]:(),,0'(h)}

Ferner bezeichne u; die numerische Approximation fiir u(¢;). Ein Einschrittverfahren
zu (2-16) hat die allgemeine Form

1
E(umﬂ —Upy) = V(b tm,tuy), m=0,...,0(h)—1, (2-17)

Ug = «.
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2.24 Definition. Die Funktion V : (0, ho] X [to,t.) X RY — RN in (2-17) heifit die
Verfahrensfunktion des Einschrittverfahrens.

Zur Analyse schreibt man wieder (2-17) in die Form T"(u) = 0 um mit 7" :
(RNM)2n — (RN)®r definiert durch

Th(U) = (U(] — Q, h71<u‘7'+1 - 'LLJ') — V(h,tj,’lj/j),j = O, ce ,O’(h) — 1)
und u = (ug, w1, - . ., U(ry) € (RY)? versehen mit der Norm
|ul|oo = max{|u;(t;) |i=1,...,N, 7=0,...,0(h)}.
Man kann dann wieder die Begriffe der Konsistenz, Stabilitdt und Konvergenz defi-

nieren.

2.25 Definition. u;, bezeichne die Restriktion der wahren Losung u(t), t € [to, te]
auf das Gitter €;,. Dann heifit || 7" (uy,)||« der Konsistenzfehler.

2.26 Definition. Ein numerisches Modell 7" (u) = 0 wird stabil genannt, falls es
eine von h unabhéngige Konstante C' > 0 derart gibt, dass

lu = vl < CIT" (u) = T"(0) |

fiir alle u,v € (RV)* und 0 < h < hq gibt.

2.27 Definition. Ist u" die Losung von T"(u) = 0, so bezeichnet u" —,, € (RY)%
den Konvergenzfehler. Die Konvergenz der Ordnung p in der Maximumsnorm ver-

langt dann
lu" =Tl = O(BP).

Hinreichend hierfiir ist die Stabilitéit des numerischen Modells 7"(u) = 0 und die
Konsistenz der Ordnung p gemif || 7" (up)||s = O(RP).

Die Runge-Kutta-Verfahren

Seien h = t;(’ht)o >0, ={t;j=to+jh|j=0,...,0(h)}. Ein s-stufiges Runge-

Kutta-Verfahren fiir die Anfangswertaufgabe (2-16) ist gegeben durch
u = a (2-18)

Upt1 = Um-l—thif(tm—i—cih,Uzm), m=0,...,0(h),
i=1

wobei sich die sogenannten Stufenwerte U™ = (U", U, ..., U") als Losung des
Gleichungssystems
UM =t + 0> aif(tn + b, UY), i=1,..s (2-19)
j=1
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ergeben.

Ein Runge-Kutta-Verfahren wird durch die Vorgabe eines Runge-Kutta-Tableaus
definiert:

Cci | a1 ... Qig
Cs | Qg1 ... Qgg
o . b,

Hierfiir schreibt man kurz: %, c,be R, Ae R,

2.28 Definition. Das Verfahren (2-18) ist explizit, falls a;; = 0 fiir j > ¢ gilt, sonst
ist es implizit.

Im Allgemeinen ist auf jedem Zeitlevel ¢,, das (sN)-dimensionale System (2-19) zu

losen.

Die freien Parameter ¢;, b;, 1 <1 <'s, a;;, 1 <14,j < s werden nun dazu benutzt, um
dem Verfahren wiinschenswerte Eigenschaften wie z.B. eine moglichst hohe Konsi-
stenzordnung zu verleihen.

Die einfachsten Verfahren fiir s = 1,2 sind folgende:

(i) Euler-Cauchy-Verfahren (s = 1): 0 (1)
Ug = «,
Uny1 = Upm+h-1- f(m7U1m
= Up+hf(tm, Un), m=0,...,0(h)—1.

(ii) implizites Euler-Cauchy-Verfahren ( —‘—

0
(iii) ¥-Verfahren fir 9 € (0,1) (s = 2): 1- 19 U
1—-9 v

Fiir die Durchfiihrbarkeit ldsst sich der folgende Satz zeigen:

2.29 Satz. f geniige einer Lipschitzbedingung
1t v) = f(tw)lleo < Ly - v = wlle (2-20)
fiir alle v,w € RY und t € [to,t.]. Dann besitzt das Gleichungssystem
Um = um+hzaijf(tm+cjh,(];1), i=1,...,s
j=1
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fiir (tm, um) € [to, te] x RY und jede Schrittweite h € (0,t,—to) mit ¢ := hL¢|| Al <
1 genau eine Losung (UT", ..., U") = U™ = U(t, ty, um) € RV,

Fiir die qualitative Untersuchung eines Runge-Kutta-Verfahrens sind die sogenann-
ten Bedingungen von Butcher oft sehr niitzlich:

. 1
B(p) :sz-cf_l = k=1,...,p,
i=1

1
C’(q):Zaijcf_l:ch, i=1,...,s, k=1,...,q,

J=1

S - 1 .
D(m) :Zbicf la;; = Ebj(l —c?), j=1,....8, k=1,...,m.
i=1
Eines der zentralen Resultate lautet:

2.30 Satz. Geniigen die Koeffizienten b, ¢, A eines s-stufigen Runge-Kutta- Verfahrens
den vereinfachten Bedingungen von Butcher B(p), C(q) und D(m) mitp < g+m+1,

p < 2q + 2, so besitzt das Verfahren die Konsistenzordnung p, falls die Funktion f
p-mal stetig differenzierbar in einer Umgebung der Lésung ist.

Beziiglich der Stabilitat ldsst sich zeigen:

2.31 Satz. Geniigt [ einer Lipschitz-Bedingung der Form (2-20), so ist das Runge-
Kutta-Verfahren bzgl. der Maximumsnorm stabil.

Man erhélt dann also die Konvergenz der Ordnung p bzgl. || - ||, d.h.
max{[|u"(t;) = @ (t;)lloo | § = 0,....0(h)} = O(R?),

falls f € CP([tot.] xRN, RY) global Lipschitz-stetig ist und die Butcher-Bedingungen
B(p), C(¢) und D(m) mit p < g+ m+ 1, p < 2¢ + 2 erfiillt.

Lineare Mehrschrittverfahren

Vorgelegt sei die Anfangswertaufgabe

u'(t) = f(tu(t), to<t<t.,
u(ty) = a€RY
mit f € C'([to, t.] x RY,RY). In Erweiterung zu Einschrittverfahren machen Mehr-

schrittverfahren nicht nur von einem, sondern von mehreren vorangegangenen Néhe-
rungswerten Gebrauch.

Zu einer Schrittweite 7 = ;% iiberziehe man das Intervall [fo, t] mit einem Gitter

Qn ={t; =to+jh|j=0,...,0(h)}. Die allgemeine Form eines k-Schritt-Verfahrens

© Johannes Schropp 22. Mai 2024



38 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

mit Schrittweite h ist

1
E(&oﬂj -+ A1Uj41 + -4 akqu) = (I)(h, tj, . 7tj+k; Ujy - ,qu) (2—21)
mit gegebenen Koeffizienten a; € R, i =0, ..., k, ai # 0 und einer Verfahrensfunk-

tion @ : (0, ho] X [to, te]FF! x RN*+D — RN Hierbei steht u; fiir eine Approximation
von u(t;).

RNA
u(t
o Uj+l (®
@ @
{L]‘ Uj+2 Ujtk
e >
ti tivn Lo tivk 1

Abbildung 8: Ein Mehrschrittverfahren

2.32 Definition. Das Verfahren (2-21) heiflt explizit, falls ® nicht von u, abhéngt,
sonst implizit.

Die gebrauchlisten Mehrschrittverfahren sind die linearen Mehrschrittverfahren der
Gestalt

D(hyty, stk Uy - Ugk) = Do f (tg,u5) + by f (tjn, wn) + o+ b f (Bjns Wjan)
k
= Z bi f (s Wjri)
1=0

mit Koeffizienten b; € R, © =0, ..., k. Das Verfahren lautet dann

k k
1 .
7 Z AiUjti = Z bif(jsisujei), J=0,....0(h) —k (2-22)
=0 =0
zu gegebenen Startwerten uy, ..., ug_1. Die Parameter des Verfahrens lassen sich in

Form einer Tabelle angeben:

ap aiy ... Qg

bp by ... b

Letztere wird als ein Mehrschrittverfahren-Tableau bezeichnet. Fiir b, = 0 ist das
Verfahren explizit und fiir b, # 0 implizit.
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Wir kénnen das lineare Mehrschrittverfahren (2-22) auf die Form T"(u) = 0, T" :
RV — (RM)®r 4 € (RY)?* bringen mit

k k
T"(u) = (Uo = Yohs - e ey Ukt — Vo1 0y BT Z Qiljyi — Z bif (tjpi, wjsi),
=0 =0

j=0,...,0(h) —k). (2-23)
Damit sind die Begriffe der Konsistenz, Stabilitdt und Konvergenz direkt iibertrag-
bar.

Fiir ein Mehrschrittverfahren mit k-Schritten benotigt man eine Anfangsrechnung
zur Bestimmung der Approximationen ~op, ..., V-1 fir a(to),...,u(tx—1). Dies
kann z.B. durch (k — 1) Schritte eines Einschrittverfahrens geschehen.

Bei impliziten linearen Mehrschrittverfahren (d.h. im Falle b, # 0) ist in jedem
Zeitschritt das Gleichungssystem

hby,
Ujk = —f( J+k7uj+k + — E hb; f j-‘rzau]-i-z) AiUgyq
nach w4, aufzuldsen.

Ein Fixpunktargument sichert die Auflésbarkeit unter der Bedingung
b
= hML < 1,
||

falls
[f(t,v) = f(t,0)]leo < Lyllv — w]loo

fiir alle v,w € RY und t € [to, t.] gilt.

Man erhilt ein Mehrschrittverfahren der Konsistenzordnung p, d.h. || T"(t)]|ec =
O(h?), falls fur die Koeffizienten des linearen k-Schritt-Verfahrens

k
dag =0, (°=1,0=1) (2-24)
=0
k -l -1
7 7 .
Zaiﬁ_bi—(l—l)! = 0firl=1,...,p

gilt und f p-mal stetig differenzierbar in einer Umgebung der Lésung ist, sowie ||y, —
U(t;)||eo = O(RP) fiir j = 0,...,k — 1 gilt. Ferner normiert man die Koeffizienten

geméaf
k
> hi=1. (2-25)

=0
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Fiir die praktische Anwendung geben wir hier einige Formelsétze fiir Mehrschritt-
verfahren.

(i) Adams-Bashforth-Verfahren:
4 =0,i=0,.. . k=2 by=0,
ag_1, ax, by, 1 =0,...,k — 1 bestimmt aus (2-24)— (2-25)

Das Verfahren ist explizit der Ordnung p = k.
Beispiel fir k = 2: Ujyo — Ujp1 = h(3/2 f(tj+1,Uj+1> - 1/2 f(tj, u]))

(ii) BDF-Verfahren (BDF steht fiir ,,backward differentiation formulae*):
bo="br =+ =bp1=0,
g, . . ., ag, by, bestimmt aus (2-24)— (2-25)

Das Verfahren ist implizit der Ordnung p = k
Beispiel fiir k = 3: ]_1/6 Ujy3 — 3Uj+2 + 3/2 Ujr1 — ]_/3 U; = hf(tj+3, Uj+3)

Lineare Mehrschrittverfahren sind nicht mehr uneingeschréinkt stabil. Zu einem li-
nearen Mehrschrittverfahren (2-22) heifit

das charakteristische Polynom des Verfahrens. Es gilt deg(p) = k, da a; # 0.

2.33 Satz (Dahlquist). Das numerische Modell T"(u) = 0 eines linearen Mehr-
schrittverfahrens mit T" aus (2-23) erfiillt eine Stabilititsungleichung

|t —v]loo <O T"(u) = T"V) ||, u,v € RN, 0<h < hg,

falls f einer globalen Lipschitz-Bedingung geniigt, und die folgende Wurzelbedingung
qgilt:

Fiir jede Nullstelle z € C des charakteristischen Polynoms gilt (2-26)

entweder |z| < 1 oder |z| =1 und z ist eine einfache Wurzel.

2.34 Definition. Ein Verfahren, dass die Bedingung (2-26) erfiillt, heiit nullstabil.

Als Konsequenz haben wir:

2.35 Korollar. Fin lineares Mehrschrittverfahren, dessen charakteristisches Poly-
nom die Wurzelbedingung (2-26) erfillt, ist konvergent der Ordnung p, falls Konsi-
stenz der Ordnung p vorliegt und f einer globalen Lipschitz-Bedingung gentigt.
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z = 1 ist immer eine Nullstelle von p, denn p(1) = Zf:o a; = 0. Die (k — 1) anderen

Nullstellen von p in C entscheiden also iiber die Stabilitét.

2.36 Beispiel. a) Das charakteristische Polynom des Adams-Bashforth-Verfahrens

p(2) = 28 — 2F71 = 2F=1(z — 1) erfiillt die Wurzelbedingung.

b) Die BDF-Verfahren erfiillen die Wurzelbedingung fiir £ = 1,2,...,6. Ab der Ord-
nung 7 sind die BDF-Verfahren instabil. Deshalb werden sie nur fiir kK =1,2,...,6
benutzt.

c¢) Einschrittverfahren haben das charakteristische Polynom p(z) = z — 1, welches
die Wurzelbedingung erfiillt.

d) Zeitintegration fiir Liniensysteme parabolischer
Anfangsrandwertaufgaben

Betrachte
% —Au = 0in Q2 x (0,7, (2-27)
u = 0auf 9Q x (0,7),
u(z,0) = wp(z) fur z € Q,

wobei QO C R?, d = 1, 2 ein beschréinktes Gebiet ist.

Das mit klassischen Differenzenverfahren hergeleitete Liniensystem zu (2-27) erhilt
die Form
w = Tw, w(0)=u’.

i) Finite Differenzen: Hierbei bekommt man fiir Q = (0, 1)

2 -1 0 ... 0 0 0
-1 2 -1 ... 0 0 0
1 o -1 2 ... 0 0 0

P= 55| ¢ ¢ & 0 0 | =TaeRTL A= o
0 0 0 2 =1 0
0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 0 -1 2

w’ = (up(Az),...,uo((M —1)Az))
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Im Fall Q = (0, 1)? ergibt sich bei zeilenweiser Nummerierung der Gitterpunkte von
links unten nach rechts oben

B —-C 0 0 0 0
-C B -C . 0 0 0
0 -C B 0 0 0
r=— | | =Ta e RO
Ax? : v ’
0 0 0 B —-C 0
0 0 0 -C B -C
0 0 0 0 -C B
wobei
4 -1 0 0O 0 O
-1 4 -1 0O 0 O
o -1 4 ... 0 0 O
B = : : . ‘. : : : c RM—l,M—l
0O 0 O 4 -1 0
0O 0 O -1 4 -1
o o0 0 .. 0 -1 4
C = IM—l € RM_I’M_I, ’lUO = (UO(iAxaij»lgi,jSM—l

2
)\k’l:_A_x? (2—(308 (%) —cos(%)), 1<k I<M-1.

ii) Finite Elemente: Fiir Q C R? erhilt man das System

Buw'(t) + Aw(t) = 0, 0<t<T,
w(0) = w’

mit
A= (aij)i<ijenr € RMM a5 = alv;,v;) = / Vo - Vu;de, 1<i,j <M,
0

B = (bij)lgi,jSMa bij = <Ui,”l)j>0 = / Uﬂ)j d.CC, 1 S ’l,j S M,
Q
M

Ryug = Z(wo)ﬂ)u

=1
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wobei Ry, : V. — Vj, := span{vy,...,vy} der Ritz-Projektor sei. Ferner sind A, B
symmetrisch und positiv definit. Wegen der Symmetrie und der positiven Definitheit
von B € RM~-LM=1 st dies dquivalent zu
w = Tw,
w(0) = w’

mit ' := —B~1A.

2.37 Bemerkung. i) Da mit B auch B~! symmetrisch und positiv definit ist,
existiert B~'/2, und es gilt

r = —B_lA _ B_1/2(B_1/2<—A)(B_l/2)T)Bl/2,
d.h. o(T') = o(B~Y2(=A)(B~Y2)T). Nach dem Sylvesterschen Trigheitssatz haben
nun (—A) und B~Y2(—A)(B~/2)T dieselbe Anzahl an positiven und negativen Ei-

genwerten. Somit sind (—A) und B~Y2(—A)(B~Y/%)T negativ definit. Folglich hat T
reelle, negative Eigenwerte.

ii) Im allgemeinen Fall, d.h. bei allgemeineren Randbedingungen (z.B. Neumann
oder gemischte Randbedingungen) oder bei allgemeineren Gebieten 2 erhélt man
fiir die Liniensysteme, welche durch Semidiskretisierung im Raum durch Finite Dif-
ferenzen oder Finite Elemente entstehen, wieder eine Anfangswertaufgabe der Form

w' = Tw, w(0) = w ia. aber mit einer nicht symmetrischen Matrix T', welche
lediglich Re(\) < 0 fiir A € o(I") erfiillt.

Wir betrachten nun ein beliebiges M-dimensionales System
w =Tw, w(0)=1uw" (2-28)

mit einer iiber C diagonalisierbaren Matrix I' € RMM_ Es existieren also linear
unabhingige Vektoren y* € CM derart, dass

Iy = \yb, k=1,...,M, (2-29)
YTITY = A = diag(\,..., ), Y = (Y ....9™M).

Die Losung von (2-28) ergibt sich dann bekanntlich in der Form
M
w(t) = ch exp(\it)y®, tER.
k=1

Dabei gilt w(0) = wy = S0t cry”.
Wir analysieren nun Einschrittverfahren, welche angewandt mit der Zeitschrittweite
At auf (2-28) eine Rekursion

w™ = g(AtDw™ ', m=1,...,N, NAt=T (2-30)

p(2)
q(=)’

mit einer rationalen Funktion g(z) = z € D C C offen, fiir polynomiale p und

q liefern.
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2.38 Definition. Zu einem Polynomp: D — C, p(z) = Ef:o ;2! und einer Matrix
B € RMM gsetze

k
p(B):==> aB', B'=1I
=0

Ferner setzt man zu einer rationalen Funktion g(z) = %, z € D C Coffen, ¢(z) # 0:

9(B) := (¢(B))"'p(B),

falls ¢(B) invertierbar ist.

2.39 Bemerkung. ¢(B) hat die Eigenwerte g(\), A € o(B). Folglich ist ¢(B) in-
vertierbar, falls o(B) N {2 € D|q(2) =0} = @.

Eine Darstellung der Form (2-30) gilt allgemein fir Runge-Kutta-Verfahren. Be-
trachte zunéchst den Fall M = 1, d.h. die Anfangswertaufgabe

w' = w, w(0)=uw".

Sei % das Tableau eines s-stufigen Runge-Kutta-Verfahrens. Man findet

W = " ALY B F (ty + GAL W) = w ALY AV = w™ 4+ AT

i=1 =1

mit W™ = (W™, ..., W) gegeben als die Losung von

W = w™ ALY aiF(tm + ¢ At W)

1
J=1

= wm—i-AtZaij)\VVJm, i=1,...,s.

j=1
Dies ist aquivalent zu
1-— CLHAt)\ —(llgAt)\ Ce —alSAt/\ Wlm w™
—aglAt 1— aggAt)\ e CLQSAt)\ W2m w™
—agq At —agAtA ... 1 — agAtA wnr w™

d.h.
(I — ANAW™ = Tw™

mit I = (1,1,...,1)T € R®. Ist die Matrix I — AtAA invertierbar, so finden wir

W™ = (I — AtAA) Tw™
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und daher

w™t = w™ 4+ At 0TI — AtAA) T Tw™
(1 4+ AT (I — AtAA) ' Dw™ =: R(AtA)w™

mit

R(2) =1+ 2b"(I — 2A) ' = g(2). (2-31)

2.40 Definition. Die Funktion R(z) in (2-31) heifit Stabilitatsfunktion des Runge-
Kutta-Verfahrens.

Des Weiteren sichert die Cramersche Regel, dass W/ = W™ (AtA), i = 1,...,s

)

rationale Funktionen in AAt sind, falls I — AtAA invertierbar ist. Der Zihlergrad
und der Nennergrad iiberschreiten dabei nicht s. Somit hat die Funktion g aus (2-31)
die Darstellung

g(z) = R(z) = 21,

wobei p und ¢ Polynome mit deg(p) < s und deg(q) < s sind.

Wir kehren jetzt zum allgemeinen Fall (2-28) zurtick. Wir nutzen die Diagonalisier-
barkeit von I' aus und setzen
u=Y tw

mit Y = (y*, ..., yM) € C*M aus (2-29). Dann gilt
u =Y ' =Y 'Tw=Y 'T'Yu=diag(\, ..., A\y)u.
Einsetzen liefert dann mit kurzer Rechnung die Iteration
w™ = g(AtDw™ ', m=1,...,N. (2-32)

Mit (2-32) und Y'TY = diag(\y, ..., A\y) finden wir

M
W™ = AT = gAY = g(AT)" (Z y)

k=1

—_———

=0
M
= chg(At/\k)myk, m=1,...,N.

k=1

Man beachte dabei, dass g(Atl') die Eigenwerte g(AtA;), ..., g(AtAy) mit den Ei-
genvektoren y', ...,y hat.

Vergleich der kontinuerlichen und der diskreten Losung
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Ist w die wahre Losung von (2-28), so folgt

M M
w(mAt) —w™ = Z crexp(mALt\,) y* — Z crg (At )™ y"
=1 k=1
=exp(AtAg)
M
= (exp(AtAL)™ — g(AtA)™)ery”.
k=1

Zu vergleichen sind die sogenannten Amplikationsfaktoren exp(AyAt) fiir die konti-
nuerliche Aufgabe und g(At);) fiir die diskrete Aufgabe.

Seien nun die Eigenwerte von I' € RMM gemif
Re()\M) S Ce Re()\g) S Re()\l)

angeordnet. Damit g(AtA;) und exp(AtA;) wenigstens qualitativ iibereinstimmen,
ist die Giiltigkeit von

<1, falls Re(\;) <0,

’Q(AM’“)’{ > 1, falls Re(\y) >0 k=1....M (2-33)

zu fordern. Der fiir die Anwendungen interessante Fall ist nun
Re(Ay) < ...Re(A2) < Re(N) <0. (2-34)

Man vergleiche dazu beispielsweise Liniensysteme fiir parabolische Differentialglei-
chungen.

2.41 Definition. Sei i der kleinste Index mit Re();,) < 0. Das Verhéltnis o =
E‘ZE’/\\Vg heiBt im diesem Fall die Steifheit von I'. Man sagt, w'(t) = T'w(t) ist eine
io

steife Differentialgleichung, falls 0 = o(T") > 1.

2.42 Beispiel. Vorgelegt sei die Matrix

2 -1 0 ... 0 0 0
-1 2 -1 ... 0 0 0
) o -1 2 ... 0 0 0
) ) . ) ) . M—1,M—1
F:—m : : : L : : eR
0 0 o ... 2 -1 0
0 0 o ... -1 2 -1
0 0 o ... 0 -1 2

und es sei My € {1,..., M — 1} fest. Dann folgt fiir die ersten M, Eigenwerte im
Grenzwert Ax — 0
2

2 1
A = A2 (1 — cos(kmAx)) = _A_xz(l -[1- §k272A9€2 + O(Ax4)])
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= K7+ 0(A2?%), k=1,..., M.
Fiir die Steifheit der Differentialgleichung findet man
- 1-— M —1)mA
o) = AM—1 cos(( )TAT)

N 1 — cos(mAx)

B 2+ O(Az?) B 1
__(UmﬁAﬂ+4XAﬁ)_'O<Aﬂ)’

d.h. Liniensysteme parabolischer Differentialgleichungen sind fiir Ax < 1 steife
Systeme.

Im Falle von (2-34) erzwingt (2-33) die Bedingung

lg(At\)| <1, k=1,...,M.
Dies motiviert:

2.43 Definition. Die Menge S := {z € C | |g(2)| < 1} heiBt der Bereich der
absoluten Stabilitét des Einschrittverfahrens mit der Funktion g.

In der Situation von (2-34) ist es wiinschenswert, Verfahren mit einem moglichst
groBen Bereich der absoluten Stabilitét zu haben, damit die Forderung |g(AtAg)| <
1, k=1,..., M nicht zu kleine Schrittweiten erzwingt. Im Idealfall soll gelten

C_:={z€C| Re(z) <0} CS. (2-35)

2.44 Definition. Ein Verfahren mit der Eigenschaft (2-35) heifit absolut stabil oder
kurz A-stabil.

2.45 Definition. Ein A-stabiles numerisches Verfahren heifit stark absolut stabil
oder kurz L-stabil, wenn ¢g(z) — 0 fiir Re(z) — —oo gilt.

Die Koeffizienten g(At\;)? in der diskreten Losung klingen dann umso stérker ab, je
kleiner Re()\;) ist, genau wie dies die Koeffizienten exp(At);)’ in der kontinuerlichen
Losung tun.

2.46 Beispiel (v-Verfahren). Man findet g(z) =
v-Verfahren ist A-stabil, d.h. S D C_, falls 1/2 <9

1-9z

go(z) = 222 0 < 9 < 1. Das
< 1. Ferner gilt

—~

lim |gg(z)|= lim

Re(z)——o0 Re(z)——o0 ’

1+ (1-9)z
1 -1z

C1-v
“ T

d.h. das ¥-Verfahren ist L-stabil, nur falls 9 = 1.
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2.47 Beispiel (Explizite Runge-Kutta-Verfahren). Ein explizites Runge-Kutta-Verfahren
lautet

w™t =™+ ALY BTW, m=0,1,...,N -1

=1
mit
wit = wm,
i—1
V[/im — wm—i—AtZCLUFW]m, Z':2,...7S,
j=1

wobei a;; = 0 fiir j > i zu beachten ist. Man erhélt, dass g(z) ein Polynom vom
hochstens s-ten Grade ist, d.h.

g(z) == deg(p) <.

Wegen des Satzes von Liouville, d.h. |p(z)| — oo fiir Re(z) — —oo folgt, dass
explizite Runge-Kutta-Verfahren niemals A-stabil sind.

2.48 Beispiel (Implizite Runge-Kutta-Verfahren). Nicht alle impliziten Runge-
Kutta-Verfahren sind A-stabil. Aber manche sind es. Ferner findet man A-stabile
Runge-Kutta-Verfahren von beliebig hoher Ordnung. So sind z.B. die Verfahren vom
Gauss-Typ oder vom Radau ITA Typ A-stabil. Die Radau IIA Verfahren sind sogar
L-stabil.

Absolute Stabilitdtsbereiche fiir lineare Mehrschrittverfahren

Vorgelegt sei die Anfangswertaufgabe
w'(t) = w(t), w(0)=u’ XeC. (2-36)

welche durch wW(t) = exp(At) gelost wird. Wir diskretisieren das Problem (2-36) mit
einem linearen Mehrschrittverfahren mit dem Tableau

apg ay ... Q

bo b1 bk

und erhalten mit der Approximation w' fiir w(¢;) das Schema

k k
Zaiw”i = Athi/\wj“, 7=0,...,N—k
=0 i=0
zu vorgegebenen w°, ..., w*~!. Die obige Iteration ist Aquivalent zu
k
> (@i — AW T =0, j=0,...,N -k (2-37)
i=0
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(2-37) hat die Form
k

> (At =0
i=0
mit g;(2) = a; — bz, i =0,..., k.

2.49 Definition. Zum Polynom

p(z,€) = ZgAz)S" (2-38)

heifit die Menge

S :={z € C| Fiir jede Nullstelle £ von p(z,-) gilt || =1,
und ¢ ist einfache Nullstelle oder || < 1 sonst.} (2-39)

der absolute Stabilitatsbereich des linearen Mehrschrittverfahrens.

Zur Motivation von (2-38)—(2-39) betrachten wir die Losung von (2-37) wobei wir
der Einfachheit halber annehmen, dass das Polynom p(At\, ) nur einfache Nullstel-
len §; € C, j =1,...,k hat. Wir bestimmen nun 71,7, ...,V eindeutig als Losung
von

T 1 ... 1 v w”

3 S . & w?

Lo L (2-40)
ic—l 5—1 o llz—l Vi ,wkfl

-~

2.50 Bemerkung. Die Matrix V € R¥* ist die Vandermondesche Matrix, welche
genau dann invertierbar ist, wenn §; # ¢; fiir 7 # j.

Dann lautet die Losung von (2-37)

k
w =Y "g, jeN, (2-41)
=1

Sei j € {0,...,k — 1}. Nach Konstruktion von 71, ..., v gilt

k
w) = Z Vij -
=1

Fiir j > k finden wir

k k : k k
Z Gu( At )W = ZgH(AtA) Zw I = Zmﬁlj Z g (AtN)E = 0.
k=0 =1 =1 k=0

=0 ~
:glf.glft
=p(AtAE)=0
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Anhand der Losungsdarstellung (2-41) sehen wir, dass im Fall Re(\) < 0 wiederum
AtA € S zu fordern ist, damit die numerische Losung, genau wie die kontinuierliche
Losung, beschrinkt bleibt.

2.51 Definition. Ein lineares Mehrschrittverfahren heifit absolut stabil oder A-
stabil, falls C_ C S gilt. Es heifit sogar L-stabil, falls es A-stabil ist und falls zusétz-
lich fiir alle Nullstellen &(z) von p(z, -)

lim &(2)=0

Re(z)——o0
gilt.

Es gibt aber ein bekanntes Resultat von Dahlquist, nach dem jedes A-stabile lineare
Mehrschrittverfahren implizit ist und héchstens die Konvergenzordnung 2 hat. Dazu
gehoren die ¥-Verfahren fiir 1/2 < ¢ < 1 und das BDF-Verfahren der Stufe 2 mit
1/2 =2 3/2

o 0 1 °

dem Tableau

Um also lineare Mehrschrittverfahren mit héherer Konvergenzordnung als 2 zu er-
halten, muss man den Begriff der A-Stabilitat etwas abschwéchen. Dies fithrt dann
zu folgender Definition.

2.52 Definition. Ein lineares Mehrschrittverfahren heifit A(«)-stabil mit 0 < o <
5, falls
Im(z)

SOC_,={z€C_| Re(z) < tan(a)}.

\

Abbildung 9: Die Menge C_ , fiir ein o > 0
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Man erhilt, dass die BDF-Formeln bis zur Ordnung 6 (nur bis zu dieser Ordnung
sind sie iiberhaupt stabil) A(a)-stabil sind. Die BDF-Formeln erfiillen iiberdies

lim &(2)=0

Re(z)——o0

fiir alle Nullstellen £(z) von p(z, -), d.h. sie sind L(a)-stabil.

2.53 Bemerkung. A(a)- bzw. L(«)-Stabilitéit, o > 0, ist beispielsweise vollig hin-
reichend fiir Probleme der Gestalt w’ = TI'w mit lediglich reellen Eigenwerten .
Man beachte dabei, dass AtA € R fiir alle Eigenwerte A € o(I") gilt. Darunter fallen
unsere Liniensysteme parabolischer Anfangsrandwertprobleme unabhéngig davon,
ob die Diskretisierung im Raum mit Finiten Differenzen oder Finiten Elementen
gemacht wurde.

Software-Pakete fiir steife Differentialgleichungen

a) Radau 5:
Radau ITA Verfahren der Stufe s = 3 und Ordnung p = 5 (Runge-Kutta-
Verfahren), E. Hairer (Genf).

b) DASSL:
BDF-Verfahren mit variabler Ordnung durch Benutzung der Stufen k = 2,...,6
(lineares Mehrschrittverfahren), L. Petzold (St. Barbara).

c) odelbs:
BDF-Verfahren fiir steife Differentialgleichungen in Matlab.

d) ode23th:
BDF-Verfahren der Stufe 2 und Trapezregel.

e) Nichtlineare parabolische Anfangsrandwertaufgaben

Es sei Q = (0,1). Betrachte die nichtlineare Anfangsrandwertaufgabe

% = Ugy + f(u,z,t) in Q x (0,7), (2-42)

u(z,0) = wup(z) in Q,
u<07t) = VO(t)u u(17t> = ’Yl(t) in (07T)
Es wird f € CY(R x [0,1] x [0,T],R) und

0
u

© Johannes Schropp 22. Mai 2024



52 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

vorausgesetzt.
Es seien Ax = % >0, Qar ={z; =jAz|j=1,...,M — 1}. Setze
o(t) = (u(@r, 1), ... u(@ar1, 1) = (D), ..., o (1), 0<E<T.

Das Liniensystem durch Diskretisierung mit dem klassischen Differenzenverfahren
fiir den nichtlinearen Differentialoperator wu,,(-,t) + f(u(-,t),-,t), u(0,t) = v(0,1),
u(l,t) =v(t), t € (0,T) lautet

V() = Fag(v(t),t), 0<t<T,

v(0) 0
mit
Fas(v,t) = —Tw+ E(v,t) +r'(t),
2 -1 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0
] 0O -1 2 0 0 0
I = — : : : . : : : RM-1,M-1
vl R ,

0 0 o ... 2 -1 0
0 0 o ... -1 2 -1
0 0 o ... 0 -1 2

Yo(t)

1 0
1 — . M-1
T (t) = m : [ R ,
0
Y1 (t)
flor, 21,t) o (1)
E(v,t) = f (v, x;,t) . o0 = uo(z;) e RM~1(2-44)
foapr—1,wp-1,t) uo(zpr—1)

Mit v/ = (ul,...,u), ) € RM=1 j =0,....N, NAt = T, t; = jAt lautet das
Y-Verfahren
1

E(vj—vjfl) = OFa (V7 )+ (1 =9 Fac (V' t;4), j=1,...,N,

v = % = (ug(xy),. .., uo(war_1)),
wobei Fa,(v,t) = —Twv+ E(v,t) + r(t). Mit den Abkiirzungen
1

Gj(v) = EU—ﬁFAx(U,tj),
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H;(v) = év + (1 =) Fag(v,t;)

schreiben wir das diskrete Problem in der Form T"(u) = 0 mit 7" : R®%* — R
gegeben durch

GN(UN) — HNfl(UN_l)
wobei Q, = {(x;,t;)|i=1,...,M -1, j=0,....,N}, h = (Azx, At).
Gemiifl Voraussetzung (2-43) gilt fiir w, z € RM~!

Faz(w,t) — Fag(z,t) = —I'(w —2) + E(w,t) — E(z,t)

flwr,z1,t) — f(21,21,1)

= —D(w—2)+ :

flwm—1,20-1,0) = flzm—1,2m-1,¢)
St my, t)(wr — 21)

= T(w—-2)+ :

%(55\/[—17$M—1a ) (war—1 — 2pm—1)

Dji(ws, ziyt),i=1,...,M — 1)(w — 2)
=:D(w,z,t)

= —I(w—2)+D(w,zt)(w—2)

I
|
=
S
|
&
+
e
54
ER

mit
q < Dii(wi,zi,t) < , 1= 1, ey M — 1, (2—45)
wobei
0
Dii(wi,zi,t) = 8—£( f,xi,t), izl,...,M—l,

& = wi+s'(z —wy) fiirein ' € (0,1), t €0, T[, i=1,...,M — 1.

Herleitung einer Stabilitidtsungleichung

Wir withlen zwei Elemente v = (v°,...,vV), z = (2,...,2") € ROVFDAM=D ypd
setzen g = (¢°,...,g") :=T"(v) — T"(2), d.h.
P o= =0

g = G()=G(¢") = (Hja (™) = Hj (7)), j=1,....N.
Diese Rekursion ldsst sich ferner wie folgt schreiben:

; 1 , 1 ,
g = Ktv]—ﬁFAI(v’,tj)—E23+19Fm(zj,tj)

© Johannes Schropp 22. Mai 2024



54 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

_ {é’lﬂ'l + (1= 0)Far (v 1) — ézjl — (1= 9)Fas(2" " 1)
_ <EI — (=T + D7, 2, tj))) (v) = 27)

J/

=:A;
1 L | .
- <E[ +(1=9) (=T + D™, 2, tjl))> (vt — 1)
o
= AW =) =BT =), j=1....N,
g = " =2

Diskussion von A;

A; ist eine Lo-Matrix, denn (A;);, = 91y, <0 fiir [ # k, und es gilt

1 - 1
Al = T+ 901 0 D, 27 1)1 > [ — —op | L
A +\>€/ M—(At “)

= <pl

Setzt man nun Aty < k < 1 voraus, so ist A; sogar eine M-Matrix mit

- 1 -
I= A7 Al > (— - 19”> AL

At

d.h. . A

t

AT < [ = I (2-46)
J ~ — O 1 — Atdp
Wir erhalten ferner
At At At
A7 = 1A < || ————1f] = < =: O At. 2-4

Durchfithrbarkeit des Verfahrens

Es ist zu zeigen, dass G; : R~ — RM~! fiir j = 1,..., N bijektiv ist. Betrachte
hierzu die Gleichung G(v) = ;v + 9Tv — 9E (v, t) = r fiir € RM~! beliebig. Diese
ist aquivalent zu

1
Carv = OE(v,t)+7r mit Cpy = El—i—ﬁf.

Man findet

1 1
Oyl = —I4+9TT > —I > 0
At At T = A Y
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d.h. Cp; ist eine M-Matrix. Analog zu (2-46), (2-47) folgt Cx; 1 < Atl, d.h.
IC5H e = ICMe < A
Somit ist G(v) = r dquivalent zur Fixpunktgleichung
v = Cx} (WE(v,t)+71) = T(v).

Wir zeigen nun, dass T eine Kontraktion ist, falls max(0, u)JAt < 1 ist. Dann folgt
die Behauptung mit dem Fixpunktsatz von Banach. Es gilt

Tw)—T(z) = ICx (E(v,t) — E(2,t)) = 9Cx D(v,2,t)(v —2) < 9Cxu(v — 2)
und

IT() = T(2)lle = max(0, W)I||C; llocll(v = 2)lloc < max(0, w)IAL|(v — 2) -

Also ist das ¥-Verfahren unter der Bedingung

Atdp <k <1
durchfithrbar.
Diskussion von B;
Es gilt
1 o 1
Bj= =TI+ (1-9)(-T'+D, 2 t;) < =1+ (1 —-0)(-T+pul) =P (2-48)
At —_——— At
<pl

Wir wollen nun die Ungleichung |B;| < P, d.h.
(Bl < Pu, 1<kI<M—1

erfiillen. Dies ist dquivalent zu B; < P und B; > —P. Die Formelzeile (2-48) sichert
die Abschétzung B; < P. Zu zeigen bleibt also, dass auch B; > —P gilt.

Fiir die Nebendiagonalelemente von B; ergibt sich
(Bj)u=—1 =Ny >0> (1 =9y = —Pha.

Somit folgt B; > —P, falls fiir die Hauptdiagonalelemente

(Bj)k = é-i‘(l—ﬁ)(_$+SD(Uj’Zj’tj))k'3>

1 2 ! 1 2
> SN S Y (S -
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gilt. Dies ist genau dann erfiillt, wenn

éZ(l—ﬂ) (&—(Hu))

was mit At . N
qT
< At
A2 S20-9) 4

(2-49)

dquivalent ist.

Wir setzen nun (2-49) voraus und leiten eine Stabilitdtsungleichung her. Aus

¢ =40 —2) = B =)

folgt
[0/ = 2|l = AT Bj (v = 277 + AT ||
< A7 Bialloo - 077 = 27 oo + 1147 oo - 1197l (2-50)
Nun gilt mit | - | : RM=LM=1 5 RM=LM=1 definiert durch
C = (|Ci1<ij<mr—
sofort
:l:Bj_l < |Bj_1| <P = ZEA]-_IBj_l < A]-_1|Bj_1| < AJ_IP
und somit

147" Bj-1lloe < 147 Pll .
Einsetzen in (2-50) liefert

v/ = 2 lloe < NIA7 Plloo - 1077 = 27 oo + 145 lso - 197 lloc-
Wir bendtigen jetzt eine Abschiitzung fiir || A7 P||oo:

(A, —P) = [(é[ — (=T + D7, 27, tj))) - (é[ + (1 =9)(-T + u]))] I
= ([ —9DW, 2, t;) —(1 —9)ul)l

<pl
> =pHl = TT —pl > —ul.

>0
Da A; eine M-Matrix ist, folgt
(I-A;'P)I=AY(A; — PL> —pA; 'L

was mit

ATTPT < (14 pA; I
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2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen 57

gleichbedeutend ist. Dies liefert

—1 — —
ATTPT < T4 pAS'T = T+ max{p, 0} A;'I
N——

<At
U2 14 max{p, 0} 1—ATtm9u I < (1+CANl
<:ChAt
mit Cy := max{u,()}ﬁ.
Wegen A;lP > 0 folgt ferner
HA;1PHOO = HA;1P]IHOO < (1 4+ CLANT || = 1 + CLAL. (2-51)

Benutzen wir nun (2-47) und (2-51), so folgt

[

< AT Plloe 1077 = 27 oo + 145 oo - 197 lloo
< (14 GAY|[V ™ = 2 Y| + CLAL - [|¢]looy G=1,..., .

Durch Induktion erhalten wir dann

j
17 = 2o < (14 CoA[|g"]low + D (14 CoA ™ - CLAE - |l g e (2-52)

k=1

j = 0: Offensichtlich gilt

j—1—j: Es folgt

v = 27|

1" = 2%l < 19llo = [l0° = 2%l

(1+ CoA) - 07! = 277 | 4+ C1LAL] 67| oo
(1+ CoAL) [(1 + CoALY g

j—1

+ > (14 CoAY T LA [|g8loo] + CLAE ¢
k=1

IA A

j—1

k=1

J
= (1+ CAY (|8l + Y (1+ CoAL) ™ C1 AL 6" .
k=1

Mit (2-52) und 1 + CyAt < exp(CyAt) ergibt sich dann

IV = 27l

J
< exp(Cy- Al - |lo + ), (L+ CAY™FCiAL - |lg¥]
N————

F=1 < (14 CoAt) <exp(CajAt)
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< exp(Cy - jAL) - [|g°]lo
~—~
<T
+C1 gAL -exp(Cy jAL) - max{||¢’|| | j = 1,..., N}
T <T
<

< exp(CoT)(1+ CiT)|gl[oo
= exp(CoT)(1 4+ C/D)||T"(v) = T"(2)||so, 5 =0,...,N.

Dies liefert die Behauptung mit der Stabilitdtskonstanten C' := exp(CoT)(1+ C1T).

Fasst man nun alles zusammen, so ergibt sich der nachstehende Satz.

2.54 Satz. Unter der Voraussetzung f € C*(R x [0,1] x [0, T],R), ¢ < %(u,x,t} <
w,uw € R, 0 <z < 1,0 <t < T sowie der Schrittweitenbedingung Atdu <
k < 1 ist das ¥-Verfahren zur Anfangsrandwertaufgabe (2-42) durchfithrbar. Mit der
zusdtzlichen Bedingung
At 1 q+p
< At
A o= " 4

ist es auch beziiglich || - || stabil. Es gilt dann die Stabilititsungleichung

|u — w||oo < exp(CoT)(1+ CLT)| T (u) — T (w)]|oo, Vu,w € R, h = (Ax, At)

mit Cy = 72—, Cy = max{pu, 0} - C}.

1-k’

An jeder klassischen Lésungu mit 22w € C([0,1]x[0,T)), v = 1,2, 251 € C([0, 1] x
0,7]), v =1,2,3,4 liegt die Konvergenz der Ordnung O(At+ Ax?) beziiglich || - ||
vor. Fiir das Crank-Nicholson-Verfahren erhdlt man sogar die Konvergenz der Ord-

nung O(At* + Az?) bezgl. || - ||oo, falls zusditzlich g%ﬂ e C([0,1] x [0,T7).

f) Finite Elemente fiir nichtlineare parabolische Probleme

Nun wenden wir uns dem Losen des nichtlinearen parabolischen Problems

w = Au+ f(u)in Q x (0,7, (2-53)
u(-,t) = 0auf 902 x (0,7,

u(-,0) = wupin Q

zu, wobei ) C R? eine beschriinktes Gebiet ist. Die Nichtlinearitéit f € C'(R) sei
global Lipschitz-stetig. Fiir die Anfangsdaten gelte uy € L?(Q2).

Analog zum linearen Fall erhélt man
d
— [ u(z,t)v(x)dx + / Vu(z,t) - Vo(z)de = / fu(z,t))v(x) de
dt Jq Q Q
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fir alle v € C§°(2), t € (0,7). Wir interpretieren wieder fiir jedes feste ¢ die Abbil-
dung
x = u(t,z), d.h. u(-,1)

als ein Element eines Sobolev-Raumes V (hier: V' = Hj(Q)) und schreiben kurz
u(t) € V. Wir setzen
(f(u(t)),v)y = /f (z,t)) de, 0<t<T, wveH),

a(v,w) = /Q u(z) - Vo(z)dz, v,w € Hy(Q)

und finden mit der Definition der verallgemeinerten Ableitung das folgende schwache
Problem: Gesucht ist ein Element v € L((0,7T),V), V = H}(Q), das eine schwache
Ableitung v’ € L*((0,T), V") besitzt, mit u(0) = ug und

W (t),0)0 + alu(t),v) = (f(u(t)),v)e, Vv eV, te(0,T). (2-54)

2.55 Bemerkung. Es ist zu beachten, dass sich ausu € L%((0,T),V), v’ € L*((0,T),V")
mit dem Interpolationssatz u € C([0,T], H), H = L?(Q) ergibt. Mit einer Lipschitz-
stetigen Abbildung f : R — R folgt dann, dass durch

Q3 fut) () = f(ul,z))
eine Abbildung f(u(-)) € C([0,T], H) definiert wird.

Das Galerkin-Verfahren zu (2-54) lautet: Sei V;, C V' endlich-dimensional und ug, €
V}, eine Approximation von ug. Finde ein w, € L*((0,T), V;,) mit «j, € L*((0,T), V")
und u(0) = ugp, sowie

(up,(t), v)o + alup(t),v) = (f(un(t)), v, Yv € Vi, te(0,T). (2-55)
Typischerweise wéhlt man ug, = Rp(ug) mit der Ritz-Projektion Ry, : V' — V.

Unsere néichste Aufgabe ist es, die Losbarkeit des Problems (2-55) zu diskutieren.

Der numerische Ansatz zu Vj, = span{vy, ..., vy} lautet
M
un(t) = Y cilt)v,
i=1

Uon, = E CioV; € Vh.

Analog zum linearen Fall erhélt man

M M
ch(t)(vi,vjo—i—ch a(vi,v;) = <f(ch(t)vk),vj>0, j=1,....M,0<t<T,

=1 k=1
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c(0) = c.
Mit der Steifigkeitsmatrix
A= (aj)i<ij<m, aij =a(v,v;), 1<1i,j<M,
der Massenmatrix
B = (bij)i<ij<m, bij = (vi,v5)0, 14,5 <M
und dem Vektorfeld G : RM — RM
M
Gla) = (Gla)). Gy(a) = [ F(San)uyde. 1<5 <M
Q k=
erhalten wir das System
Bl (t) + Ac(t) = Gle(t)), 0<t<T, (2-56)
c(0) = c.

Dabei ist B € RMM symmetrisch und positiv definit, und die Abbildung G : RM —
RM ist global Lipschitz-stetig, da f : R — R Lipschitz-stetig ist.

Das System (2-56) ist dquivalent zu

d(t) = B G(c(t)) — Ac(t)), 0<t<T, (2-57)
c(0) = c.
Da die rechte Seite von (2-57) Lipschitz-stetig in ¢ und stetig in ¢ ist, existiert nach

dem Satz von Picard und Lindel6f die Losung ¢ auf [0, 7. Somit ist das Galerkin-
Problem (2-55) eindeutig l6sbar.

Volldiskretes Problem

Wir diskretisieren nun (2-56) mit dem 9-Verfahren. Sei At = L, Qp = {t; =

jAt|j=0,...,N} und sei ¢ die Approximation fiir ¢(¢;), j = 0,..., N. Dies liefert
Gt _ i , . 4 .

B——— = YA+ G+ (1 -0 (—Ad +G(F), j=0,...,N—1,

At

& € RM gegeben.

Letztere Iteration ist gleichbedeutend mit

(B+ At9A)IT — AWIG(dT) = Bd + At(1 —9)(-Ad + G(d)),
7=0,...,N—1, (2-58)
& € RM gegeben.
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(2-58) hat die Operatorform
Ty =7, j=0,...,N—1 (2-59)
mit

T(a) = (B+ AtvA)a — AtdG(a),
ri = Bd + At(1 —9)(—Ad + G(d)).

Lost man (2-59) mit dem Newton-Verfahren, so wird die Linearisierung
DT(a) = (B + AtvA) — AtdDG(a)

benotigt. Wie im stationédren Fall gilt dabei

8ak /f a]v] v v de, 1 <4,k < M.

Somit zerstoren die nichtdiagonalen Matrizen B und DG(a) eine eventuell vorhan-
dene Struktur von A. Eine Abhilfe verspricht jetzt die schon aus dem stationéren
Fall bekannte Technik des Mass-Lumping.

Auf einer Triangulierung Q7, = {ey,...,es} von Q definieren wir wieder den An-
satzraum der Lagrangeschen Finiten Elemente

={v e Q) |vle, € P'(er), k=1,...,5, vloa, =0}.

Es sei ferner V}, = span{vy,..., vy }. Durch vy, ..., vy und die Knoten Py, ..., Py
sei eine nodale Basis von V}, gegeben, d.h.

Wir benutzen nun wieder die knotenorlentlerte Quadraturformel aus dem stati-
ondéiren Fall. Das Vektorfeld G mit G;(a) = [, f( > pul lajvj)vi de, 1 < i< M
wird dann durch

Zwk(f(Zajvj)vi)(Pk) = w;f(a;) = Gila), i=1,...,M

J=1

ersetzt. Ferner wird die Matrix B = (bij)lgi,jSMa bij = fQ V;U; dfﬂ, 1 S Z,j S M
ersetzt durch

M
3
3 wilvi) (Pe) " wiy(P) = widy
k=1
d.h. B wird durch B = diag(w;,i = 1,..., M) ersetzt.
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Des Weiteren werden nur solche knotenorientierte Quadraturformeln verwendet, die
w; > 0,1 =1,..., M sicherstellen, was im Falle linearer und quadratischer Finiter
Elemente immer erfiillt ist. Benutzt man den Mass-Lumping-Prozess, so lautet das
¥-Verfahren

(B + AWA)FT — AtIG(TY) = B + At(1 —9)(—Ad + G(d)),
j=0,...,N—1, (2-60)
& € RM gegeben.
Die Formelzeile (2-60) hat die Gestalt
T(@*) =7, j=0,...,N—1 (2-61)
mit
T(a) = (B+ AtdA)a — AtIG(a),
P = Bd+ A1 —9)(—Ad + G(d)).

Die Linearisierung lautet
DT (a) = (B + At9A) — At9DG(a)

mit den Diagonalmatrizen

B = diag(w;, i =1,..., M),
Dé(a) = diag(w;fi(a),i =1,...,M).
Eventuell in A vorhandene Strukturen werden nun erhalten. Ferner gilt

DT (a) = B+ O(At),

so dass fiir hinreichend kleine At > 0 die Matrix DT (a) immer invertierbar ist.
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