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Sei €2 eine Menge und P(2) die Potenzmenge von Q. Eine Menge F C P(£2) heifit

o—Algebra genau dann, wenn
i) Qe F
(i) fir alle A € F folgt Q\ A e F
(iii) fur alle A, € F, ne N, folgt | J 72, A, € F
Sei F C P(2) eine o—Algebra. Eine Funktion P : F — [0, 1] heift Wahrscheinlichkeits-

mafl genau dann, wenn
(i) P(Q) =1

(i) fur alle paarweise disjunkten Mengen A, € F, n € N, gilt:

P(UAn) = ZP(AH)

Wir nennen P(A) die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis A eintritt. Ein Wahrschein-
lichkeitsraum ist ein Tripel (2, F, P), bestehend aus einer Menge €, einer o—Algebra
F und einem Wahrscheinlichkeitsmafl P.
Eine Funktion X : Q — R auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) heifit Zufalls-
variable genau dann, wenn fiir alle Borelmenge B € B(R) gilt: X~ }(B) € F.

Die Menge aller Borelmengen ist dabei die kleinste o—Algebra, die alle offenen Men-
gen von R enthélt.

Sei (€2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Die Zufallsvariablen X, ..., X, heiflen
stochastisch unabhéngig, wenn fiir alle A; € B(R), i =1,..., N gilt:

P{we @ Xi(w) € Ai}) = HP<{W € Xi(w) € Ai}).

i=1
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Wir definieren nun das Integral beziiglich eines Wahrscheinlichkeitsmafies. Fiir Trep-
penfunktionen f(z) = S_N  ¢;14,(z) ist das

N
/ fdP =Y "c;P(A).
Q i=1

Ist X : Q — R eine Zufallsvariable, so definieren wir

/XdP:/X(w)dP(w): sup /fdP
Q Q f<X,f Treppenfunktion JQ

Der Erwartungwert £(X) und die Varianz V(X)) sind dann definiert durch
BE(X) = / XdP, V(X) := E(X?) — (E(X))?
Q

falls die entsprechenden Integrale existieren.
Die Standardabweichung o ist gegeben durch o = /V(X).
Die Kovarianz zweier Zufallsvariablen X und Y ist definiert durch

cov (X,Y) = E(XY) — E(X)-E(Y),

falls £(X), E(XY) und E(Y) exisitieren. Fiir unabhéngige Zufallsvariablen X und Y’
gilt
E(XY) = E(X)- E(Y),
d.h. cov (X,Y) = 0. Eine weitere Konsequenz der Unabhéngigkeit ist
VIX+Y)=V(X)+V(Y)

Unter bestimmten Voraussetzungen konnen der Erwartungswert und die Varianz
mittels eines Riemann—Integrals berechnet werden.

Sei X : Q — R eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P).
Die Verteilungsfunktion F' von X ist definiert durch

F(z) = P(X < 2) = P(fw € @ X(w) < 2}).

Falls eine Funktion f: R — R exisitert mit

Fe) = [ fos

so heifit f Dichtefunktion von X, ist f stetig, so folgt F' = f.
Der Erwartungswert und die Varianz einer Zufallsvariablen X : 2 — R, die eine
Dichtefunktion f besitzt, sind gegeben durch

BE(X) = /R o f(z)dw



V(X) = B(X?) — B(X)? = / (x — E(@))2f(2)dz

falls die Integrale existieren.
Seien ) =R, p € R und ¢ > 0. Eine Zufallsvariable X mit der Dichtefunktion

flx) = \/%exp (—%) , v€R

heifit normalverteilt, bzw. N(u, 0%)—verteilt. Der Erwartungswert und die Varianz lau-
ten E(X) = p und V(X) = o2 Eine N(0,1)-verteilte Zufallsvariable nennen wir
standardnormalverteilt.

Eine Funktion X : Q — RY heifit vektorwertige Zufallsvariable genau dann, wenn
fiir alle Borelmengen B € B(R) gilt: X~!(B) € F.

Sei X = (X1,...,X,) eine d-dimensionale Zufallsvariable, 4 € R? und ¥ € R%4
symmetrisch und positiv definit. Dann heifit X N(u,>) verteilt, wenn X die Dichte-
funktion

1 1 Two—1 d
flz) = 2 P (—Q(x—u) b (:v—u))> zeR

besitzt.



