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Kapitel I: Optimierungsaufgaben und
Optimierungskriterien

1 Einfiihrende Beispiele und Problemstellung

Beispiel 1.1
Betrachte den Prozess

w -2 p
d.h. das Substrat W wird mit Hilfe des Enzyms E in ein Produkt P umgewandelt. Die Geschwindigkeit

v dieser Umwandlung héingt geméfl der Michaelis-Menten-Theorie aus der Biologie wie folgt von w

ab Jw
= = K
'S K T w 9(p, K, w)

mit w = [W] Konzentration von W. Es ist

[ :
9w, K, K) = 5, i g, K,w) = p.

w—00

1 bezeichnet die maximal mogliche Geschwindigkeit und K die halbmaximale Rate. Die Geschwindig-
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Abbildung 1: g(p, K, w) fiir K =0.2 und p = 1.

keit v kann nun in Abhéngigkeit von w gemessen werden, d.h. wir erhalten die Messwerte (v, w;), 7 =
1,....,m.

Ziel: Bestimme die Parameter (p, K) aus den Messdaten. Setze dazu v = (z1,22) = (u, K)

flay,a) =) (g(wi, w1, w2) — v7)°

i=1

und bestimme ein x* mit
f(@*) < f(a) fir v € R? x>0,

Beispiel 1.2 (Gleichgewichtslagen eines Ringelwurms)

Verwende als Modell eines Ringelwurms eine Folge von N aneinandergereihten Segmenten. Als Seg-
mentform verwenden wir symmetrische Pyramidenstiimpfe Aufgrund der Symmetrie wird das Aus-
sehen des Ringelwurms mit N Segmenten vollstdnding durch den Vektor

2N+1
T = (bl,Cl,bQ,CQ,...,bN,CN,bn+1) eR +
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Abbildung 2: Symmetrisches Modell fiir N = 4.

beschrieben. Dabei bezeichnet ¢;,i = 1,.., N die Linge des Lingsmuskels des i-ten Segmentes und
bi,i = 1,..., N die Lange des Ringmuskels des i-ten Segmentes. byi1 bezeichnet die Linge des ab-
schliefenden Ringmuskels.

Das Volumen des Ringelwurms ergibt sich zu

i, (b —bipn)2]? 2
Viz) = 3 ; [Ci - 2] - (b7 + bibiy1 + b7y ).

Das N-segmentige Modell hat 8 NV 44 Kanten, die Langs- bzw. Ringmuskeln entsprechen. Wir model-
lieren alle Muskeln als Federn. Die in einer Feder mit Ruhelage Ly in Abhéngigkeit der Federkonstante
« enthaltene Energie ist

L
Po(L,a) = /Fe(l,a) di
Lo
mit dem Kraftgesetz
7r

a ™
F.(L,a) = —tan(e(L — Lyg)), Lo— % < L < Lo+ 5

3

Mit dem Superpositionsprinzip erhélt man fiir den Ringelwurm im Zustand z mit den Federkonstanten
£ und v die Energie
N+1 N

E@) =4 P0;,8) + Y Pc;,7)
j=1

J=1

Die Gleichgewichtslagen eines Ringelwurms mit vorgegebenen Volumen Vj ergeben sich nun als
Zustinde x* mit minimaler Energie E(z*) unter der Nebenbedingung V(z*) = V. z* 1ost also die
Aufgabe:

Minimiere E(x) unter der Nebenbedingung V (x) — Vo = 0.

Unter einem endlichdimensionalen stetigen Optimierungsproblem verstehen wir die Aufgabe:
Sei D C RN offen ,f: D —R,g: D — R und k : D — R9. Setze
(1) = Z={x€D|gi(x)=0,i=1,...,0 und ki(z) >0,i=1,...,q}.

Gesucht ist * € Z mit f(z*) < f(z),z € Z.



Bemerkung 1.3
a.) Ist = ¢ = 0, d.h. treten g und k nicht auf, so heifit das Problem unrestringiert, andernfalls
restringiert.

b.) Z heifit Zulassigkeitsbereich und f nennt man die Ziel funktion.
c.) Soll f maximiert werden, so ist dies gleichbedeutend damit, dass —f minimiert wird.

d.) Ist I,q > 0, so nennt man g(z) = 0 die Gleichungs- und k(z) > 0 die Ungleichheitsrestrik-
tionen.

Definition 1.4
Vorgelegt sei (I). x* € D heif§t

a.) globale Minimalstelle von f, falls f(z*) < f(x) fir alle x € Z. f(z*) heifit dann globales
Minimum.

b.) strikte globale Minimalstelle von f, falls f(z*) < f(z) fir alle x € Z \ {z*}. f(z*) heifst
dann striktes globales Minimum.

c.) lokale Minimalstelle von f, wenn es eine Umgebung U von z* € RN gibt mit f(z*) < f(x)
fir allex e UNZ. f(x*) heifst dann lokales Minimum.

d.) strikte lokale Minimalstelle von f, wenn es eine Umgebung U von z* € RN gibt mit f(z*) <
f(z) fir allex € (UNZ)\ {z*}. f(z*) heifst dann striktes lokales Minimum.

Bemerkung 1.5
Ein Punkt z* ist genau dann (globale, strikte globale, lokale, strikte lokale) Maximalstelle von f,
wenn z* (globale, strikte globale, lokale, strikte lokale) Minimalstelle von — f ist.

Definition 1.6
Sei D C RN offen und sei h € CY(D,R). Ein Punkt x* € D heifit stationdrer Punkt von h, falls
Vh(z*) =0.

2 Die Kuhn-Tucker Theorie

2.1 Optimalititskriterien fiir lokale Minimalstellen

Wir behandeln unter geeigneten Differenzierbarkeitsannahmen notwendige und hinreichende Bedi-
nungen fiir lokale Minimalstellen.

Betrachte zunichst das freie Minimierungsproblem:
(I1) = { Sei D C RN offen , f : D — R. Gesucht ist x* € D mit f(z*) < f(z) fir x € U(z*).

Aus der Analysis II sind die folgenden Séatze bekannt.

Satz 2.1 (Notwendige Bedingungen fiir lokale Minima)
Vorgelegt sei (11).

a.) Ist f € CY(D,R) und ist x* ein lokales Minimum von f, so gilt Vf(z*) = 0, d.h. x* ist
stationdrer Punkt von f.

b.) Ist f € C*(D,R) und ist x* lokales Minimum von f, so gilt Vf(z*) = 0 und V2f(z*) positiv
semidefinit.



Bemerkung 2.2
Die Bedingungen aus Satz 2.1 sind nicht hinreichend dafiir, dass «* lokales Minimum von f ist.
Betrachte z.B. f(z1,22) = 22 — x5, 2* = (0,0). Dann gilt:

v =(g) . = (G )

positiv semidefinit, aber x* ist kein lokales Minimum.

Satz 2.3 (Hinreichende Bedingungen fiir lokale Minima)
Vorgelegt sei (II) mit f € C?*(D,R). Gelten

a.) Vf(xz*)=0
b.) V2f(x*) positiv definit
fiir ein x* € D, so ist x* strikte lokale Minimalstelle von f.

Bemerkung 2.4
Die Bedingungen aus Satz 2.3 sind nicht notwendig dafiir, dass z* striktes lokales Minimum von f
ist.

Betrachte z.B.
f(.%'l,.Tg):J?%—F.CE%, .%'*:(0,0)

i) = (g) . = (G §).

d.h. V2f(x*) ist nicht positiv definit, aber z* ist striktes lokales Minimum von f.

Dann gilt

Abbildung 3: Links: f(z1,72) = 2?2 — 3. Rechts: f(x1,z2) = 22 + 23.



2.2 Tangenten und linearisierte Richtungen

Im Folgenden wollen wir notwendige und hinreichende Bedingungen fiir lokale Minima fiir restrin-
gierte Optimierungsprobleme herleiten. Dazu betrachten wir wieder die Aufgabe:

Sei D C RN offen und seien f € C*(D,R),g € C?>(D,R") und k € C*(D,RY). Es sei

Z ={x € D|g(x) =0 und k(x) > 0}
(III) =
abgeschlossen und nicht-leer. Gesucht wird ein x* € Z mit

. f(z*) < f(x)  firalexeU(z*)NZ.

x* heifit lokales Minimum von f unter den Nebenbedingungen g(x) = 0 und k(z) > 0. Z heifit
Menge der zuldssigen Punkte. Ziel dieses Abschnittes ist es, lokale Minima x* durch analytische
Bedingungen zu charakterisieren.

Definition 2.5
a.) Sei & € Z. Dann heift
Az ={i€{1,...,q}| ki(z) = 0}

Menge der bet & € Z aktiven Ungleichheitsrestriktionen.

b.) & € Z heifit requldr, falls die Vektoren
Vgl(i), ey Vgl(:i), Vki(.i“),i € A;
linear unabhdngig sind.

Definition 2.6
Sei wieder x € Z. Eine Folge (yi)ren € Z" mit klim yr = x heifst zuldssige Folge. d heifit Tangente
— 00

in x, falls eine zulissige Folge und eine Folge (tx)ken,tx > 0, klim tr = 0 existieren mit
— 00

l- yk‘ — T
11m
k—oo Tk

=d.

Die Menge aller Tangenten zu Z in x heifit Tangentenkegel und wird mit Tz (x) bezeichnet.

Bemerkung 2.7
Eine Menge X heifit Kegel, falls 0 € X und falls

reX =>areX ,a>0
gilt.

Definition 2.8
Sei x € Z und sei A, die Menge der bei x aktiven Ungleichheitsrestriktionen. Dann heifit

F(z)={d e RN |dT'Vgi(z)=0,i=1,....,1 und d'Vki(x) >0, i€ A}

Menge der bei x erlaubten linearisierten Richtungen.

Erlduterungen zum Tangentenkegel 7% (z) und der erlaubten linearisierten Richtungen F'(z):



Beispiel 2.9

Sei f(z1,72) = x1 + x2 und g(x1,22) = 2% + 22 — 2 = 0. Der Zulissigkeitsbereich lautet

Betrachte 7 = (—+/2,0), dann lautet Vg(—v/2,0) = <

_ _ 2
Eine zuléssige Folge yp ist yr = ( m

Z:{(xl,xg)ERZ\x%—i—x%—Qz()}

X

_Qoﬁ) |

Vg (f)‘f

Tangente d R

Zulassige
Folge Vi

Abbildung 4:

ag > 0,1t — 0 fiir K — oo und finde

Y —T

<yi“
yh

>_

() (e

t,

Sei h(z) = V2-/a—a? ;2_"’“"2

lim h(z) =

x—0

lim
z—0

0 —a
Qg B 73
L__ .9y
V22 T i _ 2z _ 0
1 z—0 24/2 — 12

Ferner folgt Vg(z)Td = (—2v/2,0) <_01> =0, d.h. d € F(x).

Beispiel 2.10

),ak — 0 fir k& — oo mit ap > 0. Setze ti

) _ (;kw —_ﬂ)) |

Sei f(z1,72) = x1 + 22 und k(z1,22) = 2 — 22 — 22 > 0. Der Zulissigkeitsbereich lautet

Z = {(x1,12) € R*|2 — 2% — 22 > 0}

Betrachte T = (—/2,0). Wihle eine zuliissige Folge auf einer Geraden nach Z:

Y = <_Oﬁ

)

(s
E\wy)’

w = (w1) € R? mit wy > 0. Alle derartigen Folgen sind zulissig. Somit folgt

w2
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Zulassige /

Folgen

Abbildung 5:

Yp =T+ —w =T + Sk

=

mit t, = %, lim ¢ = 0,s; = w, lim s = w und man findet
k—o0 k—o0

Tz(—\/ﬁ, 0) = {’LU S RQ ]wl > 0} .
Fiir die erlaubten linearen Richtungen in x* gilt nach Definition

F(z*) = {d e R?|d'Vk(Z) > 0}.

Mit Vk(—v/2,0) = (2\0/5) folgt

F(—2,0) = {d e R?*|dT (265) >0} ={deR?|d; >0} =Tz(—V2,0).

In diesem Beispiel stimmen F'(z) und Tz (x) offensichtlich iiberein.

Lemma 2.11
a.) Seix € Z, so gilt
Tz(fL‘) C F(x) .

b.) Ist x € Z reguldr, so folgt

Beweis:

a.) Sei (yk)ken eine zuldssige Folge, d.h. klim yr = x und sei (tg)pen,tr > O,klim tr, = 0 mit
—00 —00

S = yk_g”,klim s =d, d.h. d € Tz(x). Dann gilt mit dem Mittelwertsatz
— 00

173
0 < kz(yk) - kz('x) = tk3£Vkl(nf+z) ) 771k+i =x+ eﬁrz(yk - x) ) elkJr'L S [07 1] 7i € -Ax .

>0 da y,eZz =0 da icA,

(2)



Dividiert man in (1), (2) durch ¢, und geht dann zum Grenzwert k — oo iiber, so erhélt man

0=d"'Vgi(z),i=1,..,1, 0 <dTVki(z),ie A,

d.h. d € F().

Sei x € Z und sei H(z) = < 9(2) ) € R*™ m = #A,. Nach Voraussetzung hat dann

DH(z) € RH™N den Rang [ +m, d.h.

dim(N(DH(z))) =N —rg(DH(z))=N—-1—m

)

wobei N(DH) der Kern (Nullraum) der Abbildung DH(x) ist. Sei nun Z € RMN=I=m eine
Matrix mit R(Z) = N(DH (x)), wobei R(Z) das Bild von Z ist, d.h. die Spalten von Z bilden
eine Basis des Nullraums von DH (z). Sei nun d € F(x) beliebig. Zu zeigen: d € Tz (z). Setze

o= (525 =)

R:D xR — RAF™ x RN=I=m — RN mit D ¢ RY offen und R zweimal stetig differenzierbar.

Nach Konstruktion gilt

R0 = (00 ,)=(0) . Gren=("5) o

= (DZT(QC)> c RV

invertierbar nach Voraussetzung. Also existiert nach dem Satz {iber impliziten Funktionen eine

Funktion ¢ € C%(] — ¢,¢[,RY) mit ¢(0) = x und

R(p(t),t) =0, |t| <e.

3)

Sei nun (tx)ken, tx €]0,¢[, tx — 0. Dann ist (yx)ren, yx = ¢(tr) eine zuléssige Folge, denn

lim g, = lim (te) = ¢(0) = @

und nach Konstruktion gilt

0
9(Yr) B - BE
<ki(yk), i€ Ax) = H(y) = teDH(a)d = |

mit ; >0 fliri =1,...,m da

V91 (x)T

i) = le‘(x)T
Vk:i(:c)T, i€ Ay

und d € F(z), d.h. yx € Z. Man beachte, dass gilt k;(yx) > 0 fiir i € {1,
firie{1,..,q} \ As.

ey @} \ Ay da ki(z) >0



Auflerdem folgt

b tr) — (0
yt x:s0(k)t 2O _, o)
k k
fiir k — oo. Noch zu zeigen bleibt ¢’(0) = d, denn dann folgt d € Tz (x). Differentiation von (3)
liefert
OR OR

R . / _ —
R o)1) 60 + el 1) =0, i <2
und somit folgt mit ¢(0) = = sofort

/ _ _87R 7187R

Finde

S = (T2 - (V) a= -G

¢'(0) = —%—f(z,o)—l <—6£(x,o)> d=d.

und erhalte

O

Desweiteren bendtigen wir noch ein fundamentales Resultat iiber Abstiegsrichungen von Losungen
von Optimierungsproblemen.

Lemma 2.12
Sei x* € Z eine Ldisung des Optimierungsproblems. Dann gilt

Vi)Td>0 Vvde Tz(z").

Beweis: Sei d € Tz(z*) beliebig und sei (yx) € ZV eine zulissige Folge, (t1)xen, tx > 0, klim tr =0
—00

mit
Yo — T .
dj = lim d =d.
k 0 m e
Nach Taylor und da x* lokale Losung gilt
0 < flye) = f(=") = trdg VF(n5), 15 =" +605(ye — 7). 05 € [0,1], k €N. (4)

Division von (4) durch ¢; und Grenziibergang k — oo liefert
0<d'Vf(z*).

g

Der wichtigste Schritt auf dem Weg zur Charakterisierung notwendiger Bedingungen fiir eine lokale
Losung ist das Lemma von Farkas.

Lemma 2.13 (Farkas)
Sei der Kegel K definiert durch
K ={By+ Cw|y >0}

mit B € R» C € R™P y € R™ w € RP und sei g € R™ beliebig. Dann gilt



o cntweder
geK

e oder
es existiert ein d € R™ mit g*'d < 0, BT'd > 0 und CTd = 0.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass beide Bedingungen zugleich nicht wahr sein kénnen. Sei g € K, d.h.
g = By + Cw mit y > 0. Gilt iiberdies d” g < 0, so folgt
0>d'g=d"By+d'Cw=(BTd)" y +(CTd) w=>0
>0 >0 -0
und damit der Widerspruch.

Wir zeigen nun, dass eine der beiden Alternativen eintritt. Konkret konstruieren wir d mit ¢7d <
0,BTd >0,0Td=0falls g ¢ K.

Nach Konstruktion ist K abgeschlossen. Sei jetzt § die Losung von

f(s) = min{[[s — g3 | s € K}

Da K abgeschlossen gilt § € K. K ist ein Kegel, da0 € K und § € K = as§ € K, a > 0.

Betrachte jetzt
h(a) = min{[|a — g||3 [ > 0} (5)

Wegen as € K fiir « > 0 wird (5) minimiert fiir « = 1 und es folgt

d . d T ) . T . T
%Has — gH%‘a:l == (aQSTs —2a8Tg + ng)|a:1 =0= (—23Tg + QQSTS) L= —25Tg + 2575

o=

— §T(-g)=0.

Setze d := § — g und zeige die ’oder’-Alternative: Es gilt: d #0,da § € K und g ¢ K.

dlg=d"(5—d)=(5—g)Ts—d"d=—||d||5 < 0.
=0

Zeige nun d’'s > 0 fiir alle s € K. Sei s € K beliebig. Da K konvex und 5 € K gilt

15+0(s—3) —gll 2 I8 -gll3=(5-9)"(5-9) firx0<o<1.

Also
(B=9) (-9 +20(s=3)"(3-9)+ (s =3 (s =3 > (5-9)"(3-9)
20(s —3) (5 —g) +6*(s—5)T(s—5) >0
(s =7~ g) + 5 (s — )T (s ) >0 (0

Der Grenziibergang # — 0 in (6) liefert:

(s—8)T (-9 )=sT(3-—g)—8T(5—g)=sTd>0 VseK.
=0

10



Somit folgt
0<dl's=d'(By+Cw) Yy>0Vvu. (7)

Fixiere y = 0 in (7) und erhalte (CTd)"w > 0 fiir alle w, d.h. C*d = 0. Fixiere w = 0 in (7) und
erhalte (BTd)Ty > 0 fiir alle y > 0 d.h. BTd > 0.
O

Wir betrachten jetzt wieder unser Originalproblem:
Minimiere
f(x), €D
(1V) = unter den Nebenbedingungen
gi(x) =0, i=1,...,1 und
kz(l') > 0, 1= 1, ...q.

Zu (IV) heit L € C?(D x R x R, R), L(z, A\, p) = f(z) — Z Aigi(z) Z wiki(z) die zugehorige
Lagrange-Funktion und X\;,i =1,...,1, y;,1 = 1, ...q die Lagrange-Multlpllkatoren

Satz 2.14 (Notwendige Bedingungen 1-ter Ordnung)
Es sei x* € D eine lokale Losung des Optimierungsproblems. Ferner sei x* requldr, d.h.

Vgi(2*), o, Var (@), Vi(z*), i € Age

sind linear unabhingig. Dann ezistiert ein Vektor \* € R!, p* € R mit
aL * * * *
3. @A) ZA Vgi(z Zu Vi

g(x*) =0, k(z*)>0, p*>0, pki(z*)=0i=1,..q.
“Karush-Kuhn-Tucker (KKT) - Bedingungen”

Beweis: Wende das Lemma von Farkas an auf
g=Vf(z*)eRY B=(Vki(z*), i€ Ap) e RN™ m=#Ap,C = (Vgi(a*),i=1,..,1) e RN!

und den Kegel

K= {Bu—i—C)\ M>0}—{ZMsz —i—Z)\ng \M>0}
ZeAz

Entweder gilt

oder es existiert ein d mit d’ Vf(z*) < 0 und

Vgi(z*)'d=0,i=1,...,1 Vki(z)Td>0,i¢c A, (9)

11



(Dies bedeutet d”V f(z*) < 0 und d € F(x*) = Tz(x*)). Nach Lemma 2.12 gilt aber
Vi)Td>0 VYde Ty(z*)
d.h. es tritt (8) ein. Setze nun A} =\, i =1,...,1

. w; falls i € Ay

Hi = {0 fir i € {1,...,q} \ Ay~ (10)

und finde l
q
V(") =Y ANVgi(a*) + Y p Vki(a")
=1 =1

sowie pf > 0, 7 = 1,...,¢. Die Bedingungen k(z*) > 0, g(z*) = 0 folgen direkt aus der Zuldssigkeit
von z*. Aus der Definition (10) folgt direkt

piki(z™) =0
denn fiir i € Ag- ist kij(z*) = 0 und fiir ¢ € {1,...q} \ Az~ ist u; = 0.
U

Beispiel 2.15 (Teil 1, notwendige Bedingungen)
a.) Betrachte

! .
f($17$27$3) = —X1T2 — X2T3 — T1T3 = NN

unter der Nebenbedingung

9($17$2,$3) =x1+x9+23—3=0.

Mit
—Xy — I3 1
xr = ($1,$2,.’B3), L(l’,)\):f(.%')—)\g($>, Vf(x> = —r1 =3 |, Vg(x)z 1
—To — I 1
erhalten wir
—T9 — 1
oL 2 €3
—(@N)=—-z1—a3| —-A[1] =0
ox
—X9 — I 1
T1+x2+23—3=0
o -1 -1 -1 T
-1 0 -1 -1 To
<~ —

-1 -1 0 -1 T3
1 1 1 0 A

w o o o

Dieses System hat die Losung z* = (1,1,1), A\* = —2.

b.) Betrachte

1 o
flx1, 29, 23) = X9 — 5:01 = min

12



unter den Nebenbedingungen

ki(21,%2,73) = —21 — exp(—x1) — o3 + 29 > 0,

ko(x1, @0, 23) = 21 > 0.

Wir finden
-1/2 —1+exp(—x1) 1
Vix)= 1 , Vki(z)= 1 , Vka(x)= {0
0 —2x3 0

und somit die KKT-Gleichungen

1
—5 —p1(—1+exp(—z1)) —p2 =0 (11)
l—pm=0 (12)
2#1:E3 =0 (13)
sowie
pi(—z1 —exp(—z1) =23 +22) =0, 1 >0 (14)
pory =0, p2 =0 (15)
mit z = (z1, 29, x3) € Z.
(12) liefert gy = 1 und mit (13) folgt x3 = 0. Ferner liefert (14)
—x1 —exp(—x1) + 22 =0 dh. x9 =1 +exp(—x1). (16)

Annahme: Sei z; = 0, d.h. die Ungleichung ko ist aktiv. Dann folgt mit (16) z2 = 1 und mit

(11)
1 1
—5—1-(—1+exp(0))—,u2:0 d.h. pr=—5.

Dies ist ein Widerspruch! Also folgt z1 # 0, d.h. ka(x) = 1 > 0 und mit (15) p2 = 0. Wir
erhalten dann

1
5 1(—1+exp(—2z1)) —0=0 dh. =z =In(2)
und mit (16)

zo = In(2) + exp(—In(2)) = % +1n(2).

Losung: 2* = (In(2), 1 + In(2),0), p* = (1,0).

Wir analysieren jetzt die Rolle der Ableitung 2-ter Ordnung. Es ist wieder

F(z)={d e R |Vgi(z)Td=0,i=1,...,1 und Vk;(z)Td > 0,i € A}

der Kegel der linearisierten Richtungen in z. Sei z* ein KKT-Punkt und seien \* € R! und p* € RY,
p* > 0 die zu * gehorigen Lagrange-Multiplikatoren. Dann heifit

Clz*, 1) = {d € F(z*)| Vk;i(z*)Td = 0 fiir i € Ay mit p} > 0}

13



der kritische Kegel, d.h.

de Cz*,p*) <= Vg@)Td=0,i=1,..,1
Vki(z)Td=0,i € Ape, pif >0
Vki(z*)Td>0,i€ Ape, uf =0.

Aus den notwendigen Bedingungen 1-ter Ordnung folgt nun sofort
weCEy) = w'Vf* Z/\* Y gi(z* +Z“* TVki(z*) = 0.

Satz 2.16 (Notwendige Bedingungen 2-ter Ordnung)

Sei x* eine lokale Losung des Optimierungsproblems und sei * requlir. Ferner seien \* € Rl und
p* € R? die zugehorigen Lagrange-Multiplikatoren fiir welche die KKT-Bedingungen erfillt seien.
Dann gilt

0%L
T * * * o *v72 2
w@(x,)\,u)w—w ( E A VZgi(x g w; V=ek )w>0

fir alle w € C(z*, pu*).
Beweis: Sei w € C(x*,u*) C F(2*) = Tz(z*). Damit gibt es eine zulissige Folge (yx)ren € 2V,

lim y, = z*, eine Folge (tx)ren, tx > 0, klim tr, = 0 mit
—00

k—o0

yp — x*

lim =w
k—o0 ik
————’
Wi

d.h. yp = 2" + tpwg, wp — w fiir K — o0o. Durch die Konstruktion mittels

men = (2 < () o= () )

(vgl. Beweis von Lemma 2.11) ldsst sich fiir die Folge (y)ren tiberdies

ki(ye) =t Vki(z*)Tw, i € A (18)
erreichen. (17)-(18) sichert dann
L(yk, A", ") ZA gi(ue) = > wiki
i€ A w
— Z)\;‘tk Vgi(z*)Tw — Z wity  Vki(az*)Tw
— ————— e ————

=0 flir weC(z* A*,u*) =0 fiir i€ A «,ur>0

= f(y) -

14



Nach Taylor gilt iiberdies fiir k € N

1
Flyw) = £(2") = twwi V. (27) + Stewi V2 (06)trwe, 06 = 2™ + 05 (e — =)

2

1 . \
Stk V2gi () tews,  nf =" +0F (g — o)

1 * *
ki(y) — ki(z*) = tywj Vki(z*) + §tkw£v2ki(nl]€+i)tkwk, M = 2* + 07 (g — 2*)

9i(yr) — gi(z*) = tywy Vgi(z*) +

mit 05 € [0,1], 0% € [0,1], i =1,...L und 6} ; € [0,1], i € Ay+. Damit erhalten wir
£ (i ZA gilye) = Y wik
i€EA,*
1
= (@) + tewi Vf(2") + Stewy V2 (06w

l

* * 1
— E A gi(z )—&-tkw,{Vgi( )+ thwkv gz(nl VW
——

i=1 ~

« * 1
- Z pi | ki(2®) +tpwi Vi (a*) + thwkv ki (01 )tk
iEAz* -0

l
= fa*) +tywl | V(@) =D NVg(a™) = D> @ Vki(x
=1

1E€EA L+
q
=2 uj Vki(@®)
=0
1 *
+ itkwkT Zx\ V2gi( 77z Z w2k 771+z trwr, keN.
1EA L+
Somit folgt mit f(yg) > f(z*) sofort
Y wi ZA V2ainf) = Y wiViki(nf) | wi
k 1€ A *
und Grenziibergang k — oo liefert
=3 Wi V2ki(2*)
0<w’ Z)\*VQ‘% Z ujv2 w
1€ A *

’L
=w! (ax(x*,/\*,,u*)> w, wedl(z",pu").

15



g

Es fehlt noch eine hinreichende Charakterisierung fiir lokale Losungen x* von nichtlinearen Opti-
mierungsproblemen mit Nebenbedingungen.

Satz 2.17 (Hinreichende Bedingungen '2—ter Ordnung)
Vorgelegt sei das Optimierungsproblem f(x) = min unter den Nebenbedingungen g(z) = 0 und k(z) >
0. Es sei x* € Z regulir und es existieren \* € RL, p* € RY, pu* > 0 mit

oL
8:6( A0 Z)\*ng ZNsz =0, wki(z")=0,i=1,..,q.
Gilt dann
T82 *
wﬁ(x A u)w >0 Ywe Oz, 1)\ {0}

so ist x* eine strikte lokale Lisung des Optimierungsproblems.

Beweis: Indirekt: Angenommen x* sei keine lokale Losung des Optimierungsproblems. Dann gibt es
eine Folge (yi)ren € Z% mit klim yr = x* und f(yx) < f(z*). Schreibe y = x* 4 tpwy mit wy € RY,
—00

llwglle = 1, > O,klim tr = 0. Ferner gelte OE klim wy, = w, da {z € RV |||z||]2 = 1} kompakt. Wir
—00 — 0
zeigen nun w € C(z*, u*). Nach Taylor gilt
0=gi(yr) — gi(@") = tyw} Vgi(nF), nF=a*+6F(y, —2),0F €[0,1),i=1,...,1, ,k €N

k—

=0=wiVgn) =3 0=w!Vg"), i=1,.,1.

Fiir i € A« betrachten wir

0 < kz(yk) - kl<x*) = tkwgka(nlk—&-z) ) nlk—i,-z =z + elk—l-l(yk - x*)a elk—&-z € [07 1]7 (S Ax*v keN.
>0 =0

Analog folgt durch Grenziibergang
0< wTVki(x*), 1€ Ayx .
Ferner erhalten wir aus
0> flyr) — f(&*) = tewi VE(15), ng =" +65(y* —a*), 65€[0,1], keN

sofort
0> wl'Vf(z*).

Wegen der Multiplikator-Regel gilt nun

l
0>w!' V") =) MNw!'Vg)+) wwl Vi(z wiwl Vi;(x )
; T Z; 262,4:

Ist nun g > 0, so muss w! Vk;(z*) = 0 sein, d.h.

we {deRY | Vgi(e))Td=0,i=1,..,1 Vki(z")'d>0,i€ Ap,puf =0,
Vki(x*)Td =0,i € Ap, i >0} = C(z*, ") .

16



Wir folgen nun dem Beweis von Satz (2.16) und entwickeln nach Taylor fiir k € N

0> flye) — f(a*) = trwi V f(x )‘f'ltkwkv FEtewr,  if =2 + 05 (ye — %)

2

1 ~ * N *
2tkwkv g tewy, 7Y = " + 0F (yy, — 27)

* * 1 ~ ~ * N *
0 < ki(yk) — ki(2*) = tywf Vki(z*) + §tkw£V2ki(ﬁf+i)tkwk7 e = 2" + 07 (g, — 2¥)

0= gi(yr) — gi(x*) = trw} Vgi(x*) +

mit 05 € [0,1], 0% € [0,1], i =1,... und 6F_, € [0,1], i € A,. Somit folgt

I+1

l

0> flye) = f(=) = Y N (gilun) = gi@™)) = D pi (Kiye) — k(™))

=1 1€A *

l
— tf | Vi) = S XVae) — 3 Vi)
=1

€Ay

=0 nach Multiplikatorregel
1 *
+ thwg V2 f( Z V2 (k) Z wiV2k; nl—m tpwy .
=1 I€EA,*

Division durch Zt% liefert

wk Z A*VQ.gl 77@ Z Hg v2 nl-l—z wy, <0
i€ A«

lk— o0

< Z)\ VQQl Z/%VZ )wSO

/

g é(m* )\* *)
fiir ein w € C(z*, p*) mit ||w||2 = 1. Dies ist ein Widerspruch zur positiven Definitheit von g%(x*, N*, ")
auf C'(z*, u*).
U

Die Struktur des Kegels C(z*, 1*) wird entscheidend von den aktiven Ungleichheitstrestriktionen
beeinflusst. Ein wichtiger Spezialfall ist die strikte Komplementaritét.

Definition 2.18

Sei x* eine lokale Losung des Optimierungsproblem und seien \* € R! und p* € RY die zugehorigen
Lagrange- Multiplikatoren. Ferner bezeichne Ay« die Menge der aktiven Ungleichheitsrestriktionen.
Dann liegt strikte Komplementaritdt vor, falls p; > 0 fir alle ¢ € A

Bemerkung 2.19
Bei strikter Komplementaritét erhalten wir

Cla*, u*) ={d e RY |Vg(z)Td=0,i=1,...1, Vki(z*)Td=0,i € Apx} = N(DH(z*))
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mit H(z) = <kl(z)g(Z) ) € R*™ 'm = #A,+. Die hinreichende Bedingung

3 7/ S Ax*
TaQL *oyk ok * K
w W(wa)\au)w>07 VwEC(w,,u)\{O}
lautet also, dass g%(x*,/\*,,u*) positiv definit auf dem Nullraum der aktiven Ungleichheits- und

den Gleichheitsrestriktionen ist. Ist nun Z € RN=="N mit R(Z) = N(DH(z*)), d.h. die Spal-
ten von Z bilden eine Basis von N(DH (z*)) so lautet die hinreichende Bedingung von Satz (2.17)
ZT L (0 N, pu*) Z € RN-I=mN=l=m st positiv definit.

Beispiel 2.20 (Aktive und inaktive Ungleichungen)

f(z1,22) = (1 — 1)2 + (zo — 2)2 < min
ki(x1,29) =29 —c>0, ceR.
Man findet

V(w1 22) = @gi:;i)  Vhilon,a) = @

und somit die KKT-Bedingungen

2(1‘1—1):0
2(:1,‘2—2)—#1:0
p(z2 —c) =0

mit gy > 0,29 — ¢ > 0. Dies liefert
x1=1, p=2(x2—2), 2(x2—2)(xa—¢c)=0 = x9=2o0der x93 =c.
Unterscheide jetzt 3 Fille.
a.) ¢ > 2: xg = 2 nicht zuléssig, da 2 —c¢ >0 =29 =c¢
2= (le), pi=2(c—2)>0, k(@*)=c—c=0
Ungleichung k; ist stark aktiv.

b.) c=2:=29=2
z¥=(1,2) pui=22-2)=0 k(z*)=2-2=0

Ungleichung k; ist schwach aktiv.
c.) ¢ < 2: x9 = ¢ nicht zuléssig, da p; = 2(c —2) < 0.
=wx2=2, z*=(1,2), pu1=0, ki(z")=2-¢c>0.
Die Ungleichung k; ist jetzt nicht aktiv.

Beispiel 2.21 (Teil 2, hinreichende Bedingungen)
a.) Betrachte wieder

v
f(z1,29,23) = —x122 — T2X3 — T1T3 = MiIN (19)
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unter der Nebenbedingung
g($1,$2,l'3):$1+I2+$3—3:0. (20)

Losung z* = (1,1,1,), \* = —2 (stationdrer Punkt der Lagrange- Funktion).

Hinreichende Bedingung:
oL
Ox?

ist positiv definit auf N(Dg(x*)). Mit

(%, X") = V2f(a") = X' V?g(a")

0 -1 -1
Vifz*)=1-1 0 -1 und  V3g(z*) =0
-1 -1 0

erhalten wir %(m*, ) = V2f(z*). Sei nun

y € N(Dg(z*) = N((1,1,1)) = {2 € R¥| 21 + 20 + 23 =0}, y #0.

Dann gilt
0L - 0 -1 -1 —Y2 — Y3
Yy W(fc*,)\*)y:y -1 0 —-1|y=y2y3)|—v1—us
x
—1 —1 0 _yl — y2
=1 (42 —y3) +y2 (—y1 —ys) +ys (~y1 —y2) =yl + 5 +y5 > 0.
;;1 =Yy2 =Y3

Also ist 2* = (1,1, 1) ein lokales Minimum fiir die Aufgabe (19)-(20).
Betrachte jetzt

1 |

f(z1, 2, 23) = 22 — 3% = min (21)
unter den Nebenbedingungen
(22)
ki(z1,x2,3) = —x1 — exp(—x1) — $§ 4+ 29 >0 (23)
ka(x1,x2,23) =21 > 0. (24)

Einzige Losung der KKT-Gleichungen

1
o = (5 +1E.0) 0= 0,0,
Es liegt strikte Komplementaritéit vor, d.h.
ki(z*)=0,u] >0 ko(z*)>0,u5=0
d.h. der kritische Kegel lautet

C(z*, p*) = {d € R? | Vki(z*)Td = 0}.
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Finde nun

~1/2 0 0
Vif(z*)=0€R*» und V%ki(z*)=| 0 0 0
0 0 -2
und somit
o021 1/2 0 0
7.2 (@) = V(@) = pi V(@) = 15V ke(2") = =V (2") = | 0 0 0
0 0 2
~1/2
Ferner gilt Vi (z*) = 1 |. Hinreichend ist nun
0
TaQL * * VA
v 5@ iy >0 Wy € N(Vhi(@))\ {0}
Wir erhalten
1/2 0 0 .
y"| 00 0)y=gyitui 20 firy e N(-1/2.1,0) = {z € R®| —1/22 + 2 =0}.
0 0 2

Sei nun 1yf + y2 = 0 = y1 = y3 = 0. Nach Definition von N((—1/2,1,0)) folgt damit auch
y2 = 1/2y; = 0 und somit y = 0. Also ist z* = (In(2),1/2 4+ In(2),0) ein lokales Minimum von
(21)-(24).

Bemerkung 2.22 (Spezialfille der Kuhn-Tucker Theorie)
a.) Freie Minimierung: Dann erhalten wir geméfl Satz 2.14 und 2.16 mit L(z) = f(z) die not-
wendigen Bedingungen

Vii*)=0, w!'V2fz")w>0 vYweRY
sowie die hinreichenden Bedingungen
Vi) =0, wIVifa")w >0 YweRY\{0}
(vgl. Sétze 2.1 und 2.3).

b.) Minimierung mit Gleichheitsrestriktionen: D.h. [ > 0,¢ = 0. Das Problem lautet

unter der Nebenbedingung

Die Lagrange-Funktion ist
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Anwendung der Sétze 2.14, 2.16 und 2.17 liefert fiir eine regulére Losung x* (d.h. rg(Dg(z*)) =)
die notwendigen Bedingungen

!
0L * * * * * *
- (@ X) = V@) =) N Vei(a) =0, g(z") =0
i=1
0L, ., . .
w W(m,)\)wzo, Vw € C(z*) = N(Dg(x"))
bzw. die hinreichenden Bedingungen
oL, , ., . o’L, , . " . .
%(x A ) =0, g(z*)=0, @(:c , A*) positiv definit auf C'(z™).
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Kapitel 1I: Numerik freier Optimierungsprobleme

1 Grundprinzipen der Abstiegsverfahren

Vorgelegt sei f € C1(RY,R). Gesucht ist ein lokales Minimum von f.

Idee der Abstiegsverfahren:

e Ist man in einem Punkt 2 € RV, so wihle eine Richtung d € RN aus, in welcher der Funktions-
wert von f fallt. (Abstiegsrichtung)

e Entlang dieser Richtung d geht man solange, bis man den Funktionswert von f hinreichend
verkleinert hat. (Schrittweitensteuerung)

Definition 1.1
Sei f: RN = R, und sei x € RN fest. d € RN heifit Abstiegsrichtung von f in x, wenn es eint > 0
gibt mit

flz+td) < f(z) fart€]0,].

Lemma 1.2
Ist f € CY(D,R), D Cc RN offen, so ist

Vfx)Td <0 (26)

hinreichend dafiir, dass d € RN eine Abstiegsrichung ist.

Setze p(t) := f(x +td), [t| < e. Aus f € C*(D,R) folgt ¢ € C}(] —¢,¢[,R) und
p(t) = ¢(0) +¢'(0) +r(t)
mit "0 — 0 fiir ¢ — 0. s gilt:
p(0) = f(z), ¢'(t)=Vfx+td)'d, ¢'(0)=Vf(z)'d.

Somit folgt

t)— (0 t
6lt)—0) _ gy 10
und mit @ = o(1) erhalten wir
t) — _
M <0 furt€]0,t], t < e geeignet.

Dies ist dquivalent zu
flx+td) — f(z) <0, t€]o,i].

Bemerkung 1.3
e Vf(z)Td < 0 bedeutet, dass der Winkel zwischen d und —V f(z) kleiner als 90° ist.

e Mogliche Kandidaten fiir d sind

a) d=-Vf(x), Vf(x)'d=-|Vf(x)|f<0
b.) d=-MVf(z), M cRMN symmetrisch und positiv definit

Vi)Td=-Vfx)'MVf(z) <0
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Struktur eines Algorithmus:

Input: f: RN - R, 2o € RY

k=0

while Konvergenzkriterium nicht erfillt do

e bestimme Abstiegsrichtung d* von f in
e bestimme Schrittweite ¢ > 0 mit

k.
)

F@® + td®) < (")

o setze 2Pt = 2% 4 ¢,.d¥;
o k=k+1,;
end

Algorithmus: ABSTIEG

1.1 Konvergenzuntersuchungen

In theoretischen Konvergenzuntersuchungen betrachten wir kein Konvergenzkriterium, d.h. wir neh-
men an, dass eine Folge (zy)ren erzeugt wird. Wichtig ist nun, dass mégliche Hiufungspunkte stati-
ondre Punkte von f sind.

Lemma 1.4
Sei f € CYRN,R), und sei (x*)ren eine durch den Algorithmus ABSTIEG erzeugte Folge. Ferner

gelte:
a.) Es existiere ein 61 > 0 mit

=V f(z")Td" > 61|V f(@")||z- [|d"]|2 (> 0). (Winkelbedingung)

b.) Es existiere ein 03 > 0 mit
\v4 k Tdk 2
Fa* 4 trd®) < f(2*) - 6, <J7‘(§k|)’ > .
2
Dann ist jeder Hiufungspunkt der Folge (z*)pen ein stationdrer Punkt von f.

Beweis: Mit den beiden Bedingungen a.) und b.) folgt

F) = 1) = 10 ) — 1) < 0 (O Y g0ty

Sei nun 2* ein Haufungspunkt von f, d.h. es existiert eine Teilfolge (2*),cy mit lim z¥» = z*. Dies
n—oo

impliziert lim f(z*») = f(z*). Ferner folgt wegen der Monotonie von (f(x*"))ren (vgl. (27)) sofort

lim f(z*) = f(z*).

k—oo

Einsetzen in (27) liefert mit Grenziibergang k — oo

0= f(z") = f(z*) < —676||V f(2")][3 < 0.
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Damit ist jeder Hiufungspunkt stationdrer Punkt, d.h.
0=[[Vf(@*)ll2 = lim ||V f(z")[]2.
n—oo

O
Bemerkung 1.5

e Forderung a.) in Lemma 1.4 bedeutet

—Vf (k)T
[|d¥[l2 - [V f ()2

cos (Z(dk, —Vf(xk))> = >60; >0

gleichmafig in k.

e Schrittweiten ¢t > 0, k € N mit b.) heiflen effizient.

2 Schrittweitenstrategien
Das allgemeine Abstiegsverfahren
P =F 4 db, k=0,1,2, ..
besitzt in der Wahl der Abstiegsrichtung d* und der Schrittweite ¢, > 0 grofie Freiheitsgrade. Ist
L") = {o € RY| f(x) < f(=°)} kompak,

so ist die Regel ¢} = tzm" mit
Fa® + tyd") = min f(a" + td*)

wohldefiniert und naheliegend. Allerdings ist diese Regel aus Aufwandsgriinden meist nicht praktika-
bel.

2.1 Schrittweiten Regeln
Armijo-Regel:
Betrachte gradientendhnliche Richtungen
d:=—-MVf(x), MEe RV symmetrisch und positiv definit.

Sei a €]0, 1] beliebig, aber fest. Wahle ¢ > 0 mit

o(t) = f(z +td) < f(z) +at V(z)Td = 1(t) (28)
~~ ——
=¢(0) =¢'(0)
[(t) ist linear in ¢.
...Bild...

Zur tatséchlichen Berechnung von t {iberpriift man (28) sequentiell z.B. fiir
tO =g, 1=0,1,2,... mit 3 €]0,1[ fest, s > 0 fest.

Bei erstmaliger Giiltigkeit von (28) bricht man ab. Etwas strenger als die Armijo-Regel ist die
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Wolfe-Powell Regel:

Sei a €]0,1/2[ und p €]a, 1] gegeben. Zu z,d € RY mit Vf(x)”d < 0 bestimme man eine Schrittweite
t > 0 mit
©(0) + aty'(0)), (29)

fla+td) < f@) +atV@)Td (o)
() 2 pg(0) mit p(t) = fle+td)).  (30)

<
Vi@+td)'d> pVf(x)'d (1) 2

Bemerkung 2.1
Es lisst sich zeigen, dass die Wolfe-Powell Regel wohldefiniert ist fiir f € C' und f nach unten
beschrénkt.

Satz 2.2 (Theorem von Zoutendijk)
Vorgelegt sei ein Abstiegsverfahren der Form

e =a2F 4 d, k=0,1,2,..

wobei t, > 0 die Wolfe Powell Bedingungen (29)-(30) erfille. Es sei f € CY(RYN,R) nach unten
beschrdinkt und

D> L% ={z eRY| f(z) < f(z))}, D offen .
Auflerdem gelte
|Vf(z) = Vf(@)|2 < L||lx—Z||2 Vz,z€D.

Dann gilt
a.) Es existiert ein ¢ > 0 mit

2
faF + tpd®) — f(2F) < —c <vf($k)Tdk> , keN.
[|d* ]2

b.) Mit 0y := £(d*, =V f(z*)) folgt
> cos®(0x) - IV F(a")]I3 < oo
k=0
Beweis:
a.) Mit (30) folgt
(VS (@) = V@) d" = (V] (" + txd") = V(") dy
> pVf()Td" = VIt d" = (p = 1)V (") d"
Andererseits gilt mit der Lipschitzbedingung fiir V f:
(V@) = V) d" <||Vfh) = VF®)ll2 - [|d]]2 < Llted® (|2 - [|d[]2 = tiLld"[[3 -
Kombiniert man beide Formeln, so erhilt man

(VS = V)T (p— 1)V f(a*)Td"

tg > >
L-||d*|]3 L-||d*[3

Setze dies in (29) ein und finde
F@) < fab) + aty VI < fo) 4 201 TT) d)
: ) &= L IR

~—
<0 =:—c,c>0

keN.
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b.) Uber a.) hinaus folgt

alp—1)

FEH) < @8 + =

. . a(p—1
Induktiv folgt mit (31) und ¢ = % >0

Mw

f( k+1

7=0 Jj=0
Da f nach unten beschriankt ist, erhalten wir sofort durch Grenziibergang

> cos?(Gk) - [V F ()13 < oo

0
Bemerkung 2.3

cos”(6y) - [IVf (@)} mit 0° = £(=V f ("

k
F@) = fad) < 3 eos(0)[VF@)3, keN.

(31)

e Die Voraussetzungen von Satz 2.2 sind nicht zu restriktiv. Ist f z.B. nicht nach unten beschrénkt,

so existiert kein globales Minimum und es muss auch kein lokales Mimimum existieren.

e Das Zoutendijk-Theorem impliziert inbesondere

klim cos?(0y) - || Vf(2")|3 = 0.

e Die Wolfe-Powell Schrittweiten sind nach Satz 2.2 a) effizient.

Korollar 2.4
Seien die Voraussetzungen von Satz 2.2 erfillt, und es gelte tberdies

cos(fx) >0 >0, keN
so gilt klim ||V f(zx)|| = 0.

Dies ist z.B. bei gradientendhnlichen Richtungen

d* = —MpVf(z¥), M € RMY symmetrisch und positiv definit,

erfiillt, falls gilt
0< Apin, < AEL < AF

min max

<:Xﬁmxa keN.

Dabei bezeichnet A* . A\E den kleinsten bzw. groBten Eigenwert der Matrix M. Es folgt nimlich

min’ “‘max

VAGHTMTSY) M VIENTVRER | N M A
S00) = [ TS r T > I ~ s~ A = 5

26
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2.2 Abschwichung der Winkelbedingung
Es sei 0, = Z(dy, —V f(2¥)) bzw.

_ —Vf@EhTd
cos(0y) = IV £ (@F)[]2][dF (]2

Ist 0, < 90°, so ist d* eine Abstiegsrichtung. Nach Korollar 2.4 erhiilt man ein Konvergenzresultat,
falls cos(fy) > 6 > 0, k € N. Ist f gleichmiiBig konvex, d.h. es gilt 27 V2f(x)z > pz"z, u > 0, so lisst
sich die Winkelbedingung abschwichen.

Satz 2.5

Sei f € C?*(RV,R), und sei L(2°) = {x € RV | f(x) < f(2°)} konvexr und f gleichmdipig konvex
auf L(z°) mit p, d.h. 2TV2f(z)z > pzTz fir o € L(2°),z € RN, Sei (2¥)pen erzeugt durch das
Abstiegsverfahren d.h. zFtY = zF + td*. Ferner gelte:

00 2
s e VRTE
a.) kzz:oék =00 mit 51@ — COS (elg) — (HVf(CCk)HQHdk||2> :

b.) Die Schrittweiten t, > 0,k € N sind effizient.
Dann konvergiert die Folge (x*)ren gegen das eindeutig bestimmte globale Minimum von f in L(x°).

Beweis: Sei z* dieses Minimum. Aus der Effizienz von t; folgt

2T gk 2
) = Fak 1 ) < flab) (W)

= f(2®) — o] |VFM)E, k=0,1,2,..., mit ¢>0. (32)

B s 1
/5wt =)+ 9rhIE 2 0.
Ausmultiplizieren ergibt

By s k2 po [l T k 1 kv 12
Bz - o /B (ot — - >
2H~”3 T3 + \/g 2M($ ) Vf(z )+2MHVf($ N2 >0

1 By .
= —ﬂllvf(xk)llgégllw — 2|3+ V()T (2" - ah).

Nun gilt trivialerweise

Ferner liefert Taylor-Entwicklung
1
f@*) = f(a*) = ViEh) (@ — 2% + 5@ = e*VIV2 f () (2 — 2F)

mit 7y, = ¥ + O (x* — z¥), O € [0,1], n € L(2°). Die gleichmiBige Konvexitit liefert dann

F@) = £a) 2 V) " =) + Bl =0t > —5 197 )13 (33
= 2ueh(f(@) ~ f(ah) 2 el V). (34

Mit (32) gilt
F@*h) < f(ab) — 2pedi(f(a¥) — f(27))
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und damit

0< f(a"™) = f(a®) = f(&"T) = f(@¥) + F(2¥) — f(2*) < (1= 2uedi) (f(2¥) — f(z)).

Induktiv folgt hieraus

| N

k

0< f(a**h) - IIl—mwé 2¥) — f(a"))
k
1 et

k
(—2pcd;)(f(x (%) — f(z*)) = exp (20;12(%) (f(z%) = f(z%)).

J=0

Wegen Z §; — oo fiir k — oo und (f(2*))ren monoton gilt
7=0

lim f(z*) = f(z").

k—o00
Ferner gilt mit der gleichméBigen Konvexitét
fah) = @) = V(@) (@* —a) + S (@ = a) VP f () (2* = 2*) > g\lwk —a*[|3, d.h.

—— 2
=0

2
||z* — 2*]]s < \/(f(:nk) — f(x*)) — 0 fiir k — oo, d.h. lim 2% = z*.
i

k—o00

g

Lemma 2.6

Sei f € C*(RN,R), und sei L(z°) = { € RN | f(x) < f(a%)} konvex, und f gleichmifig konvex
auf L(z%) mit p, d.h. 27V2f(x)z > pz'z fur z € L(2°), 2 € RY. Dann ist L(z") kompakt und die
Aufgabe

hat genau eine globale Losung x* und x* liegt in L(x°).

Beweis: Zeige zunichst: L(2°) ist kompakt. Aus der gleichm#figen Konvexitit von f folgt (vgl.
Formelzeile (33), Beweis Satz 2.5)

F@) = £a) 2 VI (@ = 2%) + Flle - 2°|3.

Sei nun z € L(2°), d.h. f(x) < f(2°). Dann gilt

0> f(2) - £a*) = VI (@ = 2%) + Sl — 2|1

7
= Slle=2l3 < =VFE" (@ —2?) VO - [le = 2l

2
llo = a®ll2 < =V f(2°)]l2 =t ¢
W
d.h. ||z — 2%||2 < ¢ und somit L(z°) C K.(2") beschrinkt. Nach Definition ist L(z") abgeschlossen

und somit kompakt. Die Aussagen von Lemma 2.6 folgen dann aus dem folgenden Lemma.
O
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Lemma 2.7
Sei f € C?(RV,R), und X C RY konvex. Betrachte das Problem

unter der Nebenbedingung x € X. Dann gilt:

a.) Ist f konvex auf X, so ist die Losungsmenge von f(x) = min, x € X konvex.

b.) Ist f strikt konvex (d.h. f(Ax' 4+ (1 — N)2?) < Af(z!) + (1 - N f(z?),0< A< 1, 21,72 € X)
auf X, so existiert hochstens eine Ldsung.

c.) Ist f gleichmdfig konvex auf X, X nicht leer und abgeschlossen, so gibt es genau eine Ldsung
e X.

Beweis:

a.) Seien z!, 22 zwei Losungen von f(z) = min, z € X, also f(z!) = f(2?) = min{f(x) |z € X}.
Fiir A €]0, 1] ist dann auch Az! + (1 — M)z € X, da X konvex. Da f konvex ist, folgt

FOt + (1= N)2?) < Af(@h) + (1= N f(2?) = f(z!) = min{f(2) |z € X}
d.h. auch Az' + (1 — \)z? ist ein Minimum.

b.) Angenommen, die Aufgabe

f(z) < min unter der Nebenbedingung x € X

besitzt 2 verschiedene Losungen zt, 22, 2! # 2. Fiir A €]0, 1] ist dann wieder Az!+(1-)\)2? € X
und

fOzt + (1= Nz?) < Af(z!) + (1 —)\)@: f(zY) =min{f(z)|z € X}, 0<A<]1.
=f(z1)

Somit haben wir einen Widerspruch! Also folgt ! = 22,

c.) Nach b.) existiert hochstens eine Losung von

f(z) = min unter der Nebenbedingung = € X .
Sei nun 2° € X, X # 0 beliebig gewihlt. Fiir x,y € L(2°) gilt dann

FOz+(1=XNy) <A f(z) +(1=A) fy) < f(a°), 0<A<1
~~ —~
<f(z9) <f(z9)

d.h. L(2?) ist eine konvexe Menge und somit nach Lemma 2.6 kompakt. Folglich ist X N L(x°)
kompakt und nicht leer. Daher nimmt f als stetige Funktion sein globales Minimum z* in
L(z°) N X an. z* ist dann natiirlich auch das globale Minimum von f auf X.
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3 Newton und Quasi-Newton Verfahren

3.1 Das lokale Verfahren
Betrachte das Problem

f(zx) = min

fir f € C%(D,R), D C RV. Ferner existiere ein * € D mit Vf(z*) = 0 und V2 f(z*) positiv definit.
Verwende wieder ein Verfahren der Form

=k 4 dt, k=0,1,2,---.

An den Iterierten z* betrachten wir ein quadratisches Modell fiir f, d.h.

nuxd)::f@#)+—Vf(x%Td4-%dTv2f@%)d.
Fir die Losung d gilt

0 =Vmg(d) = Vf(zF) + Vif(2F)d = V2f(ab)d=-Vf ).
Man setzt dann 2*+! = 2% + d* (d.h. t; = 1). Dies entspricht gerade dem Newton-Verfahren
Pt = ob V2RIV, E=0,1,2, ..

fiir die Gleichung V f(z) = 0. Damit erhalten wir sofort einen lokalen Konvergenzsatz.

Satz 3.1

Vorgelegt sei das Problem f(x) < min fiir f € C*(D,R),D C RN offen. Ferner existiere ein x* € D
mit V f(z*) = 0 und V2 f(x*) positiv definit. Dann gibt es eine Kugel K,(z*) = {z € D |||z —2*||oc <
¢} C D, ¢ >0, so dass fiir jedes 2° € K,(z*) die Newtonfolge

21 = ok (V21 (4) V()
in Ky(x*) liegt und gegen x* konvergiert. Uberdies gibt es ein C > 0 mit
|28 — 2% < Ol — 2*|)2%, VE>0, 2°¢ K,(x").

“Lokal quadratische Konvergenzordnung”

3.2 Fehlerentwicklung von Differenzenquotienten

Da die Durchfithrung des Newton-Verfahrens die Auswertung der 2-ten Ableitung des Originalpro-
blems erfordert, bietet sich eine numerische Approximation von Ableitungen an.

Analysiere jetzt die Fehlerentwicklung bei approximativer Auswertung einer Funktion A bei x und
Verwendung von Differenzenquotienten. Sei

h(z) = hz) + &(x) mit [E(z)] <e, £>0.

Bestimme die Ableitungen von h numerisch, z.B. durch den Vorwértsdifferenzenquotient

Mm+A@—E@)

Dxxh(:n) = Ay
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Dann gilt

h(z + Ax) — h(x
D%, h) — ()| = | MEEED D gy,
h(z + Ax) + &(x + Az) — h(z) — E(x
h(z + Azx) — h(z) p 2e
< _ =
< e W@+ o
h(z) + B (v)Az + $h"(€)Aa? — h(z) e
= | 2 K@+ e, EclnatAdl
Az, 2e
—TWL (5)”‘“@
€
Die Minimalstelle Az* der Fehlerfunktion
err(Ax) = Aa:—i—&.
erfiillt .
err'(Ax) =1 — N 0, dh Va*=./.
x

Der Fehler in der 1-ten Ableitung ist also

err(Az*) = Az —i—ﬁ—\/g—i-%—O(\/&?)

Ist nun z.B. ¢ = 107!6 die Maschinengenauigkeit, so wendet man deshalb den Vorwiirtsdifferenzen-
quotienten DX, mit der Schrittweite Az* = /2 = 107 an.

Fiir die Approximation der 2-ten Ableitung basierend auf zweifacher numerischer Differentation hat
man den Fehler O(v/¢), d.h. die 2-te Ableitung wird basierend auf zweimalig numerischer Differenta-

tion relativ ungenau approximiert. Deshalb wertet man normalerweise bei f(x) < min die Funktion
f und V£ explizit aus und approximiert hochstens V2 f(z).

3.3 Quasi-Newton Verfahren
Die Nachteile des Newton-Verfahrens fiir die Gleichung V f(z) = 0 lauten:

e Es werden 2-te Ableitungen von f bendotigt.
e V2f(x) muss positiv definit sein.

e Bei Losung des Systems V2f(z¥)d = —V f(2¥) mit dem Cholesky-Verfahren werden O(N?)-
Multiplikationen benétigt.

Quasi-Newton Verfahren haben folgende Grundstruktur:
o pFtl =gk 4 df . k=0,1,2,---.
o JF = —(Bk)71Vf(1‘k), (Bk)fl e RV,

e Verwende By um By, zu erhalten.
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Quasi-Newton Verfahren

e Approximiere 2-te Ableitungen durch 1-te Ableitungen.
e Erhalten die positive Definitheit von B¥.

k+1

Zur Motivation der Abstiegsrichtung d*+! in z betrachten wir das quadratische Modell

1
mir1(d) = (@) + V@) Td + §dTBk+1d
mit Vmyy1(d) = VF(2*) + Bpyy - d.

Bedingungen an Bj1:

k+1 {ibereinstimmen, d.h.

Der Gradient von my,1 und f soll bei ¥ und
Vmy1(0) = Vf(a*),
Vg1 (—tpd®) = V().
Die erste Bedingung ist nach Konstruktion immer erfiillt, und die zweite Bedingung erfordert
Vi (—tpd?) = V(@) 4 By (—4,d") = V(") = Bjatpd® = V(@) - V(b
Mit s% = tpd¥, y* = Vf(2*1) — Vf(2F) schreibt sich dies zu
B =yF . 7Sekantengleichung” (35)

Die Forderung By positiv definit erzwingt dann insbesondere

0 < (s")T Bpy15* = (s)Ty* = tp(d¥)T (Vf(:vk'H) - Vf(xk)> , keN. (36)
(36) ist z.B. erfiillt wenn t; > 0 der Wolfe-Powell Bedingung
1
@) < @) + aty VT, e €10, 5 (37)
V(T ak > e,V ()T ad>, ¢ €ler, 1] (38)

geniigt. Dann gilt ndmlich

(W) = (V1) = V)t > (e 1) 5 V75T >0
<0 <0

d.h. (36) ist erfiillt.

Unter der Voraussetzung (s*)7y* > 0 ist die Sekantengleichung 16sbar. Eine eindeutige Bestimmung
von By1 ist moglich als Losung der Aufgabe

min {||B — By||| B € R™V'Y symmetrisch und positiv definit, Bs® = ¢*}.

Wahlt man als Matrixnorm eine geeignete gewichtete Frobenius-Norm, so erhilt man als eindeutige
Losung

. 1
Biy1 = (I - Pkyk(sk)T)Bk(I - ﬂksk(yk)T) + Pksyk(yk)T mit pp = W . (39)

(39) heifit die DFP-Aufdatierung und geht auf Davidon, Fletcher und Powell zuriick.
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3.4 Alternative Aufdatierung

Eine Alternative zur DFP-Aufdatierung erhélt man, indem man nicht Bedingungen an die Matrix By,
sondern an ihre Inverse Hy = B, ! stellt. Die Sekantengleichung lautet dann

s* = (Bryr) """ = Heao® (40)
Man bestimmt dann Hyy1 eindeutig als Losung der Aufgabe
min {||H — Hy||| H € RNY symmetrisch und positiv definit, Hy* = s*}

in einer gewichteten Frobenius-Norm. Die eindeutige Losung lautet dann

Hyp1 = (I — PlcSk(?/k)T)Hk(I - Pkyk(sk)T) + PlcSk(Sk)T mit py, = W (41)
(41) BFGS-Update-Formel (BFGS steht fiir Broyden, Fletcher, Goldfarb und Shanno).
Bemerkung 3.2
Die zu (41) &quivalente Update Formel fiir By, = ijl lautet
Bksk(sk)TBk yk(yk)T
Bjt1 = By — : 42
k+1 k (Sk)TBkSk + (yk)TSk ( )

Lemma 3.3
Hy 1 aus (41) ist symmetrisch und positiv definit, falls Hy, dies war.

Beweis: Die Symmetrie chT+1 = Hy1 ist nach Definition klar. Bzgl. der Definitheit berechnet man

wl Hyyw = w (T — pps® (")) He (1 — pey® (s Dw + pr w?sF(s")Tw = 2T Hyz + pr(w?s%)2 > 0
>0
mit z = (I — pry®(s*)7)w. Weiter gilt: Ist w” Hy 1w = 0, so folgt w’'s* = 0 und damit
wl (I — pres® (k) H (I — peyf* (") Tw =w"Haw =0 = w=0

da Hj symmetrisch und positiv definit.
O

Dies fithrt nun zum BFGS-Algorithmus.

Input: 7° € R e > 0 und Hy € RV (Approximation fiir (V2f(2°))~1) positiv definit

k=0

while ||V f(2¥)||2 > ¢ do

berechne d* = —H,V f(z*);

setze 21 = 2F 4+ t,,d* mit t, gemiB Wolfe-Powell;

setze s¥ = F1 — 2F yF = Vf(2¥1) — Vf(2) und berechne Hy, i gemsf

Hip1 = (I — pps™ (")) Hi (I — pry®(s)T) + prs®(sF)T;

setze k =k + 1;
end

BFGS-Algorithmus
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Bemerkung 3.4
e Jede Iteration des BFGS-Algorithmus kann in O(N?)-Operationen durchgefiihrt werden.

e Der BFGS-Algorithmus ist numerisch robust.

e Man benutze (41) statt (42) zur Aufdatierung wegen
d* = —~HyVf(z*) = —B_'Vf(2*).  (Aufwand!)
Einige Details zur Implementierung des BFGS-Algoritmus:

e Bei der Liniesuche gemifl Wolfe-Powell sollte man (aus theoretischen Griinden) die Wahl ¢, = 1
probieren. Praktische Werte fiir Wolfe- Powell sind o = 10™* und p = 0.9.

e Fiir Hy wahlt man oft Hy = 61 mit g > 0.

3.5 Konvergenz-Analyse der BFGS-Mehtode

Satz 3.5
Sei f € C2(RYN,R), und sei
L(z%) = {z e RV | f(x) < f(«")}
konvex. Ferner existieren m, M > 0 mit mz'z < 2TV2f(2)z < M2T2 fir x € L(2°), z € RY. Sei
nun By € RNN symmetrisch und positiv definit, und sei 20 € RV,

Dann konvergiert die Folge (x*)ren, 2! = xF4-t,d", 1, gemdfs Wolfe-Powell und d* = —B,C_1Vf(a:k),
B,:l = H}, aus Algorithmus (BFGS) gegen die eindeutige Losung x* € L(x°).

Bemerkung 3.6 '
Gemif Lemma 2.6 und 2.7 hat die Aufgabe f(z) = min genau eine Losung z* in L(z?).

Beweis: Wir bemerken, dass das Verfahren in L(z") wohldefiniert ist. Es gilt niimlich
(s")Ty* >0 firkeN

geméB (35) und der Wolfe-Powell Schrittweitensteuerung, geméf Lemma 3.3 sind die Matrizen Hy,
k € N symmetrisch und positiv definit. Ferner ist L(2°) gemiB Lemma 2.6 kompakt und somit f
nach unten beschriankt, d.h. nach Bemerkung 2.1 existiert eine Wolfe-Powell Schrittweite .,k € N.
Sei nun By = H,;l,k: € N und sei

Nach Definition gilt
Yt = VI = VR = V20 (@ = 2f) = V2 (f)s*
mit n¥ = P 4+ ok (2 — 2F) € L(20), 6% € [0,1]. Somit folgt

(s5)TV2f (n*)s"*
(sF)T sk

my = >m,keN

U R T A G U T

Me= OV iRt~ @b Twk
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fir k € N mit w® = (V2f(n*))1/2s*, V2f(nF) positiv definit. Die Analyse des BFGS-Algorithmus
erfolgt mit der Aufdatierungsformel

Byy1 = B —

BkSk(Sk)TBk+yk( )
(sP)TBpsk— (y*)7T's

Mit einigen Hilfslemmata aus der lineare Algebra findet man

|| Brs"|[3 1y 113
tr(B =tr(B) — 4
I“( k+1) 1“( k) (Sk)TBkSk (yk)TSk > ( 3)
K\T Kk
y')'s
Setze nun 6, := Z(s*, Bgs*), d.h.
(") By,s* (s*)T By,s*
cos(f und =—4——— keN.
) = [ e Bt ™ T TS
Einsetzen in (44) liefert
(yk)TSk (Sk)TSk me
det(B = det(By) - . =det(B) - — .
e ( k+1) e ( k) (Sk)TSk (Sk)TBkSk e ( k) T

Definiere jetzt die Funktion
Y:SP,— R, ¢(B)=tr(B)—In(det(B))
mit SP, = {C € RV | C symmetrisch und positiv definit}. Dann gilt

N N N
¥(B) = tr(B) — In(det(B) )\ —In )\ =) XAi—> Im(A)=> Ai—-In(x)>0 VB

>0
mit A1, A2, ..., Ay > 0 Eigenwerte von B € SP,. Zusammen mit (43)-(44) folgt dann
Y(Bg+1) = tr(Byt1) — In(det(By+1))

B k|2 k|2

(sM)TBysk — (y*)Tsk Qk
—~
=M,
Sk T Sk
= tr(By) — W + M}, — In(det(By)) — In(my,) + In(qx)
=
= tr(By) — ﬁl@ + My, — In(det(By)) — In(my) + In(gx)
= V(Be) + My = In(my) — 1+ [1 a Cosglzek) i (Cosglzek)>] + In(cos(01)

Mit h(t) =1 —t+1n(t) <0 fiir t > 0 folgt

dk qdk qdk
h| ———— ) =1-— | <
(mﬁ@@) cm%%)+“<w§wm>—°
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und somit

Y(By) + (M, — In(my) — 1) + In(cos®(6;))
Y(By) + (M —1n(m) — 1) 4 In(cos?(6y,)) . (45)

Induktiv folgt aus (45)

k
0 < ¢(Byy1) < ¢(Bo) + (M —In(m) = 1)(k+ 1)+ Y _ In(cos(6;))
A J=0
k
= ¢(Bo) + c(k +1) + > _In(cos®(6)). (46)
j=0

Fiir die Quasi-Newton BFGS-Algorithmen gilt
s = —t;, B, 'V f(2F) (Quasi-Newton Richtung)

und somit
O = £(s*, Brs™) = £(s*, ~txV f(a)) = £(s*, —V £ (a¥))

d.h. 6y, ist der Winkel zwischen der Richtung des steilsten Abstiegs (—V f(2*)) und der Suchrichtung
s*. Somit gilt gem#B Satz 2.2 (Theorem von Zoutendijk) sofort

D " cos(0p) ||V f (2F)]]3 < oo
k=0
Annahme:
cos(6;) — 0 fiir j — oo.

Dann gilt In(cos?(0;)) < —2c fiir j > k. Fiir k > k folgt mit (46)

In(cos?(6;)) + 2ck + ¢ —ck <0

M-

k k
0 < ¢(Bo) +c(k+1) + Y In(cos®(6h)) + D (—2¢) = $(Bo) +

fiir k € N hinreichend grofl und somit Widerspruch!

Also existiert eine Teilfolge (0}, );en mit

und somit erhalten wir

ZCOSQ(Gj) > ZCOSQ(le) > 26 =o0, dh. Zcos2(9j) =00.
j=0 1=0 =0 3=0
Da die Wolfe-Powell Schrittweiten ¢ > 0 effizient sind, ist Satz 2.5 anwendbar und liefert klirn zk =
—00
x*.
O



Bemerkung 3.7
e Man kann nun sogar zeigen, dass der BFGS-Algorithmus unter der Voraussetzung von Satz
3.5 nicht nur global, sondern auch superlinear konvergiert und zwar weiterhin mit beliebigen
Startvektoren x° und symmetrisch und positiv definiter Startmatrix Hy € RNV,

e Superlineare Konvergenz heifit

k+1 _ %
im ol
k—o00 ||l‘k*£€*||2
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Kapitel III: Numerische Verfahren fiir allgemeine
Optimierungsprobleme

1 Verfahren fiir quadratische Optimierungsaufgaben

Vorgelegt sei die Aufgabe

f(z) =327Qu+cTx+~ < min
unter den Nebenbedingungen
(I) = gi(z) =alz —b;=0, i=1,..,1
ki(x) = alj:H-x b >0, i=1,..,q

mit Q € RNN symmetrisch und ¢, aq, ..., Aj4q € RY sowie v, b1, ..., bi+q € R.

Die Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen fiir (I) lauten

! q
Qr+c—Y Nai— Y piary; =0
i=1 i=1

Mi(aljj&-ix_bl+i) :07 Zzlaaq
aiTx —b; =0

T
ap ;x —b; >0, p>0.

Ist nun Q € RV positiv semidefinit, so wird (I) zu einem konvexen Optimierungsproblem (d.h. f
konvex, k; konkav, i = 1,...,¢q) und es gilt das folgende Lemma.

Lemma 1.1
Vorgelegt sei ein konvexes Optimierungsproblem der Form (I). Erfillt x* die Karuh-Kuhn-Tucker
Bedingungen, so ist x* globales Minimum von (I).

Beweis: Siehe Aufgabe 1b), Blatt 3.

Bemerkung 1.2
e Im Fall der Konvexitét folgt also aus den KKT-Bedingungen automatisch die Optimalitét.

e Ein konvexes quadratisches Problem (I) kann aber unter Umsténden keine zuldssigen Punkte
besitzen, wie z.B.

f(z) = 2? = min
unter der Nebenbedingung g(z) = 07z — 1 =0.
Ist die Menge der zuldssigen Punkte
Z={2eRV|alz—b;=0,i=1,..,1, al oz —by; >0,i=1,...q} #0,
so ist diese konvex und die Existenz einer Losung folgt aus Lemma 2.6, Kapitel II.

e Ist Q € RV nicht positiv definit, so kann das quadratische Optimierungsproblem (I) mehrere
lokale Losungen haben.
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1.1 Innere-Punkte-Verfahren fiir quadratische Probleme
Vorgelegt sei die Aufgabe
fl@)=32TQu +cTo+ = min ,

(II) = § Q € RN symmetrisch, positiv definit, c € RN und v € R unter den Nebenbedingungen
k(z) =Az—b>0, AcRN becRI.

Lineare Gleichungsrestriktionen lassen wir aus technischen Griinden beiseite, da man sie durch Re-
duktion der Variablenanzahl beseitigen kann.

Ist 2* eine lokale Losung von (1), so lauten die notwendigen Optimalitdtsbedingungen 1-ter Ordnung

Qr+c—ATpu=0
Az —b>0
(Ax —b)ju; =0, i=1,..,qund u>0.

Fiithre nun die Slack-Variablen y = Ax — b € RY ein und erhalte die modifizierten KKT-Gleichungen

Qr+c—ATpu=0 (47)
Az —b—y=0 (48)
yipi =0, i=1,..,qund y,;u>0. (49)

Mit Y = diag(yi, ..., yq) , M = diag(p1, ..., ptg) schreibt sich (47)-(49) in der Form

Qr — ATp+c 1
F(z,y,u)=| b—Az+y =0 mity,p>0undIl=|:]| €RY.
Y MI 1

Sei (z,y, ) eine aktuelle Iterierte. Dann nennt man

_yu
=
q
die gewichtete Dualititsliicke.
Sei 7 > 0. Die Losungen (z,, yr, pr) von
Qr— AT+ c 0
Flz,yp)=| b—Az+y [=[0], (y,u)>0 (50)
Y MI ll

heiflen zentraler Pfad C. C ist eine Kurve in RY+27 welche fiir 7 — 0 gegen die Losung des quadra-
tischen Problems (I7) konvergiert.

Zur Losung von (50) geht man wie folgt vor. Wéhle o € [0, 1], setze 7 = on und wende ein gedampftes
Newton-Verfahren zur Losung von (50) an. Ein Newton Schritt fiir (50) lautet

Q 0 —-AT Azx —Qx+ ATy —c
-A I 0 Ay | = Az —y—b . (51)
0 M Y Ap —YMI+ onl
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Die néchste Iterierte ist dann fiir a €]0, 1] gegeben durch
(@, y", 1") = (2,9, 1) + oAz, Ay, Ap).

Dabei ist a €]0, 1] so zu wihlen, dass (y*, u™) > 0 erfiillt ist.

Der Hauptaufwand eines Inneren-Punkte Verfahrens besteht in der Regel in der Losung des Sys-
tems (51). Deshalb ist es wichtig, die spezielle Struktur von (51) auszunutzen.

Aus der 3-ten Zeile von (51) folgt
Ay=M Y ~MYI+onl —=YAp) = -YI4+onM T - M 'YAu=—y+onM 1 - M 'YAu.
Setze dies in die 2-te Zeile von (51) ein und finde

b+y— Az =AAx — Ay = AAz +y —onM 1+ MY Ap

Ax
Ap

Q -—-AT Az —Qx+ AT —c 59
A MY ) \Ap)  \ Az +y+b+ (—y+onM~)) - (52)

Aus der 2-ten Zeile von (52) folgt

= (A, M71Y) ( > — (~y+onM~'T), d.h.

Ap =Y 'M(—Az+b+onM'T - AAz)
d.h. die erste Zeile von (52) liefert das System
Q+ATY "MA) Az = Qo+ ATy —c— ATY M (—Az + b+ onM 1) . (53)
Das System (53) kann z.B. mit dem Cholesky-Verfahren gelést werden.

Schrittweiten-Bestimmung des gedidmpften Newton-Verfahrens

Die am meisten verwendete Variante des Innere-Punkte Algorithmus basiert auf dem Pradiktor-
Korrektor-Algorithmus von Mehrotra.

Zuerst wird ein affiner Skalierungsschritt (Az®f, Ay®'f Apu®ff) bestimmt, indem (51) mit ¢ = 0
gelost wird. Die erhaltene Richtung wird dann in einem Korrekturschritt verbessert, wobei die Losung
von (51) mit

n
und o = max{a €)0,1] | (y, p) + a(Ay™/, ApIT) > 0}

0N ] af f A, af AT aff A aff
o=(—1] ., 7 25(y+a Ay ) (p+ o™ AptT)

berechnet wird. Im Korrekturschritt 16st man das System

Q 0 —AT Ax —Qx+ATp—c
—-A I 0 Ay | = Az —y—b (54)
0 M Y Ap —MYT — AMTAY T 4 onl

mit AMT = diag(Ap®/1), AY*F = diag(Ay*f7).
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Insgesamt erhalten wir den folgenden Algorithmus:

Wihle (20,4, u®) mit y°, u° > 0 und wihle 7 €0, 1[.
for k=0,1,2,... do
e mit (zF, y* uF) 16se (51) mit o = 0 fiir (Az*F, Ayaff Apaft);
e berechne n = %(yk)Tuk;
e setze &%/ = max{a €]0,1] | (v*, u¥) + a(Ayf, Autff) > 0};
e bestimme 7*/7 = (y* + & Ay T (uF 4 62T ApedT) und setze o = (nanff)g ;
o lose (b4) fiir (Az, Ay, Ap);
e setze & := min(ay, o) mit
ay = max{a €]0,1[|y* + aly > (1 - 7)y*};
a, = max{a €]0,1[| p* + aAp > (1 — 7)pk};

o setze (M1 YR ) = (o o, 0F) + a(Ax, Ay, Ap);
end

PRAED.-KORR Algorithmus fiir Quadratische Probleme

Abbruchkriterium: ||F(z*, y*11*)||o < EPS.

2 Lokale SQP (sequential quadratic programming) Methoden

Wir betrachten zunéchst das Problem

f(x) < min
unter der Nebenbedingung
g(x) =0
fiir f € C*(D,R),g € C*>(D,RY, D c RN offen.

(I11) =

Die Lagrange-Funktion zu (II7) lautet

I
L(z,A) = f(x) = Y Nigi(x)
i=1

und die KKT-Bedingungen ergeben sich zu

o (x A)) <Vf(:r:) - Dg(a:)TA> <0)
Flx,\N)= (4%, = = . 55
e = (70 ~g(a) 0 %)
Ist x* eine regulére Losung von (I17), so existiert zu x* ein Lagrange-Multiplikator A* mit F'(z*, \*) =
0. Wir 16sen (55) mit dem Newton-Verfahren. Die Jacobi-Matrix lautet

02
DF(y = (B Dy,

Damit ist ein Newton-Schritt gegeben als
xk—f—l SUk A.Ik
()\kJrl) = <yk> + <A)\k> (56)
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mit

2
ng(x’“, M) AR — Dg(a®T AN = =V f(a*) + Dg(a™)TAF | —Dg(a") Ak = g(a*). (57

(56)-(57) heifit Lagrange-Newton-SQP Verfahren.

Bemerkung 2.1
2
Ist «* eine regulire Losung von (I711) und ist gT%(x*,)\*) positiv definit auf dem kritischen Kegel
C(z*) = N(Dg(z*)), so konvergiert das Lagrange-Newton-SQP-Verfahren lokal quadratisch, d.h. es
gilt
1L — (@, X)) < O, NF) = (@, )12,

falls ||(2°, A%) — (2*, A\*)|| hinreichend klein.

Nach dem lokalen Konvergenzsatz des Newton-Verfahrens ist hierzu zu zeigen, dass

DF(z*, \*) invertierbar ist .

Sei h = <Zl> e RN+ in N(DF(z*,A*)), d.h.
2

2
OL (2 A)hy — Dg(a*)Thy = 0 (58)

D2
Dg(z*)h; =0. (59)
GemisB (59) gilt hy € N(Dg(x*)). Multipliziere (58) mit hY und finde

7 0L
L ox?

7 O%L

h 1 a2

(¥, XYhy — hIDg(z")T hy=h (z*,AX)h1 =0 = h; =0
———

= (Dg(a)hy) T=0T
da g%(w*, A*) positiv definit auf N(Dg(x*)). (58) liefert dann
Dg(z*)Thy =0
und mit rg(Dg(z*)) = [ folgt he = 0.
2.1 Eine neue Motivation fiir die Iteration (56) — (57)

Betrachte das quadratische Problem

f(Az) = V(" T Az + %AwT%(xk, M)Az = min

(IV') = { unter der Nebenbedingung
3(Az) = g(a*) + Dg(a*) Az = 0.
Die KKT-Bedingungen fiir (IV') lauten
Vf(Az) — Dg(Az)TA =0,  §(Az)=0.
Mit
9’L

Vf(Az) = Vf(zF) + @(xk, MYAz  und  DgG(Az) = Dg(zF)
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erhalten wir

V(b)) + gig(xk, MYAz — Dg(a®)TA =0
g(z) + Dg(z*)Az = 0.
Dies ist dquivalent zu
L, o \k T (Y _ \k k kAT yk
ﬁ(:p,)\)A$—Dg(az) (A=A") ==V f(z")+ Dg(z")" A (60)

~Dy(at)Az = g(a*) (61)
Der Vergleich von (56)-(57) mit (60)-(61) liefert
AzF = Az und AN =X =)\,  dh. Az = Az und \F+ AN =X =\ dh.

das quadratische Problem (IV) hat die Losung Az = Az* mit Lagrange-Multiplikator \¥*1,

Damit sind ein Schritt eines Newton-Verfahrens und das Losen des quadratischen Problems &dqui-
valent.

Wiihle Startwerte (29, y%).

for k=0,1,2,... do
e lse das quadratische Problem (IV) fiir Az, X;
o setze 2Pt = ok 4+ Ag, N1 = )

e priife die Abbruchkriterien;

end

LOKALE SQP-METHODE

Bemerkung 2.2
e Die lokal quadratische Konvergenz des obigen Algorithmus folgt aus der lokal quadratischen
Konvergenz des Newton-Verfahren an einer reguliren Losung (x*, A*).

e Unter Umstanden ist die Matrix

9L

l
@L(xk, ) = V2 () = \iVPgi(ab)
=1

schwer zu berechnen oder nicht positiv definit auf N(Dg(x*)). Eine Alternative ist daher, die
Matrix %(xk , A\F) durch ein Quasi-Newton-BFGS-Update By zu ersetzen.

e Der SQP-Rahmen kann leicht auf allgemeine Optimierungsprobleme f(z) L min unter der Ne-
benbedingung g(z) = 0 und k(x) > 0 erweitert werden. Ersetze hierzu an der Stelle (x*, \¥, u¥)
(IV) durch das quadratische Problem

f(Az) = V" T Az + %A:UT%(:U’“, PUNTLVAN: = min
unter den Nebenbedingungen
§(Az) = g(a*) + Dg(a*) Az = 0,
k(Az) = k(z) + Dk(z*)Az > 0.

(V) =

Eventuell wird in (V) %(xk, AFu®) durch eine positiv definite Matrix H* ersetzt.
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3 Globale SQP-Methoden

3.1 Penalty-Funktionen
Betrachte die Aufgabe
f(z) = min
f € C?(RN,R) mit einem zulissigen Bereich
Z = {z € RN | g(x) = 0, k(x) > 0}
mit g € C?(RN,RY, k € C?(RV,RY).

(V1) =

Eine Klasse von Penalty-Funktionen erhilt man aus dem Ansatz
P(z,a) = f(z) + ar(z) (62)

mit r € C(RY,R), r(z) >0Vr € RN und 7(z) =0 &z € Z.

Die Funktion r bestraft also gerade das Verlassen des zuléssigen Bereiches Z.

Definition 3.1
FEine Penalty-Funktion der Form (62) heifit exakt in einem lokalen Minimum x* von (VI), falls ein
@ > 0 existiert, so dass x* fiir alle « > @ auch ein lokales Minimum von P(-,«) ist.

Bemerkung 3.2
Es lasst sich zeigen, dass bei exakten Penalty-Funktionen in 2* die zugehtrige Funktion r in 2* nicht
differenzierbar sein kann.

Wir betrachten hier die I'-Penalty-Funktion

l

Pi(z,0) = f(2) +a | Y lgi(@)] =) min(0, ki(z))
i=1

j=1
Der Nachweis der Exaktheit gelingt am einfachsten bei konvexen Optimierungsproblemen.

Lemma 3.3

Sei (z*,\*, u*) KKT-Punkt des Optimierungsproblems (VI) mit g;(x) = alx — 3; =0, i = 1,...,1,
ki(x) >0,i=1,...,q mit f konvex und k; konkav, i = 1,...,q. Dann ezistiert ein Penalty-Parameter
a >0, so dass x* fiir o« > @ auch ein Minimum von Py (-, ) ist.

Bemerkung 3.4
Nach Aufgabe 1b), Blatt 3, ist * auch globales Minimum von (VI).

Lemma 3.5
Voraussetzungen wie in Lemma 3.3. Es sei

I g
Lz, A p) = f(x) = > Nigi(x) = > piki() .
i=1 i=1

(x*, \*, 1w*), w* > 0 sei Sattelpunkt d.h. es gilt
Lz, A ) < L(z™, N, 1) < Lz, A", p0%) Vo, A p, p>0.

Erfillt (z*, \*, u*) die KKT-Bedingungen, so ist (x*, \*, u*) ein Sattelpunkt.
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Beweis: (z*, \*, 1*) ist KKT-Punkt, d.h. g—ﬁ(m*,)\*,u*) = 0, d.h. z* ist stationdrer Punkt von

L(-,\*, *). Ferner ist L(-,\*, u*) konvex, da f konvex und k;, i = 1,...,q konkav, p* > 0. Somit
gilt
* * * ok aL * ok N
L, A p7) = Ly, A5 %) 2 o (y, A% p0) (@ —y) - Va,y €RT
Wende dies an mit y = z* und finde

Lz, \*, ;%) — L(z*,\*, p*) > 0 Vo € RY.

Desweiteren folgt mit k;(z*) > 0, gi(z*) = 0, uki(x*) = 0 sofort

g

Beweis von Lemma 3.3: Sei (z*,\*, u*) KKT-Punkt, so ist nach Lemma 3.5 (x*, \*, u*) Sat-
telpunkt, d.h.
L(x*, N 1) < Lz, A", p1*) Ve € RV,

Setze jetzt @ := [|[(A*, 1*)||oo = max{|Af],...,[\|, 1, ., g} und wihle o > @. Es gilt
, =0 . =0
Py(a*,0) = f(z*) +a [ Y 1gi(@*)| =D min(0, kj(z*))
=1 j=1
—r(a*)
= f(a")
I q
= f(@) =Y Nai@) =) piki(®)
=1 i=1
= L(z*, \*, ")
< Lz, \*, p1*)

l q
= fl@) = S M) = 3 ki)
=1 =1
l q
< F@) + 3 Wellgi(@)] = 3 i min(0, ki(2))
=1 =1

! g
< flz)+a (Z |9i(2)] = > min(0, ki(@))
=1 =1

-~

=r(x)
= f(z) +ar(z) < f(z) + ar(z) = Pi(z,a) Yz eRY.
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3.2 Globalisierung von SQP-Verfahren

Es wird sich herausstellen, dass eine Losung Az* eines bei 2* linearisierten quadratischen Teilproblems
unter gewissen Voraussetzungen eine Abstiegsrichtung der /;-Penalty-Funktion

l q
Pi(z,0) = f(z)+a Z |g; ()| — Zmin(o, ki(x))

ist, so dass sich ein SQP-Verfahren mit einer geeigneten Schrittweitenstrategie fiir P; (-, «) globalisieren
lasst. Allerdings ist P (-, ) nicht iiberall differenzierbar. Wir berechnen stattdessen die Richtungs-
ableitung im Punkt x in Richtung d gem#if3

Wz d) = lim PEFID ZR@) ey g
t—0 t
Lemma 3.6
a.) Set N =1, h(z) = |x|, so gilt
d fir x>0
W (z;d) =< |d|  firz=0.
—d  firz <0
b.) Sei N =1, h(x) = min(0, z), so folgt
0 firxz >0
B'(z;d) = ¢ min(0,d)  firx =0 .
d firx <0

Beweis:

a.) Ist x # 0, so ist h differenzierbar in = und daher folgt

d firxz >0

b (z;d) = b/ (z)d = {

—d  firz <0
Fiir z = 0 gilt
h td) — h t|d
h'(0;d) = lim (0+ td) ©) = lim M =|d|.
t\0 t tN\O ¢
b.) Ist x # 0, so ist h differenzierbar in x mit
d firxz >0
W (z;d) = b (x)d = e
0 firxz<0
Fiir x = 0 erhélt man
h'(0;d) = lim PO +td) = h(0) = lim min(0, td) = min(0, d)
t\0 t t\0 t

Bemerkung 3.7
Ferner gilt fiir richtungsdifferenzierbare Funktionen die Kettenregel.
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Korollar 3.8
Die Richtungsableitung der I'-Penalty- Funktion

l q
Pi(z,a) = f(z) +a | > gj(x)| =Y min(0, ki(x))
j=1 i=1
im Punkt x in Richtung d ist gegeben durch

Pi(w,aid) = Vi@ d+a| Y Vg@)Td+ Y [Vg@)Td+ Y (~Vgi@)"d)

g;(2)>0 g;(2)=0 g;(2)<0
3N Vki@)Td— Y min(O,ij(x)Td)—O].
kj(x)<0 kj(x)=0

Beweis: Anwendung von Lemma 3.6 und Bemerkung 3.7.
O

An dieser Stelle kehren wir zuriick zum SQP-Verfahren und betrachten zu einem Punkt z* und
einer gegebenen symmetrisch und positiv definiten Matrix Hj das quadratische Teilproblem

Vf(@*)T Az + Az HyAx £ min
unter den Nebenbedingungen
g(z") + Dg(a*) Az =0
k(2*) + DEk(z*)Az > 0.

(VII) =

Satz 3.9
Sei Axk # 0 Losung des quadratischen Teilproblems (VII) mit Hy € RMNN symmetrisch und positiv

definit, und es sei
o > maxAFF, L N Ay

wobei NFH1 pF 1 die 2u Az gehiorigen Lagrange-Multiplikatoren seien. Dann hat die I'-Penalty-
Funktion

l q
Pi(z,a) = f(z) +a | lgj(=)| = min(0, k;(z))
j=1 j=1

die Richtungsableitung Pj(x*, d; Az*) mit
Pj(z* a; AxF) < —(AM)THLAZF <0,
d.h. AzF ist eine Abstiegsrichtung fiir Pi(-, ) im Punkte x*.

Beweis: Gemifl Korollar 3.8 erhalten wir

P(z,a; Az®) =V f(z)T AzF +a{ Z e T Azk + Z Vg (z")T Az¥| (63)
g5 (z*)>0 gj (x*)=0
+ 3 (—VgEh) Ay Y VEiEHTAR — Y min(0, Vi (@h) AN
g;(z*)<0 kj(z*)<0 kj;(zk)=0

Ferner erfiille Az® AF+1 /#+1 die zu (VII) gehorige KKT-Bedingung, d.h. es gilt

Vf(z®) + HyAxr Z)\k+1Vg] Z,ﬁ“w =0
7j=1
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und somit folgt

l
Vi*TAzk = —Azk H AP +Z/\k+1 (Az") TV g, () + Z,uk'H (Az*) IV (2F) . (64)
7=1

Einsetzen von (64) in (63) liefert

P{(z* a; AzP) = —(AF)T H AxP +Z)\k+1 Az v g, (2* —l—Z,ukH (A IV (%) (65)
7j=1
+a| Y VgEh A+ Y Vg A+ > (—Vgiah)adh)
gj (zF)>0 g;(z%)=0 g;(zF)<0
Z Vk;(*)T Axk — Z min(O,ij(xk)TA:ck)}.
k;(z*)<0 kj;(zk)=0

Aus der Zulissigkeit von Ax* fiir (VII) folgt
gi(2®) + Vg (e TAzd =0 =  gj(a") = —Vgi(a"T A%, j=1,..1

sowie

ki(z®) + VEj(aM)TAzd >0 = kj(@®) > —Vk;(aMTA®, j=1,..4q.

Wir erhalten damit

Y —vgiah) AR = YT gi(ah) <0 (66)
g (zk)<0 g;(k)<0
Y VgiaMTak = Y —giah) (67)
g;(z*)>0 g;(x*)>0
Y. Vgt At = Y |- gi(ah) =0 (68)
gj(z%)=0 g5 (x*)=0
- Z min(0, Vk;(z")T Azk) = Z min(0, —Vk;(zF)T Az*) < min(0, k;(zF)) = 0
kj (z¥)=0 k; (z*)=0 kj (x%)=0
(69)
- > VE@EHTA = Y —VEiEH)TAR < Y KEh) <o (70)
kj(xzk)<0 k](ack)<0 k;(zk)<0
Z)\k+1(AC{? )Tvg] Z)\k-i-lg] (71)
j=1
q
Z 1;+1<A$ TVk;(w ZukH(A$ V'V (2* ) Z‘u;eﬂk
j=1

=0 nach KKT-Bed.
q

Z k+1k‘ (72)
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Setze (66)-(72) in (65) ein und finde

l q

P (2%, o; Az®) < — (Az)T Hy Az — Z )\ngj (z*) — Z ,u?“k:j(xk)

Jj=1,9; (z*)#0 Jj=1,k;(x*)#£0

+ Z —g;(x®) + Z g;(z®) + Z ki ("

g5 (zF)>0 g5 (zF)<0 k;(zk)<0
=(—AzMTH Az* + Z (—)\;‘?H — a)gj(z®) + Z (—)\?H + a)g;(«*)

gj(zk)>0 g;(x*)<0

4+ Z k+1 Z Mk’Jrlk CCk

kj (z%)<0 kj(zF)>0
— (Az)THRAz® ) daa>a= { N AT, b ..,/ﬂ;“}.

O

Aus Satz 3.9 folgt nun zusammen mit den Abstiegstechniken der freien Minimierung, dass eine
Armijo-artige Schrittweitensteuerung wohldefiniert ist, d.h. es existiert eine Schrittweite ¢, = 3%,
B €]0,1], Iy € N und o €]0, 1[ mit

P (zF 4+ tpAxk o) < Py(a® o) + oty Pl (2", a5 Az¥), ke N.

Damit erhalten wir den Algorithmus:

Wiihle (2°,4°, u0), Hy € RY:Y symmetrisch, positiv definit, a > 0, o, 3 €]0, 1[, und setze k = 0.
while (2, \¥, 4¥) ist kein KKT-Punkt do

e berechne eine Losung Az € RY des quadratischen Problems
1
V@M Az + iAxTHkAa: = min

unter den Nebenbedingungen

mit zugehorigen Multiplikatoren \F+1 ;F+1,

e bestimme Schrittweite t;, = max{g8' |l = 0,1,2,...} mit

Pl(a:k + tkA$k, a) < Pl(ask, a) + thPl’(a:k, Q; Axk);

k+1

e setze x = 2% 4+ ¢, A2¥, wihle Hj, 1 symmetrisch und positiv definit;

e setze k =k + 1;
end

Globalisierte SQP-Methode

Fiir den obigen Algorithmus lassen sich gute globale Konvergenzresultate beweisen. Trotzdem bleiben
noch einige Probleme fiir eine praktische Realisierung zu 16sen, wie z.B. die Aufdatierung von a und
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die Wahl der Matrizen Hj. Der heikelste Punkt bleibt allerdings die Losbarkeit der quadratischen
Teilprobleme (VII). Fiir symmetrisch und positiv definite Matrizen Hj, existiert eine Losung, sofern
der zuléssige Bereich

Z = {Az e RV | g(«*) + Dg(zF) Az = 0, k(z*) + Dk(z*)Az > 0} # 0
ist. Dies kann aber vorkommen, wie das folgende Beispiel zeigt: Vorgelegt sei
f(z) =22 = min
unter der Nebenbedingung k(z) = 22 — 1> 0 mit Z = {z € R||z| < 1} # 0.
Quadratisches Teilproblem bei ¥ = 0:
2xAx + %AxQHk = min
unter der Nebenbedingung
k(z*) + Dk(z*) Az = -1+ 2 0Az = —1
d.h. Z = {Az|k(0) + Dk(0)Az > 0} = 0.

Im konvexen Fall sind die quadratischen Teilprobleme allerdings wohldefiniert.

Lemma 3.10

Vorgelegt sei das Problem f(x) < min unter den Nebenbedingungen g(x) = Az — b =0, k;j(x) > 0,
1=1,...,q mit f konver und k; konkav, i =1, ..., q. Dann besitzen auch die quadratischen Teilprobleme
(VII) zulissige Punkte, falls das Ausgangsproblem zulissige Punkte besitzt.

Beweis: Sei 7 ein zulissiger Punkt des Originalproblems. Setze Az* = & — 2*. Dann gilt
g(z¥) = Dg(z®)Az* = g(a¥) + Dg(a®) (& — 2¥) = AcF — b+ A3 —2F) = AT —b=0.
Da k; konkav ist, folgt
ki(z®) 4+ V(2T Az® = kj(2) + Vi (2F) (@ — ) > ki(3) >0, j=1,...,¢.
O

Im konvexen Fall ist damit die globalisierte SQP-Methode wohldefiniert.

50



