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Kapitel 1

Grundbestandteile

1.1 Einfiihrung

1.1.1 Beschreibung mit Modellen

Ein Modell ist im allgemeinen eine Idealisierung der Wirklichkeit.

Beispiel: Die Nachfrage ¢V nach einer Ware sei gegeben durch: ¢ = a—bp+cy a,b,c >0 Parameter
y Einkommen
p Standardpreis

d.h. eine Erhéhung von p um einen Euro bewirkt ein Absinken um b Einheiten, eine Einkommen-
serhchung um einen Euro erhoht die Nachfrage um ¢ Einheiten.
Angenommen, die Liefermenge dieser Ware ist limitiert durch ¢” und der im Markt durchgesetzte
Preis ist gegeben durch Nachfrage gleich Liefermenge:
a—bp+cy =q"=q"
atcy =q“+bp
P — a+c%7qL
Grundbestandteile der Modellierung sind also Zahlen und Funktionen zur Beschreibung von Groéfien
und Abhéngigkeiten.

1.1.2 Mengen

Verschiedene zu einer Gesamtheit zusammengefasste Objekte nennt man Menge.
Endliche Mengen lassen sich durch Aufzéhlen ihrer Elemente definieren, z.B. M={1, 2, 3}

Allgemeiner Fall: M = {z| x hat Eigenschaft E}
M = {x| x ist eine durch 4 teilbare natiirliche Zahl} = {4,8,12,...}
Zwei Mengen M und N sind gleich, falls sie die gleichen Elemente enthalten. Schreibe: M=N

Mengenoperationen: Seien A,B Mengen.

ANB ={z|x € Aund z € B} “Durchschnitt”
AUB = {z|x € Aoder z € B} “Vereinigung”
A\B ={z|r € Aund z ¢ B} “Differenz”

A heifit Teilmenge von B, falls jedes Element von A auch Element von B ist. Schreibe: A C B
() heifit leere Menge, d.h. die Menge die kein Element enthilt.

Regeln fiir Mengen: Seien A,B beliebige Mengen.

ANBCA
ANBCB
AUBDA
AUBDB
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ACA
0cA

1.1.3 Zahlen

Esist N:={1,2,3,4,...} Menge der natiirlichen Zahlen
Z:={+j| j e N;uU{0} Menge der ganzen Zahlen
Q:= {§| p,q €7Z,q# 0} Menge der rationalen Zahlen
Esgit NCZ C Q.

Bemerkung: Die rationalen Zahlen Q liegen auf der Zahlengeraden dicht, sie hinterlassen aber Liicken.
Diese Liicken werden durch Zahlen ausgefiillt, welche zusammen mit Q reelle Zahlen R genannt wer-
den. Offenbar gilt 7 € R\Q, v2 € R\Q

Eigenschaften reeller Zahlen:

Seien a,b € R

a+beR, a-beR “Abgeschlossenheit unter Addition und Multiplikation”
a+b=b+a “Kommutativitat”

a+(b+c)=(a+b)+c “Assoziativitat”

a(b+c) = ab+ ac “Distributivitét”

Es gibt ein Element 0 ¢ Rmit a+0=a,a-0=0
Es gibt ein Element 1 e Rund 1-a=a
Zu a € R gibt es ein Element (—a) € Rund a+ (—a) =0

Zu a € R, a # 0 gibt es ein Element (%) € R und a - (%) 1

Man sagt: (R, +,-) ist Korper.

Weitere Eigenschaften reeller Zahlen:
R ist angeordnet, d.h. fiir a,b € R gilt: a < b oder a = b oder a > b.

R hinterlésst auf dem Zahlenstrahl keine Liicken, d.h. zu jedem Punkt auf dem Zahlenstrahl gibt es
genau eine reelle Zahl und umgekehrt. “Vollstandigkeit von R”

Kurz: (R, 4+, ) ist ein vollstindig angeordneter Korper.

a, fallsa>0

Zu a € R definiert man |a| :=
—a, fallsa <0

Betrége dienen der Abstandsmessung auf dem Zahlenstrahl.

Beispiel: a = -1, b=3 = Distanzd=1]a—b|=|—-1-3|=|—-4|=4
Rechenregeln:

|a-b| = |af - [b]

la + b| < la| + |b| fiir a,b € R, " Dreiecksungleichung”

Mit Hilfe der Anordnung kénnen Intervalle definiert werden.
Definition (Intervalle): Seien a,b € R mit a < b:

[a,b] = {t € Rla <t <b} “abgeschlossen*
(a,b) = {t e Rla <t <b} “links halboffen*
[a,b) = {t e Rla <t < b} “rechts halboffen*
(a,b) ={t e Rla <t <b} “offen“
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Ferner schreibt man: [a,00)= {teR|t>a}
(—o0,al= {teR|t<a}
(—o0,00)= R

Zentrierte Intervalle:

Sei ¢ > 0. Unter einer e-Umgebung U, (a) eines Punktes a € R versteht man das offene Intervall
(a—¢e,a+¢) =Ua).

In Us(a) = (a — €,a + €) liegen also die Zahlen x mit | —a| < ¢

BSp.I U01(2) = (19,21)

Rechenregeln fiir das Rechnen mit Ungleichungen: Seien x,y, u,v € R.

<Ly, y<v = x<v
zLy, u<v = c4+u<y+ov
<y, a>0 = ar <ay
r<y,a<0 = axr > ay

Der ”? = 7 bedeuted, dass die Aussage auf der Spitze des Pfeiles giiltig ist, falls die Voraussetzung auf
der anderen Seite angenommen wird.

Ein 7 < 7 bedeuted, dass die Aussage auf der linken Seite genau dann wahr ist, wenn dies fiir die
rechte Seite gilt.

1.2 Funktionen

1.2.1 Der Funktionsbegriff und Beispiele

Definition: Seien A, B Mengen. Eine Funktion f : A — B ist eine Vorschrift, welche jedem =z € A
genau ein Element f(x) € B zuordnet. Wir nennen A den Definitionsbereich und B den Bildbereich.
Die Menge

f(4) = {yeB;y= f(x) fur ein z € A}
heifit Wertebereich.
Beispiele fiir Funktionen:
fl@)=az+b z € R, a,b Parameter Gerade mit Steigung a und Achsenabschnitt b
flr)=2 r#0, a>0 Hyperbel
f(x) =exp(z) =z€R Exponentialfunktion
exp(1)=e=2.718... Eulersche Zahl . Exponentialfunktion

Funktionalgleichung der Exponentialfunktion: exp(z + y) = exp(z) - exp(y) =,y € R

e exp(x) - exp(—x) = exp(x + (—x)) = exp(0) =1

e exp(—z) = T{pl(x)

e exp(nz) = exp(z + (n — 1)x) = exp(z) - exp((n — 1)x) = exp(x) - exp(z + (n — 2)x)
=exp(z)? - exp((n — 2)z) = ... = exp(z)"
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Manchmal schreibt man auch exp(z) = e*, € R.

1.2.2 Potenzen und Wurzeln

Seia €R. Setze a™” :=a-a-...-a, a®=1, neN "n-te Potenz von a“
—_———
n-mal

Sei a > 0. Zu jedem a > 0 gibt es genau eine reelle Zahl x > 0, welche die Gleichung x™ = a lésst.

Diese eindeutige Losung bezeichnen wir mit z = a» oder z = /a.

n
Es gilt: (a71z> = ({/a)" =a, n€N.Fiir n = 2 schreibt man kurz = = \/a.

Setze ferner fiir jede positive rationale Zahl 2, p,q € N, g # 0: ai = (a”)l/q = vaP

Setze auflerdem: a @ = i% fira >0

Insgesamt: Potenz a” fﬁra a >0, x € Q ist erklért.
Es gelten die folgenden Potenzgesetze:

a®a¥ = a*tv

(ax)y ]

a® - b* = (ab)* z,y €Q, a,b>0

1.2.3 Polynome und rationale Funktionen

Sei p ein Polynom, d.h.
m
p(z) = a0 + a1z + agx® + ...+ apa™ = ZajmJ Ay Q1y -y O € R, Gy #0
7=0

m heifit der Grad von p. Dabei bezeichnet > das Summenzeichen, j den Summationsindex, 0 die
untere und m die obere Summationsgrenze.

k k+1 k=1
Indexverschiebung: Y a; = Y. a;—1 = >, aj41

i=0 i=1 I=—1

Rationale Funktionen sind Funktionen der Form f(z) = :Z 8’3 mit p,q Polynome, d.h.

T ) . m ) N n
f(z) = (f; mit  p(z) = agtair+asr®+. . Faz™ = Z a;z?,  q(z) = botbiz+bez®+. . +byz" = Z ba®
k=0

mit an,, by, 7& 0.
flz) = % ist definiert fiir x € D = {z € R; ¢(z) # 0}.

S~ u k-]

=0




Grundbestandteile 7

1.2.4 Trigonometrische Funktionen

Die Trigonometrischen Funktionen heiflen Kreisfunktionen, die sich ihre Werte auf dem Einheitskreis,
d.h. Kreis mit Radius 1 um den Ursprung, ablesen lassen.

Einheitskreis

Umfang U des Einheitskreises

0: o . ist U =27
06 . Zu jedem p auf dem Rand
o4 a0 \ | gibt es genau eine Bogenlédnge
o2 z € [0,2m), welche p charakte-
0
oa , | risiert.
od , , Die a-Koordinate p; von
-0 1 p heifit cos(x) und die b-
-0g 1 Koordinate ps heifit sin(x),
R S S S R S, z eR.
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 04 06 0.8 1
Sinus- und Kosinuskurve Es gilt: .
: x=0 sin(0)=0
cos(0) =1
r=7% sin(f) =1
s
cos(5) =0
x=m sin(m)=0
cos(m) = —1
x =3 sin(?;z—”) =-1
cos(5) =0
x =21 sin(27)=0
0 1 2 3 4 5 6 COS(Q’]T) — 1

Nach 27-Einheiten wiederholt sich alles!
Offensichtlich gilt:

sin(x + 2k7) = sin(z), k € Z,

cos(z + k27) = cos(x), k € Z,

—1 <sin(z) <1,
—1 < cos(z) <1 fir z € R.

Satz des Pythagoras:

1 = sin?(z) 4 cos?(z) fiir z € R.

Aus der Zeichnung liest man ab: sin(—z) = — sin(x)
cos(z) = sin(x + %)
cos(z) = cos(—z), z € R.
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1.2.5 Qualitative Eigenschaften
Sei f:D—R, D CR Intervall.

e f heifft streng monoton wachsend: z1; < xo = f(x1) < f(z2), x1,22 € D
e f heift monoton wachsend: 1 <z = f(x1) < f(w2), z1,29 € D
e f heifft streng monoton fallend:  z1 < zo = f(xz1) > f(x2), z1,x9 € D
o f heifft monoton fallend: 1 <x9 = f(x1) > f(22), 1,22 € D

Nachweis der Monotonie:

e Sei f(z)=ax+b und a>0, z€R. Es gilt:
1 <T2 = ar1 <axs
= axi+b<axs+b
= f(z1) < flx2)

= f streng monoton wachsend auf R

e Sei f(x)=2%, 2>0,a>0.
Sei <z <zpg = -2

r1x2 xr1T2
1 1

= m S

:> (6 < (63

= Jgi?(flfz)l<1 f(z1)

= streng monoton fallend fiir z > 0
Analog fiir 1 < 22 < 0.

Sei f: D — R eine Funktion, und sei D C R ein Intervall. Es seien z1,2x2 € D und x; < zo. Fiir A €
[0, 1] liefert

=X r1 + (1 - N
einen Punkt auf der Strecke von x5 nach .

Definition:

e f heifit konkav [strikt konkav] auf D, falls: f(Azx1 + (1 — Nza) > [>]A - f(z1) + (1 = ) f(z2)
r1,19 €D, 0< A <1

e f heifit konvex [strikt konvex] auf D, falls: f(Azx; + (1 — Nz2) < [<]A - f(z1) + (1 — N) f(a2)
r1,19 €D, 0< A<

Beispiel: f(z) = 2%, 1z € R. Zeige f(x) ist konvex auf R. Sei z1,22 € R, X € (0,1).

FOzy + (1= Naa) = Af(z1) — (1= N) f(x2) Az + (1= N)ao)? = Aa? — (1 — \)z2

= Az? 2z (1 — Nag + (1= N)2%22 — Aax? — (1 — )22
= A1 =Nz? + 201 = Napas + (1 =X —=1)(1 = N)a3
= A1 =N (22 + 22— 2z119)

= “A1-))(z; —22)* < 0.

<0 >0

Analog zeigt man f(z) = —2? ist konkav auf R.
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1.2.6 Konstruktionsprinzipien fiir Funktionen

Seien f,g: D — R, D C R Intervall gegeben. Konstruiere dann die Funktionen
f+g: (f+9) =f)+g(x) €D

f=g: (f-9) =fl&)-gx) zeD
fai (Fol) =f@)-g@)  weD
L (£)@ =i 9@ #0 aep

Weiteres Konstruktionsprinzip: Verkettung von Funktionen

Seig: A— B, f:C— Dmit BCC, A, B,C,D C R Intervalle.
Dann wird durch (f o g)(z) := f(g(x)) eine Funktion f og: A — D definiert.

2% g(x) s fg(x) = (f o g)(@)

Achtung: Die Verkettung ist nicht kommutativ! fog # go f.

Beispiel:
h(it)y=b—ct h:R—R fogoh=f(g(h(t))
g(z) =exp(z) g:R—R" g(h(t)) = exp(b — ct)

fw) =145  fi(-L,0) =R, aeR Fla(h())) = Tremms=ay = ()

L(t) nennt man logistische Kurve. L(t) beschreibt das Wachstum von Populationen iiber der Zeit ¢.

Weiteres Konstruktionsprinzip: Umkehrfunktion

Sei f : [a,b] — R eine im Intervall [a,b] streng monoton wachsende Funktion (geht auch fiir streng
monoton fallend).

Dann besteht der Wertebereich von f aus dem Intervall [f(a), f(b)]. Da f streng monoton wachsend,
gibt es zu jedem y aus [f(a), f(b)] genau ein z € [a,b] mit f(Z) =y. Auf diese Weise wird eine Zuord-
nung y — T gegeben, welche das Intervall [f(a), f(b)] auf [a,b] abbildet. Die so erklirte Zuordnung
heiBt Umkehrfunktion von f und wird mit f—* bezelchnet

It [f(a), f(b)] = [a,b] ist ebenfalls streng monoton wachsend.

Die Darstellungen y = f(x) und x = f~1(y) sind gleichwertig.

Analog fiir f: [a,b] — R streng monoton fallend. (f~* ist dann streng monoton fallend)

@

Beispiel: f(x) = 22+2, 0 < <4 streng monoton wachsend,  Wertebereich: [f(0), f(4)] = [2, 18]

7218 =04 y=fla)=2"+2 & y-2=2a = a=£/y -2
Beachte: 4=118-2 =ax=\y—2=f"1(y), 2<y<I18

Beispiel: Der Logarithmus

Betrachte exp : R — R, 2 — exp(z). Die Exponentialfunktion ist fiir # € R streng monoton wachsend.
Wertebereich: W = {y € R| y = exp(z)} = (0, 00)

Also gibt es exp~t: (0,00) = R, y — exp~!(y) = In(y) (Logarithmus)

Aus exp(0) =1, exp(1) = e folgt In(1) =0, In(e) =1 y — In(y) ist streng monoton wachsend, da
In die Umkehrfunktion einer streng mon. wachsenden Funktion ist.
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Logarithmusfunktion

exp(xz) — oo fiir x — oo liefert Al /

In(y) — o0 fir y— oo

exp(z) - 0  fir =z — —oo liefert

In(y) > —oo fir y—0

Ferner gelten die Logarithmusgesetze:

In(u-v) =In(u) +In(v) w,v>0
In(u®) = a - In(u) u>0, aeQ
In (%) =1In(u) — In(v) u,v >0

Mit Hilfe der zweiten Relation setzt man

u® = exp(aln(u)), u>0 aeR

und kann zeigen, dass die Potenzgesetze giiltig bleiben.

1.3 Folgen und Reihen

1.3.1 Folgen

Seien A B Mengen und sei a: A — B eine Funktion, d.h. eine Vorschrift, welche jedem x € A genau
ein a(z) € B zuordnet.

Im Fall A =N = {1,2,3,...} nennt man eine Vorschrift a: N — B eine Folge, und fiir B = R eine
reelle Folge.

Schreibweise: a(n) =n?, n=1,2,3,... (n€N)
Offensichtlich gilt: a(1) =1, a(2) =22 =4, a(2) =9,...
Man schreibt kurz a,, statt a(n) fiir die Folgenglieder und (a, )nen fiir die gesamte Folge.

Beispiele:

i) an=n% mneEN a=1a:=4,a3=9,...
s 1 1 1

11) an:E, n €N a1:17a2:§,a2:§,...

iii) a,=(-1" neN a=-1a=(-1)2=1La=>-1)3=-1,a=1,...

Im Fall ii) werden die Werte immer kleiner und kleiner und scheinen schliefllich gegen 0 zu gehen.

Definition (Konvergenzbegriff):

Eine Folge (a,)nen hat den Grenzwert a € R, falls es zu jedem £ > 0 ein N € N gibt, so dass

|an, —a| < e fir allen > N

Dann schreibt man: lim a, = a
n— oo

10
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Beispiel: Sei a, = , n € N (vgl. ii) a=0

n’

Sei ¢ > 0 vorgegeben. Wihle dazu N € N mit T

+<e os

Dann gilt fir n > N : 06

an—al = |2~ 0] = |1 < & <¢

Also gilt: a,, — 0 bzw. % — 0 fiir n — oo bzw. i

limy, oo % =0 L +++f“+“‘*ﬂ+rﬂu priees

t +
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Hat eine Folge (a,)nen keinen Grenzwert, so heifit sie divergent.

Konvergenzverhalten der Folge a, = (—1)", n € N:

Versuch: a = 1 als Grenzwert. Setze ¢ = 1 = |a, — 1| < 1 fiir n grof nicht méglich. Analog fiir

2
a=—1.
= (an)nen mit a, = (—1)" ist divergent.

Gibt es zu jedem K > 0[k > 0] ein N € N mit a,, > K [a, < —Fk] fiir n > N,
so konvergiert die Folge (ay)nen gegen oo [—oo].

Schreibe: lim a, = £o0 bzw. a,, = oo (n — o)
n—oo

Beispiel: a, =n?, n €N.
Sei K > 0 vorgegeben. Wihle N € N mit N2 > K.
Dann gilt: a, =n? > N2 > K fir n > N d.h. a, =n? — oo fiir n — oo

Einige Definitionen zu Folgen

¢ (apn)nen heifit nach oben [unten| beschrénkt, falls es ein K € R [k € R] gibt mit

an <K, neN J[a, >k, neN].
(an)nen heifit beschrinkt, falls die Folge nach oben und unten beschriinkt ist.

o (ap)nen heiflt monoton wachsend [bzw. fallend], falls folgendes gilt:

Upt1 > an  [ant1 < an]  fir alle n € N.

e Satz: Eine monoton wachsende [fallende] Folge (an)nen, die nach oben [unten] beschrénkt ist,
ist konvergent, d.h. es gibt ein ¢ € R mit lim a, = a

n—oo
Beispiel: a, = 717, n €N
Es gilt: a,, = ;77 <1 firallen eN
n+l (n+1)2% n (n+1)2 n?+2n+1
pt1 = = : = Uy = —————— G, > Gy
n+2 nn+2) n+l nn+2) n2+2n
—_——
>1

= (an)nen ist monoton wachsend und durch 1 nach oben beschriinkt, also konvergent.

11



Grundbestandteile 12

Eigenschaften konvergenter Folgen

Seien (an)nen, (bn)neny konvergente Folgen, d.h. lim a, = a, lim b, = b. Ferner sei ¢ € R. Dann
n— o0 n—o0

gilt:
e limc-a,=c- lima,=c-a
n—oo n—oo
e lim a,+b,=axd
n—oo

Bemerkung: Hier ist a = oo oder b = oo, aber nicht beide oo zugelassen.

Beispiel: u,, = 921 p e N

n2+n7
2. (6 1 6 1
nt-(p4gr)  ntar an 1
= = = —, d.h. =—+—undb, =1+ —.
Unp nz(l_"_%) 1_’_% n7 (07% nJanun n +’]’L
Es gilt: lim a, =0, lim b, =1
n—oo n—oo

Also folgt: lim u, = lim 7= =0
n— oo n—oo “n

Okonomische Anwendung: Barwertbestimmung

Angenommen man kann y Euro zu 6% Zins jéhrlich investieren. Man erhélt:
y1 =y-(140,06) nach einem Jahr,

y2 =y - (140,06) nach zwei Jahren,
ys =1y - (1+0,06)> nach drei Jahren.

Man kann die Rollen von y3 und y auch vertauschen. Dann erhélt man den Barwert (Gegenwartswert)
yq zu einer Summe von y Euro, welche man in 3 Jahren erhélt.

= y=vyg-(1+0,06)>

Sy = W =0, 8396y Euro
Finde fiir n Jahre, Zinssatz r und Kapital y die Folge (a,)nen an = ﬁ n € N fiir den Barwert.

Stetige Verzinsung

Wird ein Kapital von 100 Euro zu einem Zinssatz von 6% jéihrlich verzinst, so erhélt man nach einem
Jahr: 100-(1+0,06) = 106 Euro. Bei monatlicher Verzinsung mit jeweils 6%: 100- (1+ %%%)12 = 106.17
Euro.

Allgemein: finden wir fiir ein Kapital y mit einer Zinsrate r bei n Verzinsungsschritten pro Jahr am
Ende die Summe: y, =y-(1+L)"neN

Dieser Prozess wird durch die Folge (yn)nen, ¥n = y(1 + %)" beschrieben. Stetige Verzinsung heifit
sofortige Verzinsung, d.h. das Verhalten von (y,)nen fiir n — oo.

Frage: Kapital bei stetiger Verzinsung nach 1 Jahr?
Setze nun r = 1 und y = 1. Man erhilt die Folge (ap)nen an = (1 4+ %)” neN
Man findet: a; = 2, a; = (3)? = 2.25, a3 = ()% = 2.3703.. ..

Man kann zeigen: (a,)nen ist streng monoton wachsend und nach oben beschrinkt, somit also kon-
vergent. Also existiert ein « € R mit lim a, = lim (1+1)" =aq
n—oo n—oo

12



Grundbestandteile 13

Was ist a?

Eine genaue Analyse liefert a = e = exp(1) = 2,7188...

Kldrung des allgemeinen Falls: Setze hierzu s = %, damit folgt

n = sr und (1+%)n — <1+i>5r: (<1+i>s>r

T

n 1 S\ T 1 S
lim (1 + 1) = lim <<1 + ) > = | lim <1 + > =exp(1)" = exp(r)
n—o00 n s—00 S s—00 S
—_———
exp(1)

Man findet also

Also erhélt man bei stetiger Verzinsung mit Zinssatz r und Eigenkapital y nach einem Jahr die Summe
y(1) =y - exp(r)
Nach t-Jahren erhiilt man y(t) = y - exp(rt), t > 0

Beispiel: y = 100 Euro r = 0.06

n—r oo

o ) 0.06\"
y>° = lim 100- ( 1+ - ) = 100 exp(0.06) = 106.186 Euro
Umgekehrt erhilt man als Barwert yg eine Zahlung von y Euro in t Jahren bei stetiger Verzinsung.

yoexp(rt) =y = yg=yexp(—rt), t>0 Tstetige Abzinsung”

1.3.2 Reihen

Eine Reihe ist eine spezielle Form einer Folge.

Definition:

Sei (a;)ien eine Folge. Mit dieser Folge definieren wir eine neue Folge, ndmlich

n
(Sn)neNa Sn::Zai:al+a2+a3+---+an (TLEN)
=1

$n, heifit n-te Partialsumme von einer Folge (a;);en. Die Folge (s, )nen der Partialsummen
heiBt Reihe und wird >";°, a; bezeichnet.

famvials o — 1 _1 _1 _
Beispiel: a; = j55y, a1 =3, a2 =5, a3 = 33

n

. _ 1 1
Dann ist s,, = 27i(i+1), s1=a; =1
1=

1,1 _ 2

Sg=a1tax=35+g=3

_ _ 2,1 _3

S3=sxta3=3+13 =1

Es lasst sich zeigen

Sy = fiir n € N,

n+1

lingl
3
Z

n
und somit folgt lim,, oo S5 = limy 00 Y z(l%l) =limy o0 7 =1=
i=1

K2

13



Grundbestandteile 14

Definition:
Eine Reihe > a; heifit konvergent, falls die Folge der Partialsummen konvergiert, d.h.
i=1 -

E a; konvergiert = lim s, existiert.
— n—o00
1=

n

In diesem Fall schreibt man Z a; = hm Sp = hm
i=1 TL*)OO =1
Beispiel:
a) geometrische Reihe: s, =Y " | p""1,  p R fest
b) harmonische Reihe: s, =Y | 1

i=175
Konvergenzverhalten dieser Reihen:
a)sp=> r pt=1+p+p*+...+p" !
BEsgilt: s, —psp=1+p+p>+...+p" L —(p+p?>+...+p")=1—p"
Also folgt: sp(1—p)=1—p" = s, = 11”: (neN)

Fir |p| < 1 gilt: lim pt =0

Daraus folgt: hm Sp = lim Z pirt=Ypt =L

1—
n—00 ; = P

Fiir |p| > 1 ist die geometrische Reihe divergent.

b) Fiir die harmonische Reihe mit n = 2™ gilt:

;1 2;1 1+1+1+1+1+1+1+1+ + . + +1>(+1) (%)
- = - = - -t -+ -+ =+ =+= ettt ...+ = m
fj L= =~ 2 3 4 5 6 7 8 2m—1 41 2m =
i=1 i=1 >1 ~~
I R >44=4 >gm-1. k=1

Fiir n — oo folgt erstmal m — oo

Damit folgt: hm Z 1= lim Z > lim (m+1)- = Y 1 divergiert fiir n — oo.

l\)\»—t

Okonomische Anwendung der geometrischen Reihe:

Zahlt eine Person y Euro ein, welche mit der Zinsrate r jahrlich verzinst wird, so erhélt man, dass
y; = y(1+7)% (i in Jahren)

Umgekehrt erhalten wir als Gegenwartswert (Barwert) den Betrag: yg = ﬁ

FEine Privatperson leiht sich nun einen Kredit bei einer Bank und muss diesen in der Zukunft zurtick-

zahlen. Zahlt die Person n Jahre lang den Betrag y zuriick, so ist der Barwert G,, dieser Zahlungen
gegeben durch:

n

- - Y 1 i y n 1 i—1
o :;yc’:;m:yz <1+r) 1+7«Z<1+T>

=1 \ , i=1

Miisste man diese Zahlungen bis in alle Zeiten leisten (z.B. Rentenzahlungen), so erhélt man fiir den
Barwert:

Y -t y 1 y 1 y
Goo = lim G, = - - =Y
TR T T4y (1+1") 1—|—7’1—ﬁ 1+1"1Jrr_:11 r

14
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Kapitel 2

Differentialrechnung mit einer
Variablen

2.1 Stetige Funktionen

2.1.1 Stetigkeit in R

Sei f: D = (a,b) — R eine reellwertige Funktion und sei ¢ € R.
f heifit stetig in ¢ € D, falls fiir jede Folge (25, )nen C D mit li_}rn T, = c gilt:
n—oo

lim f(zn) = f(c)

n—oQ

Ist f stetig in jedem Punkt ¢ € D, so heifit f stetig auf D.

Merkregel: Eine Funktion f ist in einem Intervall stetig, wenn
sich sich ohne Stiftabsetzen zeichenen l&sst.

Beispiel:

T firz >0

zeR
—x firxz <0

. f(ﬂf)ZlelZ{

ist stetig fiir alle x € R
z.z.: Fir alle ¢ € R ist f stetig.
Beweis: Sei ¢ € R beliebig und (2, )nen bel.

Folge in R, mit lim x, = c¢. Dann gilt:
n—oo

Jim f(a,) = Tim fa,] =[] = f(c)

= d.h. fist auf ganz R stetig.

15
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o flz) =

”Sigma-Funktion “

sign(x) =

{

1 fir x >0
-1 firz<0

f ist an der Stelle ¢ = 0 nicht stetig

-15

Sigmafunktion

Beispiel: Smartphone Telefongebiihr 20ct/min, Abrechnung im Minutentakt

Kostenfunktion:

K(t) = {8.2@'

K(t) ist an den Stellen t = 4,4 = 1,2,3, ... unstetig

firt <0

fiir t € (i— 1,4, i=1,2,3...

2.1.2 Grenzwerte von Funktionen

Kostenfunktion

Definition:
Sei f : (a,b) — R, sei d € R. Wir sagen f konvergiert gegen d fiir + — a[b], d.h. liin flx) =d

[lim f(z) = d], falls fiir jede Folge (zp)neny und lim z, = alb] gilt:  lim f(x,) =d.
z—b n—00 n— 00
Bemerkung: In dieser Definition sind die Werte a = —o0, b = 0o, d = +00 ausdriicklich zugelassen.
Beispiel: Grenzwerte rationaler Funktionen

Seien p,q Polynome, d.h. p(z) = > a;a7, an #0, q(z) = Y bja?, b, #0

§=0 §=0

Grad(p)=m, Grad(q)=n

Sei jetzt f(z) = % fiir € R mit ¢(z) #0

Verhalten von f(x) fiir z — oo:

0, fallsm>nund%f>0
() ag + a1 + asx® + .+ ama™ T (S Tt a) N R falls m > n und 9= <0
xTr) = = n
bo + b1z +bax?2 + ...+ by %4_3021_1_’_.“_1_1%7—14_5” 7=, fallsm=n

fallsm <n

16
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2.1.3 Stetigkeit bei Verkniipfungen von Funktionen
a) Sind f1, fo : D — R stetige Funktionen, so sind auch

fitfe:D—=>R (fi+ f2)(z) = fi(x) + fa(z) und
firf2:D—=R (fi-fo)(x) = fi(z)- f2(z)

stetig.
b) Sind f1: D — E und fy: F — G stetig und E C F, so ist auch die Hintereinanderschaltung

fao fi:(feo fi)(x) = fa(fi(z)) D —G

stetig.

Zwischenwertsatz

Zwischenwertsatz

Sei f : [a,b] — R stetig.

Dann nimmt f jeden Wert im Intervall
[min(f(a), f(b)), max(f(a), f(b))] an.
Insbesondere folgt daraus die Existenz einer

Nullstelle von f, falls f(a)- f(b) <0

IS
oo

Beispiel: Es sei d(p) die Nachfragefunktion einer Ware in Abhéingigkeit des Preises p
und s(p) die Lieferfunktion. Typischerweise gilt:
d(p) > 0 und d(p) mon. fallendinp &  s(0) = 0 und s(p) mon. steigend in p

z.B.: d(p) = max(100 — 2p,0), s(p) = exp(0.1p) —1  (d, s sind stetig).

x firz >0,
Hierbei ist maz(z,0) = x € R die Maximumsfunktion.

0 firx <O,

!

Der sich einstellende Marktpreis p™ erfiillt d(p™) = s(p™). Setze z(p) = d(p) — s(p) =0
Es gilt: p =0, 2(0) = d(0) — s(0) = 100 — exp(0) + 1 =100 > 0

p =50, 2(50) = d(50) — s(50) = max(100 —2-50,0) —exp(5) + 1 =1—exp(5) <0
ZWS: Die Funktion z hat im Intervall (0,50) eine Nullstelle p™, d.h.

2(pM) =100 — 2pM — exp(pM) — 1 =0. pM ist der gesuchte Marktpreis.

17



Differentialrechnung mit einer Variablen 18

2.2 Differenzierbare Funktionen

Setze f: (a,b) — R eine Funktion und sei :
xo € (a,b). as
A - 25
Qwo(A$) — f(I0+ I) f(ﬂfo)’ A$7é0
Ax 2
”durchschnittliche — Steigungsrate” von f in * o)
(w0, o + L) '

2.2.1 Differenzierbarkeit in R
f:(a,b) — R heiflt differenzierbar bei z¢, falls der Grenzwert AhmoQIO (Ax) existiert.
z—

Wir bezeichnen ihn mit f'(z) d.h.

f/(xo) — Aligo f(mo + AAI;I): — f(:lio)

(falls nicht, so ist f bei z¢ nicht differenzierbar.)

Alternativ schreibt man auch f’(x¢) = %(mo)

f heifit differenzierbar auf (a,b), falls f fiir jedes zg € (a, ) differenzierbar ist.
In diesem Fall ist f’: (a,b) — R die Ableitungsfunktion.

Berechnung der Ableitung mittels Differenzenquotient:

o f(z) =27
Ax) — Azx)? — 22 24 920 A+ Ax?—a2 Ax(2 A
flxro+ Dw) = fxo) _ (wo+Da)” — a5 _ w5+ 2w0 Dw+ Aa” — a5 Dw(2wo + x)—>2m0 fir Az —0
Az Az Az Az

f(z) = 22 ist an jeder Stelle zy € R differenzierbar mit f/(zg) = 2z¢

e f(z) = ¢ (konstante Funktion)

f(ivo-i-AAiEa):—f(xo):CA—xc:O :>f'($o):0 Vro € R

o f(z)=12", mneN

_ n __ .n n n—1 n—1 n __ ..n
flxo+ Ax) — f(xo) _ (xo + Ax)™ — xf) _ g+ nag Ax+...+nzeldz" " + A" — zf _ a4 Rest(Az)
Ax Ax Ax

(xo—Az)" —zf

mit Rest(Az) - 0 fir Az — 0= lim 0 = nzl~ ! fiir zo € R beliebig.

ANx—0 Ax

Also ist f(x) = 2™ an jeder Stelle zg € R differenzierbar mit
f(zo) = nxf~" dh. f/(x) = nan!

18
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Man beachte, dass fiir die Herleitung der Ableitung von f(z) = 2™ die ” Binomische Formel”
n o _ - n kin—k
(a+0d)" = Z ( A ) a”b
k=0

benutzt wurde. Dabei nennt man

einen Binomialkoeffizient und n! =1-2-...-(n—1)-n die Fakultdt von n. Ferner definiert man 0! = 1.

2.2.2 Zusammenhang zwischen Stetigkeit und Differenzierbarkeit
Satz: Ist f : (a,b) — R bei g € (a,b) differenzierbar, so ist f dort auch stetig.
Bemerkung: Die Umkehrung des Satzes gilt nicht.

Betrachte z.B. f(x) = |z| an der Stelle 2o = 0. Wir haben schon gezeigt,
dass f in g = 0 stetig ist.
Aber: f(x) = |x| ist bei zg = 0 nicht differenzierbar, denn

Qo (Az) = f($0+AA92—f($o) _ f(Ax)A;f(O) _ |A2|I—O _ |i;"|

Az (Ax > 0)

konvergiert nicht fiir Az — 0, denn | A z| = { A (Az < 0)
N T .

2.2.3 Grundlegende Differentiationsregeln
Seien f1, fo: (a,b) — R differenzierbar.

i) Dann ist auch f(z) = afi(z) + Bf2(x), = € (a,b) differenzierbar und
f(x) = afi(z) + Bfi(x), z € (a,b) ”Summenregel”

Beispiel: f(z) = 32% + Ta4, f'(z) = 6x + 2823

ii) Sei f(z) = fi(x) - fa(x), = € (a,b). Dann ist f diff. und
f(x) = fi(@) - fo(z) + fi(z) - fo(z), x € (a,b) ?Produktregel”

Beispiel: f(z) = (2% + 2)(2® — 8z), f'(z) = (22)(2® — 8z) + (2% + 2)(32% — 8)

iii) Sei f(z) = }zgg, x € (a,b), fo(x) # 0. Dann ist f(x) diff. mit f/(x) = f{(x)'fz((;g&ﬁz(x)'fé(x)
”Quotientenregel”

3-(x? —(3z— T
Beispiel 1: f(z) = 223, F(z) = 2L +z;2-$-31)2 2)(2x)
Beispiel 2: Zu einer beliebigen Funktion h (z.B. Kostenfunktion) heifit a(x) = h(;), x > 0 die
Durchschnittsfunktion. Ist h differenzierbar, so ist auch a differenzierbar und mit der Quotien-
tenregel erhdlt man

o (z) = K (z) xx; h(z)-1 _ h'g(cx) B éhxx) _ %(h'(aj) ~ a(z))
< <
Somit folgt: a’(z) | = | 0 genau dann, wenn h'(z) ( = | a(z).
> >
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iv) Sei f1 : C — D, fo : A —» B mit B C C, fi,fy differenzierbar, so ist f(x) = (f1 0 fao) =

filf2(@)), f: A= D

Es gilt: f(z) = (f1 o f2)(x) ist differenzierbar mit

f'(@) = (i(f2(2))) = fi(fo()) - f5(x), € A " Kettenregel”
Beispiel: f(z) = (222 + 72 —1)3°  f/(x) = 30(22% + 7Tz — 1)® 4z + 7)

v) Regel fiir Umkehrfunktionen

Sei f: A — B eine differenzierbare, umkehrbare Funktion mit f'(x) # 0, € A. Dann ist die

Umkehrfunktion f~!: B — A differenzierbar.

Bestimmen der Ableitung: Differenziere die Gleichung x = f(f~*(z)), x € B mit der Kettenregel

und finde

Dies liefert

Beispiel: f(z) =22, f: A— B, A= (0,00), B = (0,00)
f ist streng monoton, d.h. umkehrbar mit f~!(z) = /z

1 1 1 1 —(-1 1 1
W) = = = ——— =—x = =—zn !t npneN x>0
W= 7)) ~ ner T e n

2.2.4 Trigonometrische Funktionen
f(z) = sin(z) ist fiir x € R differenzierbar und f’(z) = cos(z), =z € R.
Aus sin®(x) + cos?(z) = 1 folgt:

2sin(x) sin’(z) +2 cos(x) cos’(z) =0

~——
ZZCC)zz(xx))(bln(a:) +cos'(z)) =0, z€eR
= cos'(z) = —sin(x), z € R.
Die Exponentialfunktion f(z) = exp(x), = € R ist differenzierbar mit: f'(x) = exp(z) = f(z), = € R.
Mit der Umkehrregel finden wir f(z) =exp(z), f: R — (0,00) In(z), f~':(0,00) > R
In'(z) = ! = ! = l, z > 0.

f(f~Hx))  exp(n(z)) =

Beispiel: f(z) =1In(1 +22) f(z) = H-% 2x = %, zeR

Liste elementarer differenzierbarer Funktionen f: D — R

f(x) a” x " exp(z) | sin(z) | cos(z) | In(z) | 2%, a€R
fl(x) || na"=t | —na="1 | exp(z) | cos(z) | —sin(x) i are!
D R R\{0} R R R (0, 0) (0, 0)

20
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2.2.5 FErginzung zur Definition der Stetigkeit

Satz:

Die Stetigkeit von f in ¢ gilt genau dann, wenn fiir jede Folge (z,,)nen, ©n < ¢, lim z, =c¢
n—oo

der linksseitige Grenzwert  lim f(x,) = f;
n—oQ

und fiir jede Folge (,,)nen, Tn > ¢, lim z, =c¢
n—oo

der rechtsseitige Grenzwert  lim f(z,) = f»
n—oo

existieren und iibereinstimmen, d.h. f; = f..

nicht stetig stgtiq

fiirx >0
Beispiel: f(z) = |z| = {x, Ijr v= , Stelle ¢c=0
E— —r firz <
linksseitiger Grenzwert: x, <0, lim xz,, =0, lim f(z,)= lim —x, =0 (= f;)
n—ro0 n—oo n—r00
rechtsseitiger Grenzwert: z,, > 0, lim x, =0, lim f(z,)= lim z, =0 (= f)
n—o0 n—o00 n—r00

= fi=fr = f(x)=|z|ist stetigin 0

Ergénzung zur Definition der Differenzierbarkeit:

Wiederholung: Sei f : (a,b) — R. f heift differenzierbar bei ¢ € (a,b), falls

tim Q(ax) = LEFED IO _ g

Ax—0 Az

existiert.

Satz:

fist in ¢ genau dann differenzierbar, falls f in ¢ stetig ist und der

fle+ Da) = f(e)

linksseitige Differenzenquotient  lim =d; und
Az 0 Ax
Ax<0
-, . . . c+ Az) — f(c
der rechtsseitige Differenzenquotient  lim 1 ) = fe) =d,
Ry A

existieren und iibereinstimmen, d.h. d; = d,, = f’(¢). Dabei benutzen wir die Schreibweise
Grenzwert von oben: Ax N\, 0,

Grenzwert von unten: Az 0




Differentialrechnung mit einer Variablen 22

x? firz>0

Beispiel: f(z) = { )

c
—x firz <0’

Stetigkeit von f bei ¢ =0

linksseitiger Grenzwert: x,, < 0, lim x, =0, lim f(z) = lim —22 =0(= f))
rechtsseitiger Grenzwert: z,, > 0, lim z, =0, lim f(x,)= lim 22 =0(= f,)
n—00 n—o0 n—r00

= fr=fi = {iststetigin 0 und f(0) =0.
Differenzierbarkeit von f bei ¢ =0

linksseitiger Differenzenquotient: 7(A+3:‘70 =—Az—0(=d) fir Az —0

rechtsseitiger Differenzenquotient: (Az);fo =Ax—0(=d,) fir Az —0
Es gilt d, =d, =0 = {fist in 0 differenzierbar und f’(0) = 0.

2z, x>0

Alternative zur Betrachtung des Differenzenquotienten: Betrachte f/(z), z # 0. Es gilt f'(x) = { 5 “0
-2z

Analysiere jetzt bei ¢ = 0 den rechts- und linksseitigen Grenzwert der Ableitung.

2.3 Qualitative Analyse von Funktionen

2.3.1 Zusammenhang zwischen Monotonie und Ableitung

Satz: Sei f : (a,b) — R differenzierbar. Dann gilt:

i) f/(x) >0in (a,b) = {ist streng monoton wachsend auf (a,b)
ii) f'(z) >0in (a,b) < fist monoton wachsend auf (a,b)
iii) f’(z) <0in (a,b) = fist streng monoton fallend auf (a,b)
iv) f'(z) <0in (a,b) < fist monoton fallend auf (a,b)

Bemerkung: Der Graph einer differenzierbaren Funktion f : (a,b) — R hat an einer Stelle ¢ € (a,b)

steigende
eine ¢ waagrechte » Tangente genau dann, wenn f'(c)
fallende

0 ist.

AV

2.3.2 Hohere Ableitungen

Sei f : (a,b) — R differenzierbar, d.h. fiir jedes x aus (a, b) existiert die Ableitung f'(z).
Somit erhédlt man f': (a,b) — R, f’ kann selbst wieder differenzierbar sein.

In diesem Fall bezeichnet man ihre Ableitung (f’) mit f” = Z%.

Man sagt, f ist zweimal differenzierbar auf (a, b).

Ferner gilt: f” : (a,b) = R
Beispiel: f(z) = exp(1—2z), R — R differenzierbar, f'(z) = exp(1—2x)(—2), R — R wieder differenzierbar

" (z) = exp(l — 22)(—2)? = 4dexp(l —2z), f":R—=R
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Allgemein gilt: Ist die k-te Ableitung von f, k = 1,2,... selbst wieder differenzierbar, so bezeichnen
wir ihre Ableitung als (k + 1)-te Ableitung von f.

Schreibweise: f*)(x) = @) ) (a,b) = R 7k-te Ableitung von {”

dxk

2.3.3 2-te Ableitung und Kriimmung

Sei f: (a,b) — R zweimal differenzierbar.

Gilt f”(x) > 0 in (a,b), so ist f’(x) monoton
wachsend und f sieht qualitativ wie folgt aus:
Wahlt man x1,x9 € (a,b), so folgt:

Sz + (1= N)wg) < Af(21) + (1= ) f(w2),

0<A<1

()

ok N w A o o N ® ©

= {ist konvex
Prototyp: f(z) =22, f"(z)=2>0

Gilt f"(z) < 0 in (a,b), so ist f/(xz) monoton

fallend und f sieht qualitativ wie folgt aus. Wir :
erhalten: os
fAz1+ (1= Naz) = Af(21) + (1 = A) f(z2), e
0<A<1 04
= fist konkav

Prototyp: f(z) = —22 = f"(z)=-2<0 *

Satz: Sei f : (a,b) — R zweimal differenzierbar. Dann gilt:

f"(x) >0, z¢€(a,b) = fstrikt konvex auf (a,b)
f'(z) >0, z¢€(a,b) < fkonvex auf (a,b)
f"(x) <0, x€(a,b) = fstrikt konkav auf (a,b)
f"(x) <0, z€(a,b) < fkonkav auf (a,b)
Beispiele:
i) f(z) = 2? ist konvex auf R, da f”(z) =2 >0, x € R.
> >
i) f(z) =23 = f(z)=32% f'(z)=6z¢ = ; Ofirz{ = » 0
< <

= fist konvex fiir « € [0, 00) und konkav auf (—oo, 0]

Wie f(z) = 2% sind viele Funktionen aus konvexen und konkaven Teilbereichen zusammengesetzt.
Jede Nullstelle Z von f”(z) = 0 mit Vorzeichenwechsel heilt Wendepunkt. Einen Wendepunkt mit
waagerechter Tangente heifit Sattelpunkt.

An einem Wendepunkt Z gilt also: /() =0

An einem Sattelpunkt z gilt also: f/(Z) =0 und f”(z) =0

f(x) = 2® besitzt einen Sattelpunkt bei z = 0, denn f/(0) = f”(0) = 0 und f”(x) wechselt das
Vorzeichen bei & = 0
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2.3.4 Extremwerte von Funktionen

Definition: f : [a,b] — R besitzt ein relatives Maximum [Minimum] bei z € [a, b], wenn fiir alle = aus
einer e-Umgebung von g, * # xo, = € [a,b] gilt

f(x) < flo) [f(z) > f(xo)l, @ € Uelwo), x# wo,x € [a,b].

Relative Extrema, d.h. relative Maxima oder relative Minima kénnen auftreten
e am Rand {a,b} des Definitionsbereiches [a, b]

e im Inneren (a,b) des Definitionsbereiches [a, b].

Ist nun f differenzierbar, so konnen wir relative Extrema im Inneren iiber eine waagrechte Tangente
charakterisieren.

Satz: Sei f : [a,b] — R differenzierbar. Hat f in z¢ € (a,b) ein relatives Extremum, so ist f/(zg) = 0.

Zur Bestimmung einer hinreichenden Bedingung fiir ein relatives Maximum [Minimum]| 2y benétigen
wir, dass die Funktion f lokal bei xg echt konkav, d.h. f”(z() < 0 [echt konvex, d.h. f”(z() > 0] sein
muss.

Satz: Sei f : [a,b] — R zweimal differenzierbar. Ist f'(xo) = 0 und f”(z¢) < 0 [f"(x0) > 0] fiir ein
xo € (a,b), so hat f ein lokales Maximum [Minimum] an der Stelle xg.

2.4 Lokale Approximation von Funktionen

Idee: Versuche beliebige Funktionen lokal durch ”Polynome” darzustellen.

2.4.1 Potenzreihen

Sei ag, a1, as,as, ... eine Folge.

oo
Eine Reihe E apz® = ag+ a1z + asz® + . ..
k=0

heifit Potenzreihe in x mit den Koeffizienten ag, a1, as, . ..

Beispiel: Geometrische Reihe: > aF =1+x+22+23+... dhay =1 fiir alle k € N
k=0

Eigenschaften von Potenzreihen

Zu jeder Potenzreihe Y po apz® gibt es eine Zahl p > 0 mit der Eigenschaft, dass diese Reihe fiir
|x| < p konvergiert und fiir || > p divergiert. p heifit Konvergenzradius der Potenzreihe.

o0 . o0
Bsp.: Fiir die geometrische Reihe gilt p=1und Y 277! = 3 2% = L fiir [2] < 1
j=1 k=0
Innerhalb des Konvergenzradius diirfen Potenzreihen gleicherweise differenziert werden, d.h.

OO

f(@) =3 apz® = ao + a1x + agx® + azx® + ...
k=0
oo
() = apkat~' = ay + 2a07 + 3azx® + . .. fiir |z] < p.
k=1
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2.4.2 Lokale Approximation einer Funktion f an der Stelle O

Idee: Konstruiere eine Potenzreihe, so dass bei 0 der Funktionswert und moglichst viele
Ableitungen iibereinstimmen. Sei f(z) beliebig oft differenzierbar, und sei p(z) = Y o, arz®
Fordere f(0) =p(0) =ay = ao= f(0)
p(z) = Z apkztt
k=1

Fordere f'(0) =p'(0)=a1-1 = a1 = f'(0)

p'(z) = Zak ko(k—1)-2%2
k=2

Fordere f//(o) = p”(o) = as - 2 -1 = az = f”2(0)

)
Man findest sukzessive aj, = L kk,(o), keN

Beachte: 0! =1, 11 =1, 20 =2, kl=1-2-3-...- k

Vorstellung: Je mehr Ableitungen zwischen p und f bei 0 {ibereinstimmen, desto besser ist die Appro-
ximation von f durch p in der Néhe von 0.

Man erhélt: -
) 10 [0 .,
f(z) = £(0) + TR 2+ PURRCAR
An einer beliebigen Stelle 2y # 0 findet man
/ 1 (n)
£@) = fao) + T 0 ) 4 ) (o g L) oy

In dieser Situation ergeben sich jetzt zwei Moglichkeiten

i) Setze die Reihe bis unendlich fort.
Dann gilt: Ist f bei xg durch eine Potenzreihe darstellbar, so lautet diese

f'(20)
1!

N$0 0 (k)(E
f( ) :Zf (0)(x—x0)k

2
o (x —x0) +... 2

f(z) = f(zo) + (v — z0) +

Besitzt diese Reihe den Konvergenzradius p > 0, so stellt die Potenzreihe p die Funktion f fiir
xz € Up(xo) = (0 — p, o + p) dar.

ii) Breche die Reihe nach dem n-ten Glied ab.
Erhalte dann:

(n)
(x—x0)%+ ...+ fT('ﬂfo)(I —x0)" + Rest(y,)

fa) = o)+ T 0 gy 4

=: pn(r,20) + Rest(y).

f‘//(zo)
2!

pn(x, x0) ist ein Polynom in x vom Grad n und heifit das ”n-te Taylorpolynom zu f an der Stelle x(”

Man macht dann den Fehler

f(x) = pn(x,20) = Resty) = Ry

mit einem Rest R,,.
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2.4.3 Abschitzung des Restes (Satz von Taylor)
Satz: Sei f (n+1)-mal differenzierbar auf [a,b], und sei z¢ € (a,b). Dann gilt:

" " (n) (g
1) = o)+ P8 oy ¢ T ey L) oy R = o) + R

_ (‘L Io)”+1

mit dem Taylorpolynom p, (z,zg) und dem Rest R, Tf("“)(f) fiir ein £ aus [a,b].
Stellt man f lokal bei zy durch das n-te Taylorpolynom p,,(z,zq) dar, so folgt die Fehlerabschitzung

1
(n+1)!

1£(@) = palaa)] = |l = [E—2 T s g

e (@ = o) ] |7 g

Beispiele fiir Potenzreihen:

8) f(x) = exp(), @0 =0 |
Es gilt: f@)(2) = exp(z), i=0,1,2,... f@0) =exp(0) =1, i=0,1,2,...
Wir erhalten

exp(z) =1+ fz+ g22 + Fzd+ ...
2 3 s
=l+o+5+5+... => 5

”Exponentialreihe”

Der Konvergenzradius ist p = oo,
d.h. die Exponentialreihe stellt die Funktion exp(z) fir x € R dar.

b) f(z) =sin(z), x9=0
fl(x) = cos(x), f"(x) = —sin(z), [O(z)=—cos(x), [P (z)=sin(z),
FO(z) = cos()
zo=0: f(0)=sin(0)=0, f'(0)=cos(0)=1, f"(0)=0, f®0)=-1,
FB0)=f(0)=0, [fO0)=r(0)=1
Dies liefert die Reihe:

: 1 02, (D5 04,15, 06, (517
sin(z) = AR TR TR Sy +E +§x ta® t +...

f(x) = sin(z) ist, wie man sieht, eine ungerade Funktion, weil die geraden Potenzen in der Po-

tenzreihe verschwinden.

. 3 5 7 9 > o p2iHl
sin(e) =7 — g+ 57~ 7+ o1 = 2D G

”Sinus-Reihe”

Konvergenzradius p = co d.h. die Sinus-Reihe stellt die Funktion sin(x) fiir z € R dar.

Genauigkeit einer Restgliedabschiitzung fiir f(x) = sin(x), n =4, 29 =0, z € [-1,1],
3

pn(@,20) =@ — 57

Fehlerabschatzung:

(=20l 2 o] i cin € € [a, )

|f(aj) —pn($,$0>| = |R7l| = (n+ 1)[

Anwenden liefert

3 1 1 1
smw—@—gﬂ—|wﬂw«ﬂ=& Pl feos(@)] € 4 = s we L]
<1 fiir x€[—1,1] <1
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o fla)=:, x0=0
Man findet, dass die Potenzreihendarstellung von f durch die geometrische Reihe gegeben ist, d.h.

1 <k
=2z |z[ <l
k=0

Der Konvergenzradius ist p = 1.

2.4.4 Approximation von Funktionen mittels Taylorpolynomen

Sei f(z) = H%’ x>—-lundzp=1

Berechne die Taylorpolynome p,(z, 1) fir n =0, 1,2, 3.

f)=4 pole.1) = §
fa)=—mde W= m@)=3-i@-)
P = aks P =4 palal) = b d@-1 4} da-12 =} - Ho- )+ Ho— 1)
@)= —aly U= meD=i-le-Dtie-102- b dw -1y

In einer kleinen Umgebung von xy = 1 stellen die Polynome p,,(z, 1) mit wachsendem n die Funktion
f immer besser dar.
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2.4.5 Berechnung unbestimmter Ausdriicke

Definition: Unbestimmte Ausdriicke sind Ausdriicke der Form

o f@) s L _ . L _
ilg}l o) it ;gr}l flx) = ilg}lg(x) = 0 oder ilg}l flx) = ilir(llg(l‘) = 00.
Mit Hilfe der Potenzreihenentwicklung (Taylorentwicklung) lassen sich solche Ausdriicke nun problem-

los berechnen:

S at—é é—é:ﬁ:... T 1—é é—é:ﬁ:...
a) lim 222) — jiy (o= - )y 20 - ) i (1—@—?+L}‘—Lfi...):1
z—0 z—0 z—0 z—0
b) lim o
Nach dem Satz von Taylor ist exp(z) =1+ z + %T +...+ % + % exp(§) firein € € [0, z]
on " ()l _ (gD
T s S T o rew® S e

n

= lim %= =0fiirn € N 7Exponential wéichst schneller als jede Potenz”
Z—00 XP(2)

Eine weitere Moglichkeit zur Berechnung unbestimmter Ausdriicke bieten die I’Hospitalschen Regeln.

Satz: Seien f,g n-mal differenzierbar mit f(zo) = f'(x¢) = ... = f® D (x) = 0,
g(xo) = ¢'(z0) = ... = g™V (x) = 0 und g™ (20) # 0

Dann existiert der Grenzwert lim g Eg, und es gilt:
r—rx0o N

@) _ o f0@)

)
a=ao g(x)  xome g(M) (x) B g(”)(xg)
)

Betrachte wieder das Beispiel a), d.h. xg =0, f(z) =sin(z), g¢g(z)=z.

Wende ’'Hospitalsche Regeln an fiir n=1 und finde lim 32 = Jim % =1=1
x—0 z—0
Bemerkung: Eine analoge Formel gilt auch fiir x — o0 : lim o) — Jim %,
ji—— =300 9(@) =500 9 (@)
falls lim fE:; @) oxistiert.
z—00 9 (2)
Beispiel:  lim lnw(—f) = lim nj"*l = lim nic" =0 7"Jede Potenz wéchst schneller als der Loga-
- Tr—r 00 xr—r0o0 xr—r0o0

rithmus”
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Kapitel 3

Integralrechnung mit einer
Variablen

3.1 Unbestimmte Integrale

3.1.1 Stammfunktionen

Definition: Sei f : D — R stetig. Eine differenzierbare Funktion F : D — R heif3t Stammfunktion zu
f, falls
F'(z) = f(z), wze€D.

Beispiele:

i) F(z) = —cos(z) ist Stammfunktion zu f(z) = sin(z),
dann gilt: F'(z) = (= cos(x))’ = —(—sin(z)) = sin(z) = f(x)
(

ii) F(z) = 1z + 12 ist Stammfunktion zu f(z) = 2% + .
Finde F'(z) = (32* + %xQ)/ =23 +z=f()

Satz: Je zwei Stammfunktionen F; und Fs von f unterscheiden sich hdchstens um eine Konstante.
(Fy — F2)(z) = Fi(z) — F3(z) = f(z) — f(x) =0, z€D
= (F—-F)(z)=c¢ z€D
= Fl(I):FQ(I)+C, ceR

Definition: Die Menge aller Stammfunktionen zu einer Funktion f heifit das unbestimmte Integral von
f und wird durch das Symbol [ f(z)dz beschrieben. Es gilt:

/f(x)dm =F(x)+c

Satz: Zu jeder stetigen Funktion f: D — R, D C R Intervall, existiert stets eine Stammfunktion
F:D—R.
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3.1.2 Liste der wichtigsten Stammfunktionen F zu f: D - R

fll0|z", neN|exp(z)| sin(z) | cos(z) 1 ™% aeRa#l

Fl ¢ | g2 | exp(x) | —cos(z) | sin(z) | In(z) =z

DR R R R R | (0,00) (0, 0)

Beispiele:

[at 4223 + 4o+ 10dx

%x5+2~ix4+4-%x2—|—10$+c
:%m5+%x4+2x2+10x+c

fa:%dx = gilx%’l%—c: %x%+c

3

J20exp(2z)dz =20 - 3 exp(2z) + ¢ = 10exp(2z) + ¢

[sin(z) + 27dz = —cos(z) + §2® + ¢

3.2 Das bestimmte Riemann-Integral

3.2.1 Geometrische Motivation

Sei f : [a,b] = R eine beschrinkte Funktion.
Ziel: Berechne den Flicheninhalt A zwischen f(x)
und der x-Achse fira <z <b

i i | i i i i i | i
05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
a b

Definition:
a) Gegeben sei ein Intervall [a,b] : (N + 1)—Zahlen.
X0, T1,..., Ty Mit a = 29 <z < 29 < ... < xy = b heiBlen eine Partition von [a, b].

Fiir 1 <k < N heifit I, = [x—1, 2x] k-tes Teilintervall und Azy = zj — 25— die Linge von I,

b) Sei nun wy, € [zk—1,xk]. Dann heifit S = Zi\; f(w;)(z; — x;—1) Riemann-Summe zu f {iber
[a,b] zur gegebenen Partition. W&hlt man nun die Stelle w; (@;) im Intervall [x;_1,z;], so dass
flw,;) < f(x) fir @ € [zi—1,2;] (f(w;) > f(x)) fir z € [x,-1, 2], so heifit

N

Smin = ; flw)(z; — -1) (Smaz = éf(@z)(iﬁz —Ti—1))

Riemann’sche Untersumme (Obersumme) zu f iiber [a,b] zur gegebenen Partition.

Definition:

Sei f : [a,b] — R beschrinkt. Dann ist f auf [a,b] genau dann Riemann-integrierbar, wenn zu
jedem € > 0 eine Partition existiert mit

Smaw - Smln <e.
Bei Verfeinerung der Partition gilt dann S,,,4. — A, Spin — A fiir ein A € R, und man schreibt dann

A= ff(x)da:.
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Bemerkung: Man erhilt auf diese Weise im allgemeinen den so genannten orientierten Flacheninhalt,
d.h. Flichen oberhalb der x-Achse werden positiv gezidhlt und Flichen unterhalb gehen negativ ein.

3.2.2 Beispiel zur Flichenberechnung

Sei f(z) =2z, 0 <z < 1. Wihle eine Partition der Linge N, ndmlich

1 2 N—-1 N
=0, m1=%,22=%-, INC1="F, IN=F =1,

‘ LT NN
dhl‘liﬁ, A.Ti:xi*l?i_l:ﬁ*zjv =N 1= ,...,N

Esgiltyi:%, W, =, t=1,...,N

N N N
Also finden wir Spin = 3. f(w;) A=Y 25 - =7 > i—1
i=1 i=1 j

N N N
Analog folgt Spmaz = > f(w;) Ax; = % . % = % >
i=1 i=1 i=1

N
. N(N-1
;(171):;2 ),

Benutze diese Relationen und erhalte:

(i—1)= 2 MDD - Nod L1 fiir N — oo

N

Il
—

_ 2
Smin*ﬁ
i

2

S _ 2 2 N(N+1) _ N+1
maxr — N2 : -

M=

1

.
Il

1
lim S,in = Nlim Smaz = 1, d.h. f(z) = 2 ist integrierbar iiber [0, 1] und es gilt: [ 2z dz = 1.
— 00 0

N—oc0
Im allgemeinen ist das viel zu miihsam!

Beachte das Folgende: [2z dz = 2?2 + ¢ = F(x)
1

Nun gilt: F(1) = F(0) =14+ ¢—0*—c=1= [2zdx Dies ist auch allgemein richtig!
0

3.2.3 Der Hauptsatz

Ist f : [a,b] — R stetig, so ist f Riemann-integrierbar, und es gibt einen wichtigen Zusammenhang
zwischen dem bestimmten Integral und der Stammfunktion von f.

Satz: (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

Sei f : [a,b] — R stetig, und F : [a,b] — R sei eine Stammfunktion zu f. Dann gilt:

Schreibweise: Man schreibt [F(z)]=% = F(b) — F(b).

r=a

1 j—
Beispiel: [ 2z dz = [2?] i;(l) =12+0%2=1
0
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32

Satz (Variante des Hauptsatzes mit oberer Grenze):
Sei f : [a,b] — R stetig, und sei fiir jedes = € [a, b] die Funktion F : [a,b] — R definiert als

F(z) = [ f(s) ds, a <z <b. Dann gilt: F ist Stammfunktion zu f, d.h.

F ist differenzierbar, und F'(z) = f(x) fir a <z <b.

Beispiele zum Hauptsatz:

T=Tr

Ofsin(x) + a7 dx = [ cos(z) + 28] = —cos(m) + %8 +cos(0) —0=2+ %8

=0
Sei F(z) = [exp(2s)+ 1 ds

0
Anwendung des Hauptsatzes liefert direkt F’(z) = exp(2z) + 1
Elementare Probe: F(z) = [5 exp(2s) + s] Zig = lexp(22) + . — Lexp(0) — 0= L exp(22) + = — 1
F'(z) = 3 -2exp(2z) + 1 = exp(2z) + 1

Bemerkung: Es reicht aus bei Integralen bei Differentiation nach der oberen Grenze x, die Integrati-

onsvariable s durch x zu ersetzen.

3.2.4 Rechenregeln fiir bestimmte Integrale

b

i) [ f(2) do = —Zf(x) da

b b b
v) [f(z)xg(x)de = [ f(z)dx £ [g(x)dx

3.3 Integrationstechniken und uneigentliche Integrale

3.3.1 Partielle Integration

Fiir differenzierbare Funktionen u,v : D — R gilt: (uv)'(z) = v/ (2)v(z) + u(x)v’'(z), =€ D
Integriere dies und erhalte

(u-v)(@) = / (v (z) da = / o (@)o(x) da + / w(@) () do

= /u/(x)v(x) dr = (u-v)(z) — /u(x)v/(:c) dx

Fiir bestimmte Integrale erhélt man

b b
/u’(x)v(x) dx = [u(z) v(m)]iiz - /u(:n)v’(z) dx

32



Integralrechnung mit einer Variablen 33

Beispiel:

/ X exp(z) dx = zexp(x)—/exp(:c)~1 dx = xexp(x)—exp(x)+c = exp(x)(z—1)+c

v=z, v'=1 u'=exp(z), u=exp(x)

Beachte

/ - op(e) o [;xQGXp(J;)] _ / %xQexp(x) da.

— —1
u'=x, u=57? y—exp(z), v'=exp(z)

Diese Rechnung ist korrekt. Aber das neue Integral ist schwieriger zu 16sen als das Alte.

5 5
[ |

r=

5
In(z) de = [z ln(x)}zz?f/xl dz = 5In(5)—In(1)—[z]2=5 = 51n(5)—4

‘
{

3.3.2 Integration durch Substitution

Sei f: D — R stetig und sei ¢ : [a,b] — R differenzierbar mit ¢([a,b]) C D. Sei F': D — R eine
Stammfunktion von f. Dann ist Fop differenzierbar (Floy : [a,b] — R), und es gilt mit der Kettenregel

(Foyp)(x) =F'(p(z)¢' (x) = fp(x))¢ (z), € la,b].

Integration liefert
b
(Fog)(@)F=" = / (F o) (x)dx = / F(o(@)¢ (@)de
d.h.

(Fop)(b) — (Fop)(a) =F(p(b) — Fpla)) = / f(uw)du.
»(a)
Dies liefert die Substitutionsregel:
(unbestimmt) [ f(u)du = [ f(p(x))¢' (z)dx

#(b) b
(bestimmt) {) fwydu = [ fle(x))¢'(x)dz fir u=p(x)

Man sagt: Bei der Setzung u = () transformiert sich das Differential du gemifi du = ¢'(x)dx

Beispiele:

i) [sin®(z)cos(z) dz = [wPdu = tu* 4+ ¢ = $sin'(z) +c
—_—

du

u=sin(x), de= Tos(2)

I a? 2 11 1] e qu=20
) [ st = [ aade= [t = BT = A - V9
—_———

u=2+x3, dxzj;w“

3 B
Alternativ mit Riicksubstitution lf\/%dx = ﬁdu = [%\/ﬂ] = [%\/2 + 3 i;i’ = %(\/E— V3)

Bemerkung: Auch bei Substitution wird lediglich ein Integral durch ein anderes ersetzt. Eine Erleich-
terung ergibt sich nur, wenn das neue Integral einfacher ist als das Alte.
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2
iii) x?%-ldx = [2du=In(u) +c=In(z®+1)+¢
—_——

— 3 — du_
u=z3+1, de= 327

3.3.3 Integration durch Partialbruchzerlegung

Betrachte den lediglich den wichtigen Spezialfall: [ %dm d.h.

r mit deg(p , eg(q) = 2 und ¢ hat zwel verschiedene reelle Nullstellen a,b mit a .
p(d d <1, d 2 und g h i hied lle Nullstell b mit a # b
Forme jetzt den Integranden um gemaﬁ(x Ra’”)(m ORRRE fa) + (I/i 5 mit a, § € R geeignet.

Dies liefert

Rx+ S _ o B B - B
[ ot mte= [ oot [ G =amle—d s ol ol e £

Beispicl: [ 25sdr = [ 35 da

243 !

= m - 1734‘% <~ 2l’+320[(1’—2)+ﬁ($—3) < 2$+3:l’(a+ﬁ)—2a—3ﬁ

Koeffizientenvergleich liefert dann die Bedingungen a+ 8 =2 & —2a—-38=3
= a=2-8 = —2(2—&) 36=3 & —442-38=3 = p=-T = a=9

= [ZEEdr= [ 2ude— [ Sde=9In|z —3]) - Tln|z -2, z#23.

Beachte: Es darf nicht iiber die Polstellen x = 2,3 hinweg integriert werden.

3.3.4 Uneigentliche Integrale

Analysiere im folgenden Abschnitt Integrale, bei denen entweder das Integrationsintervall unbeschrinkt
ist ((—o0,b], [a,00)) oder der Integrand ist an mindestens einer Integralgrenze nicht definiert. Solche
Integrale heiflen uneigentlich.

Definition (Integrationsintervall unbeschrinkt):

b
Sei f: [a,00) — R eine stetige Funktion. Existiert der Grenzwert I = blim | f(z)dz, so heiit er
— 00 a

oo
konvergentes uneigentliches Integral von f iiber [a, o0) und man schreibt I = [ f(x)dx

a
Existiert dieser Grenzwert nicht, so heiffit das uneigentliche Integral divergent.

Beispiel:

0 b
o [exp(—x)dz = lim [exp(—z)dr = lim [—exp(—2)]%=% = lim (—exp(—b)+exp(—a))
a b—roo b—00 e —

b—o0

—0

exp(—a) d.h. das uneigentliche Integral ist konvergent und I = exp(—a).

e Analog verfihrt man mit f : (—oo,b] — R, { stetig. Sei b < 0, so findet man

b b 1
[ Ldz= lim [ZL = lim [-1]2=b = lim ﬁ + - | = ﬁ
N T a——o0 T a——oo T a——00 a
~—
—0

e Im Fall f: (—o0,00) — R, f stetig, geht man wie folgt vor:
c

b
Setze I = lim [ f(x)dz + blim J f(z)dz, falls fir ein ¢ mit a < ¢ < b beide Grenzwerte
a —00 (&

a—r — o0
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existieren.

Beispiel: Mit ¢ = 0 folgt

0o 0 b
_ — 1 _ 3 _ — : x=0 s _ _ I:b:
J exp(-fal)de = lim_J exp(~|af)dr-+ Jim [exp(—[rl)dr = lm_fesp(r)z=2+ Jim [ exp(~a)}:=}

= lim (1 —exp(a)) erlirglo(l —exp(—b)) =2.

a—r — 00

=1 =1
Satz:

Es seien f, g : [a,00) — R stetig. Dann gilt:

a) Ist |f(z)| < g(x), * > a, und ist [ g(z)dz konvergent, so ist auch [ f(z)dz konvergent.

b) Ist f(z) > |g(z)|, # > a, und ist [ |g(z)|dz divergent, so ist auch [ f(z)dz divergent.

a

Definition (eine kritische Grenze, Integrationsintervall beschrinkt):

Sei f : (a,b] — R eine Funktion, Welche iiber jedem Intervall der Form [a + €,b], € > 0 stetig ist.

Existiert der Grenzwert I = lim f f(x) dz, so heifit das uneigentliche Integral konvergent,

E_ma—&-a
b
und man schreibt I = [ f(z)dx
Beispiel:
' 1 1 ; 1 et S | z=1 . =1 .
T RN Y

o f zda = lim f zdr = lim [In(2)]*=! = lim (In(1) — In(¢)) = lim —In(¢) = 0o

=€ =0 e—0

Dleses Integral ist divergent!

Definition (beide Integrationsgrenzen kritisch):

Sei f : (a,b) — R eine Funktion, welche auf jedem Intervall der Form [a 4+ €1,b — €3], €1,62 >0

b—62
stetig ist. Existieren fiir ein ¢ € (a,b) die Grenzwerte I = lim f f(@)dz+ lim [ f(z)dx
€1 —>Oa+€1 g2—0 c
so heiflt das Integral konvergent und man schreibt I = f f(z)dx
Beispiel:
P
_j; ——dr = Elfgl() 1f %dx + hm f %d
_ r=1—¢e2
= hmo[aurc&n(gc)]z,flﬂ1 + E121r_r>10[aurcsm(gc)]w:()
= El}go(— arcsin(—1+¢1)) + 6121§0(arcsm(1 —&2))
= —arcsin(—1) +arcsin(l) = 7 (konvergentes Integral).

—_——— ——

s —_
=72 =2
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Hierbei wurde

. 1
arcsin’(z) = ——, -l<z<1

iea
benutzt. Mit Hilfe der Umkehrregel findet man

in’ = (sin !(x)) = ! = :
arcsin’(z) = ( (z)) sin’ (arcsin(z)) cos(arcsin(z))
1 1

\/1 — sin?(arcsin(z)) VI
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Kapitel 4

Differentialrechnung in N Variablen

4.1 Der Raum RY

4.1.1 Ein 6konomisches Beispiel

Die Nachfrage ¢"V nach einer Ware sei gegeben durch ¢ =a —bp+cy p= Standardpreis

y = Einkommen
a,b,c > 0 Parameter
q" ist also eine Funktion von Preis p und des Einkommens y, d.h. ¢~ = ¢~ (p,y) :==a — bp + cy
Noch priziser hingt ¢’V auch noch von a,b,c ab, d.h. ¢V = ¢V (p,y,a,b,c) =a—bp+cy

Wir miissen also den Funktionenbegriff und unsere Werkzeuge erweitern: Funktionen einer Variablen
zu Funktionen in mehreren Variablen.

Sei N die Anzahl der Variablen.

Ein Objekt © = (z1,z2,...,2n), z; ER, i =1,... N.

x heiit Vektor und z;, ¢ = 1,..., N ist die i-te Komponente von x.

Der Raum aller solcher Vektoren ist der RY = {(vy,vo,...,v,)|v; €ER, i=1,...,N}
Wir schreiben = = (z1,...,zy) € RY

N=1: R'=R reelle Zahlengerade

N=2: R? x = (z1,z2) Ebene 2-dimensional
N=3: R? x = (71,72, 73) Raum 3-dimensional
N>4: R* keine Anschauung mehr moglich
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4.1.2 Vektoren im RY

wq U1
. wso V2

Seien w = , v= . v,w e RN,
wWN UN

Addition von Vektoren

w1 + U1

w+v= w2+ v2 e RV

wN + UN

Vektoren im R konnen als Pfeile dargestellt werden

Subtraktion von Vektoren

wp — V1
W2 — V2

w—v = eRY
WN — UN

Man kann einen Vektor auch mit einer reellen Zahl
A € R multiplizieren.

w1 Awy
w = w2 ,AER, dw= Awp e RN
WN )\U}N

Beispiel N =4,v =

\
le\g'_\

€ R?

~

Lo
R - S = S R T

.
L

2w

1 0

1

0 0
et=1.], &= , el

0 0

O = O O
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Vektoren in Richtung der Koordinatenachsen

1 0 0
Beispiel: N = 3 el=10], e=(1], =10
0 0 1 . 2
4.1.3 Liange von Vektoren
Sei N=2 v= (”1> € R2.
vy
Mit dem Satz des Pythagoras erhélt man: 4
Linge von v = \/v? 4 v3 -
Man schreibt hierfiir: ||v||2 = /v? + v3, v € R? N V=)
v .
v2 0.3
Fir v = ) € RY ergibt sich fiir die Linge o

N 0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09
1
e

lvll2 = Vol + 03+ ... + 0% =

M=
(o4
=N

-1
0
7

V2

Bsp: N =4, v= S el = (c02 0274 (V) = VB

[|v]|2 heifit die euklidische Norm von v. Ein Vektor der Lange 1 heifit normiert.

Sei v € RYN beliebig, so ist
v

W= —-
[loll2

ein normierter Vektor.
(=1)

Seiw:\/% 7 |0 folgt: Hng:%:l.
V2

Die euklidische Norm ||v||2 = \/v? 4+ vZ + ... 4+ v hat folgenden Eigenschaften:

i) [Jv]]2 >0 fiir alle v € RY

[lu]]l2=0 genau dann, wenn v =

it) [|Mllz = |A| - ||v]]2 fiir A € R, v € RN

i) ||v +wl||z < ||v]|2 + ||w]||2 fiir v, € RN ("Dreiecksungleichung”)
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||.||2, d.h. die euklidische Norm dient der Léingenmessung im R%.
Alternativ kann man zur Lingenmessung auch wihlen ||v||oo = max{|v;| |i=1,...,N}
-1
Bsp.: N =4, wv= 3 » Mvlloe = max{val, [val, [vs], [va]} = max{] — 1,10}, 7], |v2[} =7
V2

Beachte: Auch fiir die co—Norm gilt:

i) [|v]|c >0 fiir alle v € RY
l[v]|loc =0 genau dann, wenn v = | :
0
ii) [|A]loc = |A| - |Jv]]oo fiir A € R, v € RN

i) ||v + w||oo < [|V]|oo + ||w]]|so fiir v,w € RN ("Dreiecksungleichung”)

Allgemein nennt man eine Abb: || -|| : RN — R mit i)-iii) eine Norm auf RY. ||.||2 und [|.||s sind also

Normen. Normen dienen der Langenmessung. ||.||2 entspricht der realen physikalischen Linge.

4.1.4 Winkel zwischen 2 Vektoren

_ . _ U1 w1 2
N=2 Selv—<v2>,w <w2>,v,w€R\{0}

Gesucht: Z(v, w)=Winkel zwischen v und w

x_2
Mit der Trigonometrie gilt:
cos(A4) = ”:jﬁ cos(B) HZﬁ
sin(A) ol sin(B) = HZﬁ
x_1
Additionstheorem

cos(A — B) = cos(A) cos(B) + sin(A) sin(B)
cos(Z(v,w)) = cos(p) = cos(A — B) =

v1

L _wy + vp | _wy __ Vjwi+vowy
ollz - Tlwllz * [vllz  [wll2 [loll2-[|w]]2
U1 w1
V2 W2
Fiir zwei Vektorenv=| ., |, w= , v,w € RV gilt:
UN wWN
N
> viw;
Y V1w + Vw2 + ... FUNWN =1
cos(Z(v,w)) =
[[v]|2]w]]2

[vl]2]wl]2

40

40



Differentialrechnung in N Variablen 41

Gilt nun Z(v,w) = 90°, d.h. die Vektoren stehen senkrecht, so erhalten wir:

N
> viw;
=1

0= (3)
=cos|o) =77
2/ lollz [[wll2

Man sagt: v und w sind orthogonale Vektoren und schreibt: v_Lw

N
Fiir v, w € RY schreibt man (v, w) = Y vw; (”Skalarprodukt”)
i=1

N
v und w, v, w # 0 stehen senkrecht genau dann, wenn (v, w) = > v;w; = 0.
i=1

Zwischen dem Skalarprodukt und der euklidischen Norm besteht der Zusammenhang:

N N
(v,0) = v =Y i =pll3, dh lolla = V{v,0).
i=1 i=1

4.1.5 Teilmengen des RY

Analog zu R lassen sich auch in R Teilmengen auszeichnen. Teilmengen M des RY haben die Struktur

M = {(vi,...,vn)|(v1,...vn) hat Eigenschaft E}.

Beispiele:
M1 = {(’Ul,'l}g,’l}g) S R3| 0 é U1 S 27 0 S (% S
2,0<v3 <2} CR?

M, definiert einen Kasten im Raum mit linker
unterer Ecke im Ursprung und rechter oberer Ecke
2
w= |2
2

3
M = {(u1,u2) € R?| (w1 = 1)* + (uz = 2)> = 1} C /
RQ 2.5]
MZ

M5 beschreibt eine Kreislinie in R? mit Mittel-
punkt (1,2) und Radius 1. 1

Auferhalb der Kreislinie M5 im R2: :
M3z = {(u1,u2) € R?| (ug — 1)% + (ug — 2)% > 1}

05 1 15 2 2.5
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Einheitskreis: Kreis mit Radius 1 um den Ur-
sprung.

My = {(z1,22) € R?| 2% + a3 = [|2][3 = 1}

In der || - ||oo-Norm gilt
Ms = {(x1,22) € R [|z]loc = max{|:1], 22|} =

1}

Mg = {(z1,22) ER*| 0 < 2y <25 <1}

Mg

-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

<05

42
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4.2 Funktionen in mehreren Variablen

4.2.1 Definition reellwertiger Funktionen

Betrachtet werden reellwertige Funktionen g mit einem Definitionsbereich D C R™. Man schreibt
diese in der Form

g:D - R

u=(ug,...,uny) +—g(u)=gluy,...,uyn)
Beachte: Dies bedeuted u = (uq,...,un) € D und g(u) = g(uq,...,un) € R.
Beispiel aus 1.1.1: Mit g = ¢, u1 = p, us = y folgt g(u1,uz) = a — buy + cus, a,b,c > 0 und
g(1,2)=a—b+2c

4.2.2 Graphische Darstellung von Funktionen mehrerer Verédnderlicher

Seig: D — R, DCRY, u— g(u) =g(us,...,u,) eine reellwertige Funktion.

Flachendarstellung: Hohendarstellung;:
(u,ug, ... un, glug,. .., uy)) C RV Zeichne in die Definitionsmenge D die Kurven
(u1,...,up) €D gleicher Hohe h. Dies sind die Losungen der

Gleichung ¢(uq,...,u,) = h, h fest vorgegeben.
Mache dies fiir mehrere Hohen h.

Verniinftig darstellbar sind beide Moglichkeiten, falls N = 2. Dann ist (uq,usg, g(u1,us)) eine Fliche
im R? (linkes Bild) und g(uj,u2) = h fiir mehrere Héhen h die Hohendarstellung in R? derselben
Funktion (rechtes Bild).
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4.2.3 Partielle Ableitungen bei Funktionen mehrerer Verénderlicher
Sei f:D—R, DCRY, f(x)= f(x1,...,2y) eine reelle Funktion. Ferner sei y = (y1,...,yn) € D.

Definition:

f heifit stetig in y = (y1,...,yn) € D, falls fiir jede Folge von Vektoren x' = (z%,...,2%), i € N

mit lim 2! =y € D gilt:
11— 00

lim f(2') = lim f(2},...,2%) =dund d = f(y)

i—00 i—00

Dabei konvergiert eine Folge von Vektoren z* = (z%,...,2%) = vy = (y1,...,yn) genau dann,
.Tll — Y1
Ty Y2
wenn | fiir i — oo
Ty = yn

Eine Funktion f: D — R, D C RY heifit stetig in D, falls f an jeder Stelle y = (y1,...,yn) € D
stetig ist.

Sei f:D—R,DCRY, f=f(xy1,...,on), und sei y = (y1,...,yn) € D fest.
Definition:

f heilt in y = (y1,...,y~n) € D partiell differenzierbar nach z;, falls die reelle Funktion
einer Variablen g(z;) := f(y1,...,Yj—1,%j,Yj+1,--.,yn) im Punkt y; differenzierbar ist, d.h.

9 +7) —9() _ S Y Y T Y UN) = FW Y1 Y Y- UN)
T T

—a firt—0

Man schreibt a = (,;%(yl, o UN) = S, (Y1 YN)
"Partielle Ableitung von f nach z; an der Stelle (y1,...,yn)”

f heiBlt partiell differenzierbar nach z;, falls f an jedem Punkt y = (y1,...,yn) € D nach z;
partiell differenzierbar ist

f heifit partiell differenzierbar, falls f an jeder Stelle y € D nach jeder Variablen z;, j =1,...,N
partiell differenzierbar ist.

Den Vektor aller partiellen Ableitungen nennt man Gradient von f

('ZTf(yla"'ayN>
Tmz(ylw"ayN)

Vi, ...,yn) =grad f(y1,...,yn) = e RV,
(1, )

Ist dies fiir alle Punkte = = (z1,...,2y5) € D mdglich, so erhalten wir die Funktion
%($1,...7$N)
g—mz(xl,...w]v)

Vf(z1,...,xn) =grad f(z1,...,2N8) =
ﬁ(xl,...,xj\/‘)

Vf ist eine auf D definierte Funktion mit Werten in RY, d.h. Vf: D — RV,
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Beispiel: f(x1, 72, 73) = 2329 exp(w3) — In(1 + 27 + 22)
- %/_/
>1>0
f:D=R*—=R, y=(1,2,3) €D
Berechne die partielle Ableitung von f nach zi:
g(z1) = f(21,2,3) = 22 - 2exp(3) — In(1 + 27 +9)
g’ (z1) =221 - 2exp(3) — ﬁ -2z = 4xy exp(3) — 13_‘/;“’_;%
g (1) =4exp(3) — F = 5L(1,2,3)
Kiirzer hilt man in Gedanken x5 und x3 fest, d.h. man behandelt x5 und x3 als Konstanten und
differenziert nach z. Dies liefert direkt
af 1 of

2
- =92 - .2 = —(1,2,3) =4 3)— —
D1 (w1, 22, x3) x122 exp(x3) 1+x%+m§ x1 63:1( ,2,3) exp(3) 11

Berechnung der weiteren partiellen Ableitungen:

9L (21,29, w3) = exp(ws)z? - 1

%(ml,xg,xg) = 3wy exp(z3) — Hi%zg

2x129 exp(xs3) — H_i%%xg
=  Vf(z1,22,23) = 22 exp(x3)
afxs exp(as) — Hig%rg

Definition:

Man nennt f: D — R, D C RY total differenzierbar, falls f an jeder Stelle y € D partiell nach

xj, j=1...,N, differenzierbar ist und falls die partiellen Ableitungen %(931, oxp), j=1,...,N
J

in D stetig sind. Man schreibt dann f'(x1,29,...,2n), Df(z1,22,...,2n5) oder Vf(x1,...,2N).

Beispiel: f(z,y,2) = zexp(a? + zy)

o 2(a,y,2) = zexp(a® + ay) 2z + y)
o« Y(r,y,2) = zexp(a® + ay)a
o Ylr,y,2) = 1-exp(a? +ay)
220 +y) exp(a? + )

= Vf(rya) = | swexp(a® +ay)
exp(a? + )
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4.2.4 Lineare Approximationen von Funktionen

Betrachte den Fall N=1: Sei D := (a, b), s T
f:(a,b) = R, und sei 2° € (a,b) = D &
Veranschauliche die Kurve (z, f(z)) als Graph 1
Steigung der Tangente ist f’(z°) Al

(xo,f(xo)
Charakterisierung der Tangente, d.h. von

Too(f) = {(z,0)| v = f(2°) + f'(«°)(z — 2°)}

Taylorpolynom 1.Ordnung

N=2: f: D =R, f(x) = f(x1,22), es sei 2 = (29,29) € D
Benutze die Graphendarstellung 2
(LU f( )) (x17x27f(x17x2)) GRS 15 T x,(0)
T,o(f) heifit Tangentialfliche von f an dem Punkt N .
b = (af,a9) ;o
%ﬂfo(f% N {(:Elo’ x%%)]l ov ov f(xo?’ ) + N s
(7 IVALTHAL
gor (@1, 20) (21 — 27) + 55- (2, 23) (22 — 23) }

Situation in N Variablen: f : D — R, f(z) = f(z1,72,...,2x), 2° = (29,...,2%) € RV

Vorstellung des Graphen (z1,...,7n, f(z1,...,2x5)) € RVT! nicht mehr moglich.

Darstellung der Tagentialebene:

(@ aR)r=a+ b (0l o) )

Tpo(f) ={(z1,...,zn,0)]| v:f(x(f,...,xo) 8651

Insbesondere sieht man, T,o(f) ist eine horizontale Fliche genau dann, wenn alle partiellen Ableitun-
gen verschwinden, d.h.
of

oy ——(%...,2%)=0, j=1,...,N
j
(vergleiche dies mit f’(z°) = 0 fiir N = 1).

0
Beachte hierzu: ~ Vf(2?,...,2%) = | : e 2L ) =0, j=1,...,N
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4.2.5 Implizit definierte Funktionen
Bisherige Situation: f: D =+ R, D CRY, f(z) = f(z1,...,2n) (explizite Definition einer Funktion)

Beispiel fiir eine nicht explizit definierte Funktion:

Sei f:R3 — R definiert durch f(z) = f(z1,22,73) = 27 + 23 + 23 — 1

Betrachte jetzt die Gleichung f(x1,2z2,23) =0=2% + 23+ 23 — 1 (%)

Charakterisierung der Nullstellenmenge von f, d.h. der Losung von (%) : ||z]|o = /23 + 23 + 22

”Léange von x”

l|z]|3 =22+ 23+22=1 < |lz|2=1 7Lénge von x”

Die Nullstellenmenge von f entspricht gerade der Oberfliche der Kugel mit Radius 1 um den Ursprung
in R3 (Oberfliche der Einheitskugel).

Lose die Gleichung z.B. nach z3 auf: 23 =1—2} —23 <& =+\/1—2% — 23 = p =+ (v1,22)
Dyy = {(z1,22)| 1 — 2% — 23 > 0}

Es gilt: f(z1, 22,0 % (z1,22,)) =22 + 22 + (o £ (21,72))? — 1 =22+ 23+ (1 — 22 —23) —1=0.
Man sagt: Durch die Gleichung f(x1,22,73) = 22 + 23 + 23 — 1 = 0 werden implizit die Funktionen
o+ =@+ (x1,22), Dpr — R definiert.

Allgemeine Situation:

Sei f: D — R, DCRN* dh. f(z,y) = f(21,...,7N,y). Betrachte wieder f(z1,...,2xn,y) =0.

Diese Gleichung mag fiir gewisse Argumente (x1,...,2y5) € S C RY eindeutig nach y auflésbar sein.
Die Losung sei y = ¢ = o(x1,...,ZN)
Dann gilt nach Konstruktion: f(x1,...,xnx,¢(z1,...,2zn)) = 0 fiir (z1,...,25) € S.

Man sagt: Durch die Gleichung f(z1,...,zn,y) =0, f: D — R wird implizit eine Funktion ¢ : S — R
definiert.

Obiges Beispiel schreibt sich dann zu f(z1,72,y) =23 + 25 +y* —1=0 =y ==+ (z1,22) d.h.
die Gleichung f(x1,x2,y) = 0 ist nach y auflosbar.

Satz (implizite Funktionen):

Sei F: D =R, DCRNt F=F(xq,...,2yn,y) differenzierbar.

Es sei (29,...,2%,9%) € D mit F(29,...,2%,4%) =0.

Gilt nun %5 (29,...,2%,y") # 0, so lisst sich die Gleichung lokal bei (z9,...,2%,,4°) € D nach y
auflssen, d.h. es gibt eine differenzierbare Funktion ¢ : U (29, ...,2%) — R

mit o(z9,...,2%) =y° und F(z1,...,zn,0(z1,...,2N8)) =0, (z1,...,25) € Us(2?,...,2%).

Differentiation der auflésenden Funktion ¢:
Betrachte die Gleichung:

h(z1,...,an) = F(z1,...,2n,0(z1,...,2Nn)) =0, (21,...,25) € Us(29,...,2%).
h ist differenzierbar, da F und ¢ differenzierbar sind. Es gilt nach der Kettenregel
oh OF oF 0
%(Il,...,@v): oz, (xl,...,xN,ga(xl,...,;vN))—Fa—y(xl,...,zN,go(xl,...,x N)) 8;;( coan)=0
firj=1,...,N.
Ist also %(xl,...,zjv,@(xl, ...,xnN)) # 0, so folgt

890 gf(3317---7$N7§0(731a---7xN)) R

F (71, ZN) = 5 , 7=1,...,N.
Oz; ¥ (1, N, p(z1, ..., TN))

”implizites Differenzieren”
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Beispiel: Sei F(x1,%2,y) = @] + x2 — exp(y), (21, 72,y) € R3.

Betrachte die Gleichung F(z1,22,y) = 2% + 22 — exp(y) = 0
Auflssen nach y: 23 + 2o = exp(y) < y = In(z? + 22) = ¢(@1,22), ¢ : D, - R, D, =
{(z1,22)|2? + 22 > 0}.

Berechne jetzt implizit die partiellen Ableitungen von ¢ = ¢(x1,22) :

37(17 " ) . —8375(1'1,.%‘27@(371,3?2)) - *21’1 . 72171 . 21‘1
01 1,72 %(xh &g, (1, 2)) —exp(In(2? + 23))  —(22+22) 2?42
Oy (21, 72) —%(961,562’@(!31,%2)) -1 1
—_— , o) = = =
o1s 1 %5(331, o, 4,0(331, x2)) — exp(ln(w% + xg)) 58% + X9

In diesem Fall kann man die Ableitungen auch elementar berechnen. Fiir (1, z2) = In(2? +z5) findet
man

de 1 211 dy 1
_— s = —— 2 = — (T ’Qj =
g, C1e) = = e g (@)

2 + 29

Anwendung impliziter Funktionen: Hohenlinien und Tangentenrichtung

Betrachte die Gleichung F(z1,y) = f(z1,y) —h =0.
Sei diese Gleichung fiir 21 € (a,b) =: S auflésbar nach y, d.h. es gibt eine Funktion ¢ : (a,b) = R
mit F(z1,0(z1)) = f(z1,0(x1)) —h =0, 21 € S = (a,b)
~——

=y
Dies ist gleichbedeutend zu: f(xz1,p(z1)) =h, 1 € S
Die Punktepaare (z1, (1)), 1 € S sind auf Hohenniveau h.

Die Abbildung T : [a,b] — R?, 21 (90221)> beschreibt nun die Hohenlinie zu f auf dem Level
h.
Ki(s)
Im Allgemeinen nennt man eine Abbildung K : [a,b] — RY, s : = K(s)
Kn(s)
eine Kurve im R¥. s heifit Kurvenparameter.

Beispiel: K : [0, 27] — R?
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- (=) - (50 LA
o= (345) - ) |

sin 0 J@-K(zm
1 -0.5 K(S ) o
K(Z) = <§£) X ,
3

Steigung der Tangente: K'(%)

K heifit differenzierbar, falls die Funktionen K;(s), ..., Ky(s) differenzierbar sind.
Ki(s)

K'(s) hat die Darstellung: K'(s) = a<s<b.

) — —

Kly(s)

Der Vektor K'(s) gibt die Tangentenrichtung an die Kurve im Punkt K (s) an.

Erhalte im Beispiel K(s) = (Zfs((j))) . K'(s) = (‘C?Srzf))) , 0<s<or

Betrachte nun die Hohenkurve T'(z1) = ( 1 ) , T1 €S
(1)

Wissen: Die Tangentialrichtung im Punkt T'(x) ist gegeben durch T"(z1) = ((p’(lx )) , T1 € 8.
1
Weiter gilt nach der Kettenregel

_9or 1, (1
%(ml’(p(xl)) - %(xl"p(xl)) Pe)=0 = ¢(a)= M

, T1 €S.
7y (@1, (21))

Somit folgt

1
T'(@1) = | = 2L @1.0(a1)
%(MW(%))

Zusammenhang zwischen Tangentenrichtung und Gradient

Esist F(z1,y) = f(z1,y) — h

or
( ) %(xl7y) Tli(xhy)

Gradient von F: VF(x1,y) = | ¢ =
%(why) %(xlay)
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L (21, 0(x1))

Entlang der Kurve (21, p(z1)) gilt also: VF(z1,0(x1)) = | o

, r1 €S
5L (w1, p(x1)) '

Winkel zwischen T”(z1) und V f(z1, p(z1)):
N
Es ist bekannt, dass 2 Vektoren w, z € RY orthogonal sind genau dann, wenn (w, z) = > w;z; = 0.

Berechne

(w1, 0(x
T (21,p(21) By

T ml#ﬂ -731
(T'(21), Vf(z1,0(21))) = < —%(IL‘]»@(WI)) ) <% >>
of
oy

o (z1,p(z
L gff(xl,w(ffl)) + (M) (71, 0(21))
ad*f(xl, (z1)) — %(fclyw(ﬂcl))
0 r1 €S,

d.h. T'(z1) und V f(z1,¢(x1)) stehen senkrecht.

Hierzu sagt man kurz: An jeder Stelle steht der Gradient senkrecht auf den Hohenlinien.

4.2.6 Hohere partielle Ableitungen

Sei f: D —R, DCRY, f(x)= f(x1,...,2y), differenzierbar.

Dann existieren alle partiellen Ableitungen %(wl, .oxn), j=1,...,N, (z1,...,2N) € D, d.h.

of . -
T%D_)R7j_17’N

Sind diese Funktionen selbst wiederum partiell differenzierbar nach zj, so heiflen die Funktionen

B%k (%) (1,...,2N) 2-te partielle Ableitungen von f.

Existieren alle partiellen Ableitungen % (([?Tf) (z1,..., xN)) ,j=1,...,N,k=1,...,N, (z1,...,zn) €
D, so heifit f zweimal partiell differenzierbar in D.

Dies sind N2-partielle Ableitungen zweiter Ordnung.

Wie man die %, j=1,..., N als Vektor anordnet (Gradient), so ordnet man die % (%) = Subho
J k ZTj TROT;

in ein rechteckiges Schema mit N Zeilen und N Spalten:

9?2 92 9%
789515701(951,...,371\7) 76“5302(951,...,3:1\;) 760618];1\[(371,...,351\/)
9?2 9?2 %
789:26;;1(%1""’37]\7) 789:25;2(’7;1""’3:]\[) 781:28];1\{(371""”%]\[) H (f( )) v2f(
= Hess T1,...,TN)) = L1y
8?2 . 8?2 %
gt (x1,. 1, BN) b (1, TN) . g (@1, 7N)

%(zl, ...,zN) steht in Zeile i und Spalte j der Matrix V2f(z1,...,zN).

Die obige Matrix heifit Hessematrix von f.

Der Raum aller Rechteckschemata (bzw. Matrizen) mit N-Zeilen und M-Spalten mit Eintrégen aus R
heifit RV*M bzw, RN-M,

Es gilt also V2f(z1,...,zy) € RVXN

Sind alle partiellen Ableitungen 823% (1,...,znN) stetig auf D, so heifit f zweimal total differenzier-
bar auf D. Man schreibt: D?f(z1,...,2n), f"(21,...,2n), V2f(21,...,2N)

50



Differentialrechnung in N Variablen 51

Beispiel: f(z1,22) = 2329 +In(1+22), f: D - R, D = R?

Berechnung des Gradienten:

of . .
e (:1:1,352) = 22122 + 1+ Tra? 21 o V(rae) = <2x1x2 + 1+x2 2x1>
]

%(xl’@) =} at

Berechnung der Hesse-Matrix:

2 2(14x2)—2z1-2 2-9
%(SEl,.’I}'Q) =279 + %@?11 =2x9 + (1+£§;2

3% f _ 2242
a5 \L1,T2) = 21’1 2 1 9
Bgﬁm( ) = V3f(x1,9) = < T2 Trane 3:1>
Ox20xT1 (‘r17x2) = 2‘1.1 2!171 0

52
Té(xla‘rQ) =0

Beobachtung: Es gilt 81: az (z1,22) = %(xl,m) Dies ist allgemein richtig.

Satz von Schwarz:
Sei f: D —R, DCRY, f(z)= f(x1,...,2x) zweimal total differenzierbar (d.h. alle partiellen
Ableitungen 2-ter Ordnung existieren und sind stetig). Dann gilt:

a(; (Bf (9617...,$N)> :a<§xfj($17...,xN)>, (1,...,zn) €D, j,ke{l,...,N}.

Oxy, Oxy,

o1



Differentialrechnung in N Variablen

52

4.3 Differentiale

4.3.1 Differentiale mit einer Variablen

Sei f eine Grofle, welche von einer anderen Grofle x abhéngt. Mathematisch bedeutet das f = f(z), x €

_ df(@)
d.

R. Ferner sei f differenzierbar. Dann gilt: f’(x) »
"totales Differential von f bzgl. x”

Schreibe dies formal um zu df (z) = f/(z) dzx

Interpretation

1-tes Taylorpolynom zu f in z°
pi(@,2%) = f(2%) + f'(a°)(z — 2°)
p1(a0 + dr,2%) = f(0) + f'(a) (@ + do — a°)

= f(.’L‘O) + f’(;vo) dz
= df(a") = [f'(a")dz pr (x° +dx,x‘:)) _____________________
= p1(2° + dx, 2°) — f(z0) f_(ﬁ’) _________

Pi(,x%) = f(x%) + f'(x)) (x — x%)

x° x° +dx

Veréndert man ausgehend von z° die unabhingige GroBe um dz, so verdindert sich die abhiingige

GroBe f ungefihr, d.h. in erster Niherung um df (2°).

Hiufig findet man auch Relationen der Form df = g(z) dz mit gegebener Funktion g. Gesucht ist

dann f.
Dies schreibt man um zu % = f'(z) =g(z),dh. = f(z) = [g(z) dz+c, dhfist Stammfunk-
tion zu g.

Beispiel: dv = u? du =

4.3.2 Abhingigkeit von mehreren Groéflen

Sei f eine Grofle, welche von N anderen Groflen a1, . .
sei f differenzierbar. Dann gilt

G o () 0F()
2 )= i) = (52,980,

N
Man schreibt dies um zu df (x) = %f—if)dxl +...+ mclacN =5 %dmi
i=1 ¢

BmN

ww»_

ey aq:N

"totales Differential von f bzgl.x”

Interpretation: Verindert man ausgehend von z = (z1, .. .
um dz = (dzy,...,dey) zu x +dx = (1 +dxq, ..
f in erster Ndherung um df (z) = df (z1,...,znN).

.,z abhdngt, d.h. f(x) = f(z1,...

,zy) die unabhéngige Grofle ¢ = (x4, ..
., xn +dxy), so verindert sich die abhiingige Grofie

,xn ). Ferner

'7xN)
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Beispiel:

Flécheninhalt f eines Rechtecks mit der Seitenldnge
x1 und x5. Die Fliache ist beschrieben durch

f(xla 332) = T1T2

df( )
Hauptflachenanderung Lo . .
Bei Anderung der Seitenléinge um dx = (dz1, dzs)

gilt:

0
(9, zg)dler—f (29, 29)dxy = 25dx, +20dxy

of
0 .0y _
df(x1,$2) - axl 8$2

— Fiir kleine dxq,drs entspricht das dem Hauptteil
4 xprxg der Gesamtflichendnderung.

Beispiel (Cobb-Douglas-Funktion): f(x1,x2) = Ax’f:rg, A>0, 0<a,fB<1

0 0 _ o B
df (x1, 22) = a—xfl(atl,xg) dry + a—;;(xl,xg) dxo = (Aax la:g)dxl + (Axf ﬁxg 1)d1;2

_ a—1_§8 —Apag,B—1
=Aax]” x5 =Ax{ B,

"totales Differential der Cobb-Douglas-Funktion”
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4.4 Nichtlineare Optimierung

4.4.1 Lokale Extrema von Funktionen

Essei f : D — R eine Funktion, D C RY, f(z) = f(z1,...,7xn), zweimal total differenzierbar. Ferner
sei Y= y(ylvayN) €D

U(y)={x€D||z;i—yi| <e, i=1,...,N} 7e¢— Umgebung von y”

Definition: y = y(x1,...,yn) € D heifit relatives Maximum (Minimum) fir f: D — R, falls

f) <fly) (fl@)> fly) fir veUly), z#y

gilt fiir € > 0 hinreichend klein.

Charakterisierung von relativen Extrema y mit Hilfe der Ableitung

Bekannt: An einem solchen Punkt y = (y1,...,yn~) € D muss der Tangentialraum T, (f) horizontal
sein. Ty (f) hat die Darstellung

N of
Ty(f) = § (@) = (o1 conv) [o = F) + 0 5@ =) o
i=1

Horizontal heifit: v ist konstant, d.h. %(y) =0, i=1,...,N

Notwendige Bedingung fiir relatives Extremum

of
(%ci

Vfy)=0 (y)=0, i=1,...,N

Ob dann ein relatives Minimum, ein relatives Maximum oder ein Sattelpunkt vorliegt, muss sich an
der zweiten Ableitung, d.h. an der Hesse-Matrix V2f(y) € RV*N entscheiden.

Fiir allgemeines N kénnen wir dieses Kriterium noch nicht verstehen, da uns einige Kenntnisse iiber
Matrizen fehlen. Fiir N = 2, z = (z1, z2) gilt:

Hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema

y = (y1,y2) € D C R? ist rel. Maximum [Minimum] fiir f = f(x1,z2), falls

of B of _
aixl(yI’QQ) _07 81’2 (ylayQ) =0
und 82f
m(yhyz) <0 [>0]
sowie 82f 82f 82f 82f
@(yl,w) : @(ylﬂh) - m(yhm) : m(yhm) >0 [>0]
1 2
Bemerkung: Der Term
0% f 0% f 0% f 0% f 5
Tx%(yl,yﬂ : 673%(3/1,112) - M(yl,yz) : m(th) = det(V=f(y1,2))
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ist auch als Determinante det(V?2f(y1,92)) der Hesse-Matrix V2 f(y1,y2) bekannt. Ist diese Determi-
nante kleiner Null, so liegt ein Sattelpunkt vor.

Beispiel 1: Sei f: R?2 = R, f(z1,72) = 2} + 23 — 2179 + 23

Bestimme die lokalen Minima und Maxima von f.

of

(9x1
Nullstellen des Gradienten von V f(z1, z2):

(z1,72) = 327 + 221 — 2, ——(T1,72) = —x1 + 229

3x2

0:3:6%4-2:1:1—302

= 1 =29 To =
0= —x1 + 229 ’

1
2721

Einsetzen in 1. Gleichung;: 31% + 211 — 10 = 3x% + 2z — %xl =x1(3z1 + %) =0

= w1 =0, 3$1+%=0 = I =-

= 22=0, xzy=-—

N[ =

N

= Z=(0,0) und & = (—3,—1) sind mégliche relative Extrema.

Uberpriifung der hinreichenden Bedingungen:

2
g—m’g(ml,xg) = 8%1(31‘% + 2z —x9) =621 +2

2 2
%(ml,m) =-1= %(ml,@) (Satz von Schwarz)
2

o)
Txé(xl,xg) =2

= V2/(z) = V2£(0,0) = (_21 ‘21> V(@) = VRS (—;—D = (j _21>
Fiir 7 = (0,0) gilt

oy

2
Ox3

0% f
(030) : aix%(oao) -

D*f 0,0) - D*f
0x10z9 022011

det(VZ2£(0,0)) = (0,0)=2-2—(-1)*=3>0

210,00=2>0 = z=(0,0) ist lokales Minimum von f.
1

Fiir & = (—%, —i) finden wir

11\ _&f( 1 1\&#f[( 1 1 °f (1 1\\ _ _
et (v (~3-3) ) = 5t (-23) 7t (23) (g (23)) = w2 =s<0

Also ist & = (—%, —%) ein Sattelpunkt von f.
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Beispiel 2: Die Regressionsgerade

Es seien Messdaten (z;,y;), Jj=1,...,m gegeben.

Vs s o So ] Gesucht ist eine Gerade y = ax + b mit Stei-
- ) ymaxh | gung a und Achsenabschnitt b, welche die Daten
) Regressionsgerade (xja yj)7 J = 17 ..., MM SO gU-t Wie mOghCh appro-
Y33 1 ximiert.
v, 2 L IO ] Ideal wére: y; = ax; +b, j=1,...,m.

A Dies ist im allgemeinen nicht zu erwarten.
Vi1 |

F A

w1 y1—ary —b

Bilde den Vektor der Differenzen 1w = ; =

Wm ym_axm_b

Idee: Versuche die Euklidnorm [[wl2 bzw. besser [|w[|3 = Y w? moglichst klein zu machen.
j=1
Setze f(a,b) = 1+ 3 w? = £ > (y; — az; — b)* und suche @ und b derart, dass f dort ein lokales
j=1 j=1
Minimum hat. Die notwendigen Bedingungen fiir ein lokales Minimum lauten

% (a,b)=0, SL(ab)=0.

Berechne die partiellen Ableitungen und finde

m m m m 1

%(a,b) = % > 2y —axj; —b)(—x;) = > —xy; + (Z z?) a—+ (Z :L‘j> b=0
j=1 j=1 j=1 j=1

af 1 m m m m m m '

5(a,0) =352 2y; —ax; —b)(=1) =3  —y; + | i Ja+b == y;+ |2z |atbm=0
j=1 j=1 =1 j=1 j=1 j=1

= ijyj:(ZQC?)a‘f'(Z%‘)b» Zyj=<2xj>a+bm.

j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

(gﬁlijj)m* gﬁlyj'gﬁlfj _ (-iyi'§11§7§1I-7y-j'§:1m-7>
Ausrechnen der Losung liefert: a = ~= — b= —> 5 =
2
~ S s a optimale Steigung
mit D=m- Y 25— | Y x; @ opu _ )
=1 j=1 b optimaler Achsenabschnitt der Regressionsgerade

Dabei lisst sich zeigen: D > 0, falls x; # z; fiir i # j, 4,5 € {1,...,m}
Ferner kann man zeigen, dass (a, b) ein lokales Minimum ist.
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4.4.2 Taylorpolynom 1-Ordnung in N Variablen

Sei f: D — R, DCRY differenzierbar. Es sei 2° = (29,...,2%) € D

0 13}
Bekannt: Tyo(f) = {(x1,...,25,v)| v = f(2°) + —f(xo)(xl -2+ + i(xo)(xN —2%)}
Ox; Oz N
q(z)
q(x) ist ein Polynom 1-ten Grades in x = (z1,...,zy). Es erfiillt
q(2%) = f(2°)
ggi(xl,...,:rN):gi(x?,...7m9v), i=1,...,N
FL(a’) = FL(a%), i=1,...,N

Fiir q und f stimmen bei 2° der Funktionswert, und alle partiellen Ableitungen 1-ter Ordnung iiberein.

q() ist somit das Taylorpolynom p; (x, ") erster Ordnung zu f bei 2 in N-Variablen, d.h.

Beispiel: f(z1,22) = exp(z1 + 22) — 2r125  differenzierbar, 2% = (—1,1) Entwicklungspunkt.

Berechnung von p;(z,2°):  f(=1,1) =exp(0) —2(-1)-13=1+2=3

%(Z‘l,ﬂfz) = exp(z1 + x2) — 223 aa—mfl(—l, 1) =exp(0) —2 = -1

%(%7%2) = exp(z1 + x2) — 62173 597];(—17 1) = exp(0) = 6(-1)- 1> =7

= pl((xl,xg), (—]., 1)) =3 - (xl - (—1)) + 7(.’E2 - ].) =3 - (.’El + ].) + 7(1’2 - ].)

Zusammenhang mit dem totalen Differential:

Es sei dz = (dx1,...,dzN). Berechne
N of
pr(a® +dz,a®) = fa®)+ ) g(xo)(x? +dz; — a?)
i=1 "
N of
= [+ Z %(IO) de; = f(2°) + df (2°).
i=1 "
Also folgt
df(xo) = pl(zo + d;E,fEO) - f(‘ro)a

d.h. veréindert man ausgehend von z° die unabhingige Gréfie um dx, so dndert sich die abhiingige
GroBe in 1-ter Niherung um df (z°).

4.4.3 Lokale Extrema unter Nebenbedingungen

Seien f: D - R, g: D — R, D Cc R¥ differenzierbare Funktionen.

Problem: Maximiere / Minimiere f(z) = f(x1,...,%y), * € D unter der Nebenbedingung g(z) =
g(x1,...,xn) =0.

Setze Z = {x € D| g(z) =0} ”Menge der zuléssigen Punkte”

o7



Differentialrechnung in N Variablen 58

Die Punkte = € Z erfiillen die Nebenbedingen g(x) = 0 nach Definition. Gesucht ist also ein Maximum
/ Minimum von f auf der Menge Z der zuldssigen Punkte.

Beispiel (Produktionsvolumen):

Fiir die Herstellung eines bestimmten Artikels des Produktionsvolumens f sind die Kosten per Ein-
heit proportional zur aufgewendeten Arbeit x1, zur Menge des verwendeten Materials zo und zu den
Betriebskosten x3 der Maschinen.

f~axixoxs, dh. f(x1, 29, 23) = Kxjxoxs, D ={(x1,22,23)|2; >0,i=1,2,3}

Die Kosten fiir Arbeitseinheit, Material und Maschinenbetrieb stehen im Verhéltnis 3:2:1 und sind
monatlich auf die Summe s = 3000 festgelegt, d.h. es gilt: g(z1, 2, z3) = 3000 — 321 — 2z9 — lzzg =0

Gesucht ist ein lokales Maximum des Produktionsvolumens f in
Z ={(x1,x2,23) € D| 3000 — 3z; — 225 — x5 = 0}
bzw. ein lokales Maximum von f unter der Nebenbedingung g(x) = g(z1, 2, x3) = 0.

Losung des Problems durch Elimination einer Variablen:

Lose g(x1,z2,23) = 0 nach z3 auf und finde x5 = 3000 — 3z — 229 = (1, z2).
Setze dann  h(z1,22) = f(x1, 22, (x1,22)) = Kxz1xo - (3000 — 321 — 222) und suche ein lokales

T3
Maximum (21, x2), x1,x2 > 0 fiir h. Ist 23 = @(x1, 22) > 0, so ist dies eine Losung des Ausgangspro-
blems. Notwendig hierfiir ist 0 = g—;’i(xl, x9), i=1,2.

P (21, w9) = Kaa(3000 — 3z1 — 215) + Kx129(—3) = K22(3000 — 321 — 225 — 371) = K25(3000 — 621 — 222) = 0

QJ‘Q)
=
ak
=
N
N—
|
8
ak
—~
w
o
o
e}
|
w
8
ak
|
[\
=
N
S~—"
+
8
i
]
)
|
\)
S~—"
I
8
ik
—~
w
o
=
e}
|
w
8
ak
|
[N}
=
)
|
[N}
)
N
N~—
Il
&
i
‘w
)}
e
(e}
|
w
&
i
|
.
=
N
N~—
Il

=0

Wegen z1,x2 > 0 folgt: 3000 — 6z — 222 =0
3000 — 3z1 — 4z =0 [(—=2)= —6000+ 6x1 +8x2 =0

= —3000 + 6z =0

= 25 ="500, z =1%°
Ferner gilt
1000 1000
x3 = p(r1,T2) = ¢ (3,500) = 3000 — 3 - 5 - 2500 = 1000 > 0.

Erhalte die Losung (Z1, 2, Z3) = (%2, 5000, 1000) .
Wert der Zielfunktion f(Z1, %, Z3) = K - 192500 - 1000 = 3K - 10°

Es lisst sich zeigen, dass (T, T2, Z3) tatséchlich ein lokales Maximum von f unter der Nebenbedingung
g = 0 ist.

4.4.4 Der Ansatz von Lagrange
Herleitung: In Anlehnung an das Beispiel aus 4.4.3 betrachten wir die folgende Situation.

Es scien f(z) = f(2122,23), g(x) = g(z1,22,33), f,9 : D — R gegeben mit g(z1,a2,3) = 0 genau
dann, wenn z3 = ¢(x1,x2) analog zu unserem Beispiel.

Betrachte h(z1, z2) = f(z1, 22, o(21,T2)) < Max. mit g(x1, z2, o(x1,22)) =0

Notwendig fiir ein lokales Extremum:
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fé) 9 3
0= %(xl,@) = a%l(f(fl,xz,@(xl,@))) = Txfl(‘rhx%@(xhl?)) + Tg(m,t’lﬂz,sﬂ(%»@)) : Ti(fﬁ,xz)
+ 2L

) 2
0= (21,22) = 52 (f(w1, w2, 0(1,72))) = 2L (21, 22, 0(21, 72)) + H2L (1, w2, (21, 22)) - FE (w1, 22)
Moéchte die Terme g—;(xl, x2), ©=1,2 durch f und g ausdriicken.
Differenziere dazu g(x1,x2, p(z1,22)) = 0 nach z;, i = 1,2, finde
8858 (1'1,172,(,0(171,£E2))—|— 6@ ($1,$27§0($1,$2)) gx (131,{E2) 07 1= 1,2,

)

und 16se dies nach Tf’ 1=1,2 auf

&p 73079(‘%17%2,90(39171'2)) R
(71, m2) = —5 , 1=1,2.
8:01‘ azg3 (x13$2780($17x2))

Einsetzen in obige Gleichungen liefert

_7(731 zo,0(x1,22))

9 0
mfl (71,2, (71, 72)) + 87;;(361,372, o(w1,22)) - ag (e1,02,0(x1,22)) =0
5} ) 2 (z1,22,p(21,22))
Tai(xlax27¢(-rlax2)) + 075);(1'17-%'2) ‘F’(xl’m?)) Z(x17x27¢(9¢17w2)) 0
'3
— (@102, 0(1,2)) of
Setze \ = 5 = 873(:01,:52,@(331,1'2))+)\3T (:L‘l,xQ,SO(l’l,JZQ)) =0.

T&(II,TQ,W(xlyxZ))

Dann erhalten wir B B
azfl (T1, 22, (21, 22)) + Azt (21, T2, (21, 22)) =

0
L (w1, 2, 0(21,72)) + AL (w1, 02, (21, 22)) = 0

g(x1, T2, (71, 22)) = 0

Setze x3 wieder zuriick, d.h. z3 = p(z1,22) und erhalte die Gleichungen

0 0 .
8;“‘(‘%1735271'3)4»)"%(xlax%x?)):0 1:172733 g(a:l,zg,xg):& (*)

Dies sind 4 Gleichungen fiir 4 Unbekannte x1, o, T3, A.

Losungsmethode:

Definiere die Funktion
L(xy, 22,23, \) = f(@1,22,23) + Ag(x1, 2, 23).

L heifit ”"Lagrange-Funktion” und A ”Lagrange-Multiplikator”.
Dann ist unser Gleichungssystem (x) dquivalent zu

%(901,9?2,333,)\) = %(3}1,1‘2,333) +)\§—wgi(a:1,x2,x3) L 0, 1=1,2,3
!
%(mlu‘rQ?xSv)‘) =g(x1,22,23) =0
d.h. VL(.ThLBQ,!L‘g, )\) =0.

Beachte: Dieser Ansatz benétigt keine auflosende Funktion ¢. Lésungen von VL(z1, 9,3, \) = 0.
heiflen stationdre Punkte der Lagrange-Funktion.

Beispiel (Produktionsvolumen): Setze die Lagrangefunktion

L(Z‘l,xz,.ﬁgﬁ )\) = Kxix023 + )\(3000 —3x1 — 229 — 31‘3), r1,29,23 >0, A € R.
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Die notwendigen Bedingungen lauten dann

%(xl’x% 23, A) = Koxz + A(=3) = Kwaws — 3\ 20 (1)
BL (21,02, 33,\) = Kozg + A(=2) = Kzizs =20 =0 (2)
2L (31, 20,29, ) = Kayy + A(-1) = Koz = A 20 (3)
(01,2, 70, 0) = 3000 — 1 — 20 — 5 0 @

Zur Losung des Gleichungssystems (1)-(4) ist Intuition gefragt, da jedes Beispiel ein bisschen anders
ist.

Finde A = Kzy25 aus (3) und z3 = 3000 — 3z1 — 2z2 aus (4).
Einsetzen in (1),(2) liefert:

Kx5(3000 — 321 — 225) —3Kxz120 =0 | : Kzo& Kx1(3000 — 3zy — 229) — 2K2120 =0 | : K2y

3000 — 3I1 — 2172 — 31‘1 3000 — 3931 — 21‘2 — 2:172

= 3000 — 61 — 229 =0 = 3000 — 3z1 —4x2 =0 (5)
Lose (5) und finde: 7; = %, Z9 = 500 ”stationdre Punkte der Lagrange-Funktion”
= T3=3000-3-190 —2.500=1000, A=KzT, =K% 500=3K10°.

(Z1,Zo,73) und X sind stationdre Punkte der Lagrange-Funktion, d.h. erfiillen die notwendigen Be-
dingungen fiir ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung. Weitere Untersuchungen sind notig,
um festzustellen, ob tatséichlich ein lokales Maximum unter Nebenbedingung vorliegt.

Der allgemeine Fall von N-Variablen

Problem: Gegeben seien f: D — R, g: D — R, D C RV differenzierbar

Gesucht: f(z) = f(x1,...,2N) < Min / Max
unter der Nebenbedingung g(x) = g(z1,...,2n) =0

Losung mit dem Ansatz von Lagrange: Setze hier die Lagrange-Funktion

L(z1,...,zNn,A) = f(a1,...,zn) + Ag(21, ..., 2N), (21,...,z2n) € D, AER

Notwendige Bedingungen fiir lokale Extrema unter einer Nebenbedingung

%(1‘1,...,561\/,/\)2 g—i(xl,...,a:N)—|—/\aa,—i(x1,...,x1v):O t1=1,...,N
g—i(xl,...,x]v,/\):g(a:l,...,xN)zO

Dies sind (N +1)-Gleichungen fiir (N +1)-Unbekannte 1, ...,2zy und A. Die Losungen dieses Systems
sind wieder stationédre Punkte der Lagrange-Funktion L.

Beispiel:

f(xh...,xN):xlxg-...-a:N;MaX (Zielfunktion) D={zeR"|z;>0i=1,...,N}
N

g(z1,...,an) =Y 22 —1=|z]3—-1=0 (Nebenbedingung)
i=1

Die Nebenbedingung g(x1,...,xn) beschreibt die Oberfliche der Kugel mit Radius 1 um den Ur-
sprung. Gesucht ist also ein Maximum von f auf dem positiven Oktanden der Kugeloberflache.

N
Lagrange-Funktion: L(zq,...,2n,A) =21 ... 2Ny + A <Z x? — 1> z;>0,i=1,...,N, A eR
i=1

Die notwendige Bedingungen lauten
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gTLl(acl,...,wN,)\):xgxgo..uacNJr)\Q:cléO (1)
g—é(xl,...,m\/,)\):xlmg-...-xN—i-)\sz;O (2)
!
%(xl,...,xm)\):x1x2~...~xN,1+)\2xNi0 (N)
N
I (zy,. .o, A) = S a2 —120 (N +1)

i=1

Multipliziere die Gleichung (i) mit z; firi=1,..., N

T1To Ty +A-208 =0 (1)
T1To ... Ty +A-22%, =0 (N')

N
Addiere (1')-(N"): N(xz12zo-...-zN)+ 2)\Zx2 =

=1
= Nzixo-...-xy +2X2=0 = )\:%wm “IN
Setze in (1) ein: x1~...-xN+2/\x%:a:l-...-xN—|—2(%)xln..-x[\;-x%:xl-..majN(l—Nx%):O
—_———
>0
= 1-Na?2=0 <« %zx% & xlz\/—lﬁ>0

Beachte: 21 = \;—% < 0 ist nicht zuléssig !

Fiir die Variablen za, ..., xy folgt analog: (1 — N2?) =0 = z; = = i=2,...,N.

Fiir den Lagrange-Multiplikator A findet man

—-N =N L\ -Npn-& —1 =41
)\:Txl""'xN:T<ﬁ> :TN 2:7]\[2
. _ _ _ 3 _N
= Losung::1c=(961,...,:101\f):(ﬁ,...,ﬁ)7 A=—IN-=2+L
Die Funktion f(z) = 1 ... zy nimmt auf der Kugeloberfliiche an der Stelle z = (ﬁ, ceey ﬁ) ein

lokales Extremum an.

Ausblick: Mehrere Nebenbedingungen

Im allgemeinen ist die Anzahl der Nebenbedingungen nicht auf eine limitiert. Viele Probleme in den
Wirtschafts- und Naturwissenschaften werden Optimierungsaufgaben mit mehreren Nebenbedingun-
gen beschrieben.

Problem: Gegeben seien f: D — R, ¢g;: D =R, DCRY,i=1,...,1,1 < N differenzierbar
Gesucht: f(z) = f(z1,...,2N) = Min / Max
unter den Nebenbedingungen g;(z) = g;(z1,...,2nx) =0,i=1,...,1.
Setze hier Z = {z € D| g;(x) =0, i =1,...,1} ”Menge der zuldssigen Punkte”

Die Punkte z € Z erfiillen die Nebenbedingen g;(z) =0, ¢ = 1,...,l nach Definition. Gesucht ist also
wieder ein Maximum / Minimum von f auf der Menge Z der zuléssigen Punkte.
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Der Ansatz von Lagrange ist auch auf diesen Fall erweiterbar. Man modifiziert hier die Lagrangefunk-
tion zu

L(zy,...,zN, A1, N) = f(z1,...,zn) F Mgi(zr, - 2n) + oo+ g2, -, 2N)

l
= f(x1,...,2N) +Z/\igi(-731,---7$N)-
i=1

Die notwendigen Bedingungen fiir ein lokales Extremum von f unter den Nebenbedingungen g;(x) = 0,
i=1,...,1 lauten:
oL oL

L EN AL A) =0 =1, N, i an AL A =0, =1,
813i(x17 y TNy AL, ) l) ) 1 5 6)\j(1'1 TN, A1 l) i

Dies sind (N+1)-Gleichungen fiir (N+1)-Unbekannte.

Bemerkung: Im Fall mehrerer Nebenbedingungen muss auf die explizite Struktur der Nebenbedingun-
gen geachtet werden.

Beispiel 1: Sei

g1(x1,20,23) = w1 —229—(1/2)z3 = 0,
0.

gQ(Il,.Ig,l’g) = 761‘1 + 12582 + 3I3

In diesem Fall gilt —6¢1 (1, 2, x3) = g2(x1, 22, 23), d.h. ist g1 (21, x2, 23) = 0 erfiillt, so ist automatisch
auch go(x1,x2,x3) = 0. Also hat man nur eine echte Nebenbedingung.

Beispiel 2: Sei

gi(z1,22,23) = x1 — 223 — (1/2)25 = 0,
gg(&?l,l‘g,l‘g) = —6zx1+ 1229 +323—1 = 0.

Hier widersprechen sich die beiden Nebenbedingungen, denn aus g (21, 2, 23) = 0 folgt direkt go(z1, 22, 23) =
—6¢1 (21,22, 23) —1 = —1 # 0. Somit folgt

z = {($1,$27$3) € R3| 91($1,$2,9€3) = 92($1,$2,9€3) = 0} =10

und das Optimierungsproblem ist nicht korrekt gestellt.
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