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Aufgabe 1: Sei K € {R, C}. Seien V und W normierte K-Vektorraume.
Sei W vollsténdig. Zeigen Sie, dafl auch der normierte Raum L£(V, W)
der (stetigen) Operatoren von V' nach W vollsténdig ist.

Anleitung: Sei (A )nen eine Cauchy-Folge in L(V, W). Zeige, dal auch (|| An||)neny und (Anx)pnen
fiir jedes € V Cauchy-Folgen sind. Definiere ¢ := limp— o ||An|| und Az := limp— o0 Anz fiir
x € V. Zeige, daBl A eine lineare Abbildung ist mit ||Az|| < ¢||z|| fiir © € V. Folgere A € L(V,W).
Zeige nun limp—oo An, = A wie folgt: Sei € > 0. Widhle N € N mit [|[Apm — Anl| < % fiir al-
le myn > N. Sei x € V mit z # 0. Wahle m > N mit [|Az — Amz|| < §llz||. Es gilt nun
1A = An)@)]| < 42 — Amall + [ Am — Anll2]) < ellz] fir alle n > N,

Aufgabe 2: Sei V' der R-Vektorraum der konvergenten reellen Folgen,
also V' = {(an)nen | lim, o a, existiert in R} ausgestattet mit der
durch ||(an)nen||co := sup{jan| | n € N} definierten Norm.

(a) Finden Sie méglichst explizit einen metrischen Raum X # () und
einen isometrischen Isomorphismus ® : V — C% X, R), wobei
C’(X,R) den R-Vektorraum der beschrinkten stetigen Funktionen
auf X ausgestattet mit der Supremumsnorm bezeichne.

(b) Folgern Sie aus (a), dafl V' ein Banachraum ist. Benutzen Sie da-

zu Aufgabe 6.2 aus der Analysis II, in der bewiesen wurde, daf}
C*(X,R) ein Banachraum ist.

Aufgabe 3: Wie in Aufgabe 2 auf Blatt 9 bezeichne R™ den R-
Vektorraum aller reellen Folgen mit endlichem Tréiger. Bezeichne e/
(7 € N) die reelle Folge definiert durch egj) :=0;; (1 € N), wobei §;; :=1
und 0;; := 0 fiir 7 # j.
(a) Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabe 2 auf Blatt 9, da8
(R - RN ¢ (p(eV))) ey ein Isomorphismus ist.
Wir machen R®™ zu einem normierten Raum vermége der Norm ||. ||«
aus Aufgabe 2. Weiter bezeichne ¢'(N) C RN den R-Vektorraum der
reellen Folgen (a,)neny mit Y oo la,| < co. Wir definieren auf ¢'(N)
eine Funktion [|.|[; : ¢/(N) — R durch |[(an)nenll1 := D neg @l
(b) Sei p € (RM)*, Zeigen Sie p € (RM) = &(p) € (}(N).
(c) Es bezeichne ¥ : (R™)" — ¢1(N) die bijektive Einschrankung von
@ auf (RMY. Zeigen Sie |¢|| = || ¥(p)]; fiir alle p € (RO,
(d) Folgern Sie aus (c), daB ||.||; eine Norm auf ¢!(N) ist.
(e) Folgern Sie aus (c) weiter, daf £!(N) ein Banachraum ist.

Zweite Klausur am Dienstag, den 25. Juli, von 10 bis 12 Uhr. Anmeldung ist unbedingt erfor-
derlich und erfolgt am 3./4. Juli oder spitestens am 10./11. Juli in den Ubungsgruppen.

Abgabe bis Freitag, den 7. Juli, vor Beginn der Vorlesung.



