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Losungsvorschlag zur Aufgabe 1: (a) Eine Abbildung f:V — W
ist per Definition genau dann linear, wenn fiir alle v,w € V und A € K
gilt f(v+w) = f(v)+ f(w) und f(Av) = Af(v).

(b) Um eine lineare Abbildung f : V' — W mit Hilfe einer Matrix
darzustellen, braucht man zunéchst Basen v = (vq,...,v,) von V und
w = (wy,...,w,) von W. Die Matrix A, die f beziiglich v und to
darstellt, hat m Zeilen und n Spalten und ihre Eintridge sind aus dem
Korper K. In der j-ten Spalte stehen die Koordinaten von f(v;) be-
ziiglich to. Ist v € V gegeben, so erhélt man den Koordinatenvektor
von f(v) beziiglich w, indem man A mit dem Koordinatenvektor von
v beziiglich v multipliziert.

Losungsvorschlag zur Aufgabe 2: (a) (%) ist 1osbar genau dann,
wenn b im Bild von f liegt.

(b) Die fragliche Bedingung besagt, dafl A und (A b) denselben Rang
haben. Wir zeigen die Aquivalenz zur Losbarkeit der Gleichung (*):

Sei zunéchst (%) losbar. Dann ist b eine Linearkombination der Spal-
ten von A. Also ist der Spaltenraum von (A b) gleich dem Spaltenraum
A. Insbesondere stimmen die Dimensionen dieser beiden Spaltenrdume
iiberein, also die (Spalten-)Rénge von A und (A b).

Umgekehrt seien die Rénge von A und von (A b) gleich. Der Spal-
tenraum U von A ist dann ein Unterraum des (natiirlich endlichdimen-
sionalen) Spaltenraums W von (A b) mit dim(U) = dim(WW). Damit
gilt b € W = U. Somit ist b eine Linearkombination der Spalten von
A, womit (x) l6sbar ist.

(c) Die Gleichung () ist universell 16sbar genau dann, wenn f sur-
jektiv ist.

(d) Eine Matrix A, fiir die (*) universell 16sbar ist, gibt es genau
dann, wenn m < n. Wegen (c) mufl man dazu nur zeigen, daf es eine
surjektive lineare Abbildung f : K™ — K™ genau dann gibt, wenn
m < n. Dies ist aber klar: Da das Bild von f hochstens die Dimension
n hat, kann fiir m > n f nicht surjektiv sein. Ist m < n, so kann
man umgekehrt eine surjektive lineare Abbildung f definieren, indem
man Basen v = (vy,...,v,) und w = (wy, ..., w,) definiert und f zum
Beispiel festlegt durch v; +— w; fir i € {1,...,m} und v; — 0 fiir
ie{m+1,...,n}.

Losungsvorschlag zur Aufgabe 3: Die Matrix A ist symmetrisch
und daher nach Vorlesung diagonalisierbar.

Das charakteristische Polynom der Matrix B ist (1-7)(4—T)—6 =
T? — 5T — 2. Wegen (—5)* — 4(—2) = 25+ 8 > 0 hat dieses Polynom
zwei verschiedene reelle Nullstellen. Es zerféllt also und die Vielfachheit



der Eigenwerte ist jeweils gleich der Dimension des zugehorigen Eigen-
raums (denn diese Vielfachheit ist in diesem Fall ja 1 und allgemein
immer grofler oder gleich dieser Dimension). Damit ist das Kriterium
fiir Diagonalisierbarkeit aus der Vorlesung erfiillt. B ist also diagonali-
sierbar.

Die Matrix C' ist keine Diagonalmatrix und andererseits aber in
Jordanscher Normalform. Damit kann sie nicht diagonalisierbar sein.
Denn sonst gébe es zwei Matrizen in Jordanscher Normalform (ném-
lich C' und eine zu C' &hnliche Diagonalmatrix), die dhnlich sind, und
von denen eine zwei und eine drei Jordankéstchen hat. Dies ist nicht
moglich, da die Jordansche Normalform bis auf Permutierung der Jor-
dankéstchen eindeutig ist.

Losungsvorschlag zur Aufgabe 4: (a) Da A symmetrisch ist, ist A
diagonalisierbar.

(b) Der Rang von A ist offensichtlich 1, da die erste Zeile den Zei-
lenraum aufspannt (und nicht null ist).

(c) Die Spur ist offensichtlich 6 und die Determinante 0, da die Matrix
A eine Nullzeile enthilt.

(d) Nach (a) ist A dhnlich zu einer Diagonalmatrix D. Seien Ay, ..., A5
die Diagonaleintrige von D. Im Folgenden benutzen wir, dafl das cha-
rakteristische Polynom (insbesondere Spur, Determinante und Eigen-
werte) sowie der Rang fiir A und fiir D dieselben sind (denn all diese
Begriffe sind laut Vorlesung invariant unter Ahnlichkeit). Da A (und
daher also auch D) nach (b) den Rang 1 hat, gilt nach eventueller Um-
numerierung der \;, dafl Ay = A3 = A\y = A5 = 0. Die Spur von A
(oder von D) ist daher gleich Ay, womit aus (c) folgt A\; = 6. Da D
eine Diagonalmatrix ist, kann man daraus sofort das charakteristische
Polynom von D ablesen: (6 — T)(—=T)* = —T° + 6T*. Die Eigenwerte
von A sind also 6 (einfach) und 0 (fiinffach).

(e) Das charakteristische Polynom von A ist gleich dem von D, also
nach (d) gleich —7° + 67

Losungsvorschlag zur Aufgabe 5: Wir konnen A durch eine Matrix
auswechseln, die zu A &dhnlich ist, ohne das charakteristische Polynom
zu dndern. Wir kénnen daher annehmen, daf§ A in der reellen Normal-
form fiir orthogonale Matrizen vorliegt. Géabe es kein 2 x 2-Drehkéstchen
in A, so wire A eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintrigen +1. Da A
eine 3 x 3-Matrix ist, konnte dann aber die Spur unmdéglich 0 sein. Somit
muBl A ein 2 x 2-Drehkéstchen beinhalten, ist also ohne Einschrénkung
von der Form
+61 0 0
A= 0 cosa —sina
0 sina cosa

fir ein 0 € {—1,1} und ein o € R. Offensichtlich gilt § = det A = 1 und
1+ 2cos(a) = trA = 0, also cos(a) = —3. Fiir das charakteristische



Polynom von A erhélt man nun
(1 —=T)((cosa — T)? + (sina)?) = (1 = T)(T? — 2(cos )T + 1)
=(1-T)T*+T+1)=-T%+1.

Lésungsvorschlag zur Aufgabe 6: Es gilt 76 —T° = T°(1 —T). Die
Eigenwerte von A sind also 0 (fiinffach) und 1 (einfach). Also gibt es
eine Jordansche Normalform J von A, deren Diagonaleintréige nachein-
ander 1,0,0,0,0,0 lauten. Es gibt also ein Jordankéstchen der Grofie
1. Da A (und damit J) laut Voraussetzung den Rang 2 hat, muf of-
fensichtlich (Rang kann man aus Zeilenstufenform ablesen!) in J genau
einmal eine Eins unterhalb der Diagonale auftauchen. Folglich gibt es
zum Eigenwert 0 genau ein Jordankéstchen der Gréfle 2 und 3 Jordan-
késtchen der Grofle 1, also etwa

100000
000O0O0O
J=101 0 0 0 0
000O0O0O
000O0O0O0

Losungsvorschlag zur Aufgabe 7: Nach dem Kriterium aus der
Vorlesung ist A positiv definit, denn

6 2 2
det {2 4 6 | =240+24+424 —16 — 216 — 40 > 0,
2 6 10

det (g i) >0 und det(6) > 0.
Losungsvorschlag zur Aufgabe 8: (a) Nach Vorlesung ist jeder eu-
klidische Integritéitsring ein Hauptidealbereich und jeder Hauptidealbe-
reich faktoriell. Nun ist aber ein Polynomring in einer Variablen iiber
einem Korper euklidisch (wegen der Moglichkeit der Polynomdivision
mit Rest).

(b) Das Polynom p; = (X? + X +1)(X? — X + 1) ist reduzibel iiber
R (das heiit, in R[X]).

Das quadratische Polynom py hat keine reelle Nullstelle und ist daher
irreduzibel iiber R.

Wire das Polynom ps reduzibel iiber @, so miifite es eine rationale
Nullstelle haben (denn es kann ja als kubisches Polynom nur entweder
in drei Linearfaktoren oder einen irreduziblen quadratischen und einen
Linearfaktor zerfallen, und in beiden Féllen liefert der Linearfaktor ei-
ne Nullstelle). Gébe es aber p,q € Z mit ¢ # 0 und pg(%’) = 0, so folgte
p® = 2¢3. Nun ist aber Z ein faktorieller Ring, und — modulo 3 gerech-
net — kommt 2 einmal in der Primfaktorzerlegung der rechten Seite,
aber nullmal in der Primfaktorzerlegung der linken Seite der Gleichung



p® = 2¢> vor. Dies wire ein Widerspruch. Also ist ps irreduzibel iiber
Q.
Das Polynom py =Y - X — 1 ist linear (das heifit, vom Grad 1) iiber
R(Y) und damit automatisch irreduzibel.

Losungsvorschlag zur Aufgabe 8: (a) Nach Vorlesung sind die K-
linearen Abbildungen f : K" — K™ genau die Abbildungen x —
Azx mit A € Mg (m,n). Angewendet auf den Spezialfall m = n = 1
heifit das, dafl die K-linearen Abbildungen f : K — K genau die
,2Multiplikationsabbildungen® K — K, z + ax mit a € K sind.

(b) Die konstante Abbildung K — K, x +— 1 ist sicher nicht K-linear,
da sie 0 nicht auf 0 abbildet.

(c) Es gibt dann genausoviele Abbildungen, wie es m x n-Matrizen
iitber K gibt, also ¢™".

Losungsvorschlag zur Aufgabe 10: Im Folgenden schreiben wir
la] := a + I fiir die Restklasse von @ modulo I (a € A). Zu zeigen
ist die Unabhéngigkeit von [ab] von der Wahl der Vertreter a und b
der Restklassen [a] und [b]. Seien also a,b,a’,t’ € A mit [a] = [a/] und
[b] = [V]. Zu zeigen ist [ab] = [a'], das heifit ab — o'V’ € I. Nun gilt
aber ab—a't = ab—ab/+ab' —a't = a(b—b')+(a—a" )V € al +V'1 C I,
dab—0,a—a €I und I ein Ideal ist.

Losungsvorschlag zur Aufgabe 11: Die Stetigkeit einer linearen
Abbildung zwischen zwei normierten Vektorrdumen ist nach Vorlesung
aquivalent zur Beschranktheit auf der Einheitskugel. In unserem Fall
suchen wir eine Norm auf F und haben schon den Absolutbetrag als
Norm auf R = R!.

(a) Statte E mit der durch

If1] == supf{[f(2)[ |z € [0,1]}  (f € E)
gegebenen Supremumsnorm aus. Ist dann f € E mit ||f|| < 1, so gilt

(NI =1£0)] < [If]] < 1. Also ist ¢ stetig.
(b) Statte E' zum Beispiel aus mit der durch

1
= [ 1s@ls (7B
gegebenen Norm. Definiere f, € E fiir £ € N durch
fe:[0,1] =R, z+ (k4 1)(1 — )"
Dann gilt || fx|]| = 1, aber |fx(0)| = k£ + 1. Also ist ¢ nicht stetig.



