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Feuille d’exercices 1

ANNEAUX COMMUTATIFS, IDEAUX, QUOTIENTS

Tous les anneaux considérés dans la suite seront supposés commutatifs et unitaires, et tous les homomorphismes

d’anneaux seront supposés unitaires. Sauf précisions supplémentaires, la lettre A désignera un tel anneau.

EXERCICE 1. — (a) Montrer que 'intersection d’un
ensemble de sous-anneaux de A est encore un
sous-anneau A.

(b) Soit B un sous-anneau de A et I un idéal de A.
Soit R I’ensemble des sommes b+ ¢ pour b € B et
c € I. Montrer que R est un sous-anneau de A.

EXERCICE 2. — Soient Z[v/2] et Z[V3] les sous-
anneaux de C engendrés (en tant qu’anneau uni-
taire) respectivement par /2 et /3. Montrer qu’il
n’existe pas d’homomorphisme d’anneaux de Z[v/2]

dans Z[V/3].

EXERCICE 3. — Soient K un corps et A un anneau
# {0}. Montrer que tout homomorphisme d’anneaux
de K dans A est injectif.

EXERCICE 4. — Soient I, J et L des idéaux de A.
Démontrer les assertions suivantes :

(a) I-J est contenu dans I NJ;

Yona(I-J)+(I-L)y=I-(J+1L);

(¢) INJ)+ (INL) est contenu dans I N (J + L);

) si A est principal, on a (INJ)+ (INL) =

IN(J+1L);

(e) si J est contenu dans I, on a J + (I NL) =
IN(J+1L);

(f) soit K un corps. Supposons que l'on ait A =
K[X,Y]. Posons I = (X), J = (Y) et L =
(X+Y). Déterminer (INJ)+(INL) et IN(J+L),
puis les comparer.

EXERCICE 5. — Supposons que A soit un produit fini
d’anneaux A; : on a

A=A x---x A,.

(a) Montrer que les idéaux de A sont de la forme
Iy x ... I,, oules I; sont des idéaux de A.

(b) Déterminer les idéaux premiers et maximaux de
A.

(¢) Supposons de plus que les A; soient des corps.
Montrer que A n’a qu’un nombre fini d’idéaux.

EXERCICE 6. — Montrer qu’un anneau integre ne
possédant qu’un nombre fini d’idéaux est un corps.

EXERCICE 7. — Soient B un anneau et f : A — B

un homomorphisme d’anneaux. Pour tout idéal I de

A, on note f,(I) I'idéal de B engendré par f(I) et on

I’appelle extension de I dans B. Pour tout idéal J de

B, on appelle contraction de J l'idéal f~1(J).

Etant donné un idéal I de A et un idéal J de B ,

montrer les assertions suivantes :

(a) I est contenu dans f~1(f.(I)) et J contient
F(FHI)s

(b) on a f7H(J) = fTHATHI)) et full) =
F(f (D).

Soit A l’ensemble des idéaux de A qui sont des

contractions d’idéaux de B et B ’ensemble des idéaux

de B qui sont des extensions d’idéaux de A.

() ona A ={I|I=f(f(I)}et B=1{J|J=
F(fH I}

(d) Tapplication f. définit une bijection de A sur B;
quel est son inverse ?

Soint I et Iy deux idéaux de A, et Ji et Jo deux

idéaux de B. Montrer les assertions suivantes :

(e) ona fu(li+ L) = fu(l1) + fi(l2) et f~1(Ji + o)
contient f~1(Jy) + f1(J2);

(f) fe(I1NI) est contenu dans fi(I1) N f«(I2) et Pon
a fH A NJ) = 1) N ()

(g) on a fu(li - L) = fu(lr) - fu(L2) et f~1(J1 - Ja)
contient f~1(Jy) - f~1(J2);

(h) fo(V/I) est contenu dans
FHVI) = V).

f«(I) et lon a



EXERCICE 8. — Soit n un entier > 1. On note s :
Z — 7./nZ la surjection canonique.

(a) Etant donné un entier m, montrer que s(m) est
inversible dans 'anneau Z/nZ si et seulement si
n et m sont premiers entre eux.

(b) Montrer que anneau Z/nZ est inteégre si et seule-
ment si n est premier.

(¢) Déterminer I'idéal v/nZ.

EXERCICE 9. — Soient p un idéal premier de A, et
(Ir)1<k<n m idéaux de A. On suppose que p contient
I’ idéal produit [[,.,,, Ix. Montrer que p contient
I'un des idéaux I,.

EXERCICE 10. — Soient J et (I)1<k<n idéaux de A.
Si n > 3, on suppose que Is,..., I, sont premiers.
Montrer que J est contenu dans l'un des Ij.

EXERCICE 11. — Montrer que ’anneau
C[X,Y]/(Y — X?) est principal.

EXERCICE 12. — Déterminer tous les idéaux pre-
miers des anneaux suivants :
(a) C[X];

(b) RIX]/(X2+ X +1);

(c) RIX]/(X3—6X2+11X +6);

(d) RIX]/(X* - 1).

Déterminer tous les morphismes de R-algebres de ces
algebres dans R et C.

EXERCICE 13. — Soit K un corps. On pose A =
K[X,Y]/(X2,XY,YV?).

(a)
(b) déterminer tous les idéaux principaux de A;
(¢) déterminer tous les idéaux de A.

Déterminer les éléments inversibles de A ;

EXERCICE 14. — Soient K wun corps et ¢
K[U,V] — K[X] 'homomorphisme d’anneaux défini
par les égalités (U) = X3, o(V) = —X? et p(a) = a
pour tout a dans K. Quels sont les noyau et image de
© 7 Soit A 'image de ¢. Montrer que A est integre et
que son corps des fractions est isomorphe & K(X).

EXERCICE 15. — Soit I un idéal de A et soit S une
partie de A. On définit le conducteur I : S de S dans
I par la formule

I:5:={ae A|pourtoutsecs,asecl}

Montrer que c’est un idéal de A; c’est le plus grand
idéal K de A tel que KS C I.

EXERCICE 16. — (a) Soient [ et J deux idéaux co-
maximaux de A. Montrer que 'on a I : J = I.
Soit L un idéal tel que I - L soit contenu dans J.
Montrer que L est contenu dans J.

(b) Soient p et q deux idéaux premiers de A dont au-
cun n’est inclus dans 'autre. Montrer que p : q =
petq:p =g Si K est un corps, donner un
exemple de deux idéaux premiers de K[X, Y] dont
aucun n’est contenu dans 'autre et qui ne sont pas
comaximaux.

(c) Soit a un élément de A non diviseur de zéro. On
suppose que (a) est un idéal premier et que 1'on
a(a) =1-Joul et Jsont deux idéaux de A.
Montrer que 'on a I = A ou bien J = A.

(d) Soit A integre et I, J et I + J des idéaux princi-
paux. Montrer que [ : J est un idéal principal.

EXERCICE 17. — Montrer qu'un anneau est local si
et seulement si I’ensemble de ses éléments non inver-
sibles est un idéal.

EXERCICE 18. — Soient [ et J deux idéaux de A. On
suppose que I + J = A. Montrer que pour tout entier
n>0I"4+J"=A.

EXERCICE 19. — Soit A un anneau intégre et p un
idéal premier principal. Soit I un idéal principal de A
contenant p. Montrer que I = A ou [ = p.

EXERCICE 20. — Soit A un anneau local.

(a) Soit fi,...,fs € Atelsque 1 =37, f;. Montrer
que I'un des f; est invertible.

Soit I et J deux idéaux de A et a € A un élément non
diviseur de 0 tel que I.J = (a).

(b) Montrer qu'il existe z € I et y € J tels que
xy = a. Justifier que z et y ne sont pas diviseurs
de 0.

(c¢) En déduire que I = (z) et J = (y).

EXERCICE 21. — Soit A Danneau des fonctions
continues sur un espace topologique compact K.

(a) Soit I C A un idéal distinct de A. Montrer qu’il
existe z € K tel que pour tout f € I, f(x) =0.
(b) Déterminer les idéaux maximaux de A.

EXERCICE 22. — On appelle spectre de A I'ensemble
des idéaux premiers de A. On le note Spec A. Pour
tout idéal I de A, on définit 'ensemble V(I) des élé-
ments de Spec A qui contiennent I (autrement dit
V(I) est l'ensemble des idéaux premiers de A qui



contiennent I). On dit que V(I) est un ensemble al-
gébrique. Soient [ et J des idéaux de A. Montrer les
assertions suivantes :

(a) Si I est inclus dans J alors V(I) contient V(J);
(b) ona V(VI) =V(I);
(c)onaV(INS)=V{I-J)=V({IHUV(J);
(d)onaVUI+J)=V({I)NV(J);

Pour tout ensemble algébrique Z, on définit ’en-

semble I(Z) comme étant lintersection des idéaux

premiers qui appartiennent a Z. Montrer les asser-
tions suivantes :

(e) ona I(Z)=+/1(2);

(f) si J est un idéal de A; on a I(V(J)) = V/J et
V(I(Z)) = Z. En déduire une bijection entre les
ensembles algébriques et les idéaux égaux a leur
racine;;

(g) si Z est contenu dans Z’ alors I(Z) contient
I(Z');

(hy onaI(ZNZ=1Z)NI(Z');

() onal(ZNZ=\/I(Z)+I1(Z);

Pour tout élément f de A on note Dy ’ensemble des

idéaux premiers de A qui ne contiennent pas f. Mon-

trer les assertions suivantes :

(j) onaDfNDy=Dygy;

(k) f est nilpotent si et seulement si Dy est vide;
1) on a D = Spec A si et seulement si f est une
f

unité de A;
(m) on a Dy = Dy si et seulement si \/(f) = /(g).
EXERCICE 23. — (a) Soit a € A tel que a®> = a (un

idempotent). Montrer que V(a) C Spec A est & la
fois ouvert et fermé.

(b) Montrer que I'ensemble des parties ouvertes et fer-
mées de Spec A est en bijection avec les idempo-
tents de A.

EXERCICE 24. — (a) Tout idéal premier contient un
idéal premier minimal.

(b) Tout élément d’un idéal premier minimal ne
contient que des diviseurs de zéro.

(c) Si l'anneau est réduit, alors I’ensemble des divi-
seurs de zéro est égal a la réunion de tous les
idéaux premiers minimaux.

EXERCICE 25. — (a) Soit ¢ € A un élément nil-
potent. Si n > 0 est tel que a”*t! = 0, calculer
(1+a)(l—a+a? -+ (=1)"a"). En déduire

que 1 + a est inversible dans A.
(b) Soit a € A un élément inversible et b € A un élé-
ment nilpotent ; montrer que a + b est inversible.



