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Lineare Algebra I

Aufgabe 10.1:
Sei K ein Korper.

(a) Zeigen oder widerlegen Sie: K™*" ist zusammen mit der Matrizenaddition und dem
Matrizenprodukt ein kommutativer Ring.

(b) Berechnen Sie folgende Matrizenprodukte.

(i)

11 11 .. .
(11>~<11> fir K = Fs.
(i)
1 2 3 31 3
2 2 1 2 1 2 fiir K = 5.
33 0 1 11

(c) Seien A, B € K™*™ schwache magische Quadrate (vgl. Aufgabe 9.12). Zeigen Sie, dass
dann auch AB ein schwaches magisches Quadrat mit Zeilen—/Spaltensumme s(AB) =
s(A)s(B) ist.

Aufgabe 10.2:

Sei K ein Korper. Fiir A = (a5)1<ij<n € K™*" heifit AT = (aji)1<ij<n die zu A trans-
ponierte Matrix. Seien nun A, B € K™*". Zeigen Sie:

(a) (AB)T = BTAT.

(b) Ist A invertierbar, so auch AT, und es gilt (AT)~! = (A~HT.

(c) Ist A = (aij)1<ij<n invertierbar und gilt A=1 = AT so ist A’ := (a?j)lgingn ein
schwaches magisches Quadrat mit Zeilen—/Spaltensumme s(A’) = 1 (vgl. Aufgabe
9.12).

Aufgabe 10.3:

Bestimmen Sie die Losungsmenge des inhomogenen Gleichungssystems

1 -1 -1 1 -2
3 2 0 2 0
8 2 =2 6 |-x= 6
2 3 11 2
6 -1 -3 5 4

einmal iiber dem Korper Q und einmal {iber dem Korper Fs.

Bitte wenden.



Aufgabe 10.4:

Seien
1 1 -1 1
-1 1 —1 1
1 0 1 1

w=() m= () w=(1) w=(3)

Zeigen Sie, dass es genau eine lineare Abbildung f: R* — R? mit f(v;) = w; fiir i €
{1,2,3,4} gibt. Ist f injektiv oder surjektiv? Liegt das Element

L 3
U5
im Bild von f7 Falls ja, bestimmen Sie alle Urbilder von z.

Aufgabe 10.5:

Wir betrachten den R-Vektorraum R[X]3. Seien v = (1, X, X2, X3) und w = (1, X -1, X?—
2X +1,-X3 +3X? — 3X + 1). Wir definieren

f: R[X]3 — R[X]s,

3 3
ZaiXi — Z%‘(QX -1)° (ap,...,a3 €R).
=0 1=0

a) Zeigen Sie, dass f eine lineare Abbildung ist.

(a)

(b) Zeigen Sie, dass v und w Basen von R[X]3 sind.
(c) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix M (f,v,v).
(

d) Bestimmmen Sie M (id, v, w) und M (id, w, v).

(e) Berechnen Sie M (f,w,w) einmal mithilfe der letzten Teilaufgaben und einmal direkt.
(f) Finden Sie ein Polynom ¢ € R[X]3, so dass f(q) = —8X3 +40X?2 — 12X + 9 ist.

Abgabe bis Montag, den 18. Januar, 10 Uhr in die Briefkéisten neben F411.



