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Lineare Algebra I

Dieses Aufgabenblatt dient nur der Klausurvorbereitung. Es wird nicht korrigiert, aber ab
Anfang Mérz wird es eine Musterlésung geben.

Aufgabe 13.1:

Sei K ein Korper, sei V ein K—Vektorraum, und sei f ein Endomorphismus von V. Sei
auflerdem jeder Vektor v € V' \ {0} ein Eigenvektor von f. Zeigen Sie, dass es dann ein
A€ K mit f = Aidy gibt.

Aufgabe 13.2:

Sei K ein Korper, sei V' ein endlichdimensionaler K—Vektorraum, und sei f ein Endomorphismus
von V. Seien Fy, ..., F, Eigenrdume zu paarweise verschiedenen Figenwerten von f. Zeigen
Sie, dass fiir jeden f—invarianten Untervektorraum W (vgl. §10.3) mit W C Ey +--- + E,,
die Identitét

W=WnE)+--+WnEy)

gilt und fy diagonalisierbar ist.
(Hinweis: Fiihren Sie Induktion iiber die Linge s einer folgenden Darstellung von Elementen w € W:
w= Y e; mit e; € E; und es # 0.)

j=1

Aufgabe 13.3:

Seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K—Vektorraum und f, ¢ Endomorphismen
von V mit fog=go f. Zeigen Sie:
(a) Die Eigenrdume von f sind g—invariant.

(b) Sind f und g beide diagonalisierbar, so gibt es eine Basis von V', die nur aus Vektoren
besteht, die sowohl Eigenwerte von f als auch von g sind. Man sagt dann, dass f und
g simultan diagonalisierbar sind.
(Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 13.2.)

Aufgabe 13.4:

(a) Finden Sie eine invertierbare Matrix 7' € R3*3 und eine Diagonalmatrix D € R3*3| so

dass
6 1 5
8 1 4 |=71"'DT
-6 -2 -7
gilt.
(b) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix
1 1000
1 11 00
01110 |ec™.
001 11
00 011



(c) Fiir welche a,b € R ist die Matrix

-3 0 0
2a¢ b a
10 0 2
diagonalisierbar?
(d) Seien
100 2 4 0
A=010 |, B:= 3 1 0 |eR>
1 0 2 -1 -4 1

Diagonalisieren Sie die beiden Matrizen simultan, d.h. finden Sie eine invertierbare
Matrix T € R3*3 und Diagonalmatrizen Dy, Dy € R3*3 mit A = T7'DT und B =
T'D,T.
(Hinweis: Losen Sie erst Aufgabe 13.3.)
Aufgabe 13.5:
Sei (fn)nen, gegeben durch fo = 0,f1 = 1 und fiir n > 2 durch die Vorschrift f, =
fn—l + fn—2-

(a) Zeigen Sie, dass fiir alle n € N die Identitét

<fn+1 In >:<1 1)n
fn fnfl 10

gilt.
(b) Finden Sie eine invertierbare Matrix 7' € R?*2 und eine Diagonalmatrix D € R?*2, so
dass
11N
(1 0)=ror
gilt.

(c) Leiten Sie aus obigen Uberlegungen eine explizite Darstellung von f,, (n € Ng) her
(d.h. driicken Sie die Zahl f,, nur in Abhéngigkeit von n, nicht aber von f; mit k <n
aus).

Aufgabe 13.6:

Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) und zugehoriger
Norm || - ||. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Ist f: V — V ein Endomorphismus, fiir den ||z|| = || f(z)]| fir alle z € V' gilt, so ist
f bijektiv.
(b) Ist U ein Untervektorraum von V, so ist (U+)+ = U.

Aufgabe 13.7:

Sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) und zugehoriger Norm | - ||. Seien U
ein Untervektorraum von V, v € V und w € U. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind.

(i) w ist die orthogonale Projektion von v auf U.

(ii) Fir alle uw € U gilt
lo = ull = [lv = w].



Aufgabe 13.8:

Sei
Vi={f:]0,1] — R | f ist stetig }.

Mit den iiblichen, punktweisen Operationen wird V' zu einem R—Vektorraum. Wir betrachten
auf V das Skalarprodukt

(,):VxV-—R

1
(f.9) — /0 f(2)g(x)de

(a) Berechnen Sie den Winkel zwischen den Funktionen f,g € V definiert durch f(z) :=
sin(mx) und g(z) := cos(mz) fiir x € [0, 1].

(b) Berechnen Sie den Winkel zwischen den Funktionen f, g € V definiert durch f(z) := x
und g(x) := 222 — 324 fiir z € [0,1].

(c) Finden Sie ein f € V, das orthogonal zu der Funktion g € V ist, die durch g(z) :=
622 — 12z + 3 fiir x € [0, 1] definiert ist.

Aufgabe 13.9:
Sei K ein Kérper, und seien f,g € K[X] von der Gestalt
f=amX™ +am 1 X™ '+ +aound g = b, X" 4+ by 1 X" -+ by

mit a,, # 0 # b,. Sei aulerdem

am a/m_]_ DR .. aO 0 .. 0
0 am am_l e e aO
0
L 0 0 Gm  Qm—1 ag
R(f,g) = det by b1 by O 0
0 bn bn—l bO
. 0
0 0 bn bn—l bO
(In der angegebenen (m + n) x (m + n) Matrix stehen die Koeffizienten ayy,,...,ap in n
Zeilen und die Koeffizienten by, ..., by in m Zeilen.)

Zeigen Sie:

(a) Es gibt genau dann Polynome p,q € K[X]\ {0} mit deg(p) < n, deg(q) < m und
fp = gq, wenn R(f,g) = 0 gilt.

(Hinweis: Betrachten Sie die transponierte Matrix zu der oben angegebenen Matrix.)

(b) Haben f und g eine gemeinsame Nullstelle, so gilt R(f, g) = 0.

Abgabe: gar nicht.



