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Lineare Algebra I

Losung 1.1:
Voraussetzung: Seien A, B und C' beliebige Mengen.

(a) Behauptung: Es gilt A A @ = A.
Beweis: Esist AA@ = (A\ @)U (2\ A). Aus der Definition der Mengendifferenz sieht
man sofort A\@ = A und @\ A = &. Aus der Definition der Vereinung folgt AUZ = A.
Somit sind beide zu zeigenden Inklusionen erfiillt, es gilt also die Gleichheit.

(b) Behauptung: A A A = @.
Beweis: Esist AAA=(A\A)U(A\ A). Da A\ A = o ist, folgt auch hier sofort die
Gleichheit.

(c) Behauptung: AAB=(AUB)\ (AN B).
Beweis: Sei z € A A B. Dann gilt laut Definition z € A\ B (1. Fall) oder x € B\ A
(2. Fall). Im ersten Fall ist x € A, also liegt « auch in der Obermenge A U B. Da
auflerdem x ¢ B gilt, kann x aber nicht in AN B liegen, da dies eine Teilmenge von B
ist. Der zweite Fall geht aus Symmetriegriinden genauso. Es miissen nur A und B in
der Argumentation vertauscht werden. Somit haben wir die Inklusion C gezeigt.

Sei nun z € (AU B) \ (AN B). Es gilt also x € AU B, d.h. x ist Element von A (1.
Fall) oder z ist Element von B (2. Fall). Wir betrachten den ersten Fall, also z € A.
Da wir wissen, dass aulerdem = ¢ A N B gilt, kann = nicht auch in B liegen. Somit
gilt € A\ B. Im zweiten Fall erhalten wir auf diese Weise, dass « € B\ A gilt. Beide
Félle zusammengenommen ergeben, dass x Element von (A\ B)U(B\ A) =AAB
ist, und wir haben auf diese Weise die Inklusion O gezeigt.

(d) Behauptung: (AAB)AC=AA(BAC).
Beweis: Wir zeigen wieder zuerst die Inklusion C. Sei dafiir z € (A A B) A C. Das
heiBt z ist in ((A\ B)U(B\ A))\C (Fall 1) oder z ist in C'\ ((A\ B)U(B\ A)) (Fall
2).
Wir betrachten zuerst Fall 1. Also liegt = in A, aber nicht in B und nicht in C, (Fall
1.1) oder in B, aber nicht in A und nicht in C' (Fall 1.2). In Fall 1.1 liegt = nicht in
B U C, somit auch nicht in B A C, was ja nach Aufgabenteil (b) eine Teilmenge von
B U C ist. Insgesamt folgt: x € A\ (B A C). In Fall 1.2 liegt  in B\ C, dies ist
aber eine Teilmenge von B A C. Da x aber aulerdem nicht in A liegt, gilt insgesamt
re€(BAC)\A. DaAA(BAC)=(A\(BAQC)U((BAC)\A) ist, ist der erste
Fall erledigt.
Nun betrachten wir Fall 2. Es liegt  in C aber nicht in (A \ B) U (B \ A), also
ist x weder in A\ B noch in B\ A. Also ist z in A genau dann, wenn x in B ist.
Ist z in A und in B, dann liegt « weder in B\ C' (x liegt ja in C') noch in C'\ B.
Insgesamt folgt: © € A\ (B A C). Liegt « weder in A noch in B, dann ist z in
C'\ B, also auch in B A C, und damit in (B A C) \ A. Fall 2 ist damit auch wegen
AAN(BAC)=(A\(BAC))U((BAC)\ A) erledigt.
Jetzt miissen wir die andere Inklusion O zeigen. Sei z € A A (B A C), d.h. x ist in
A\ (BAC) (1. Fall) oder in (BA C) \ A (2. Fall).
Im ersten Fall ist x in A, aber weder liegt  in B \ C noch in C'\ B, also gilt = € B



genau dann, wenn z € C' gilt. Ist  in B und C, so ist z nicht in A\ B (da x € A)
und nicht in B\ 4, also gilt z € C'\ (A A B). Ist  weder in B noch in C, so gilt
x € (A\ B)\ C. Dies ist aber eine Teilmenge von (A A B) \ C. Somit ist der erste Fall
wegen (AAB)AC=((AAB)\C)U(C\ (AA B)) erledigt.
Im zweiten Fall ist x nicht in A, aber es gilt z € B\ C (Fall 2.1) oder x € C'\ B
(Fall 2.2). Fall 2.1 besagt dann aber, dass = in (B \ A) \ C ist, was wiederum eine
Teilmenge von (A A B) \ C ist. Fall 2.2 impliziert, dass x in C, aber nicht in A\ B
und auch nicht in B\ A liegt. Also gilt x € C'\ (A A B). Wiederum sind wir wegen
(AAB)AC=((AAB)\C)U(C\ (AA B)) fertig.
Wir haben nun beide Inklusionen, und somit die Gleichheit, gezeigt.

(e) Behauptung: AA B =B A A.
Beweis: Die Definition besagt, dass A A B = (A\ B) U (B \ A). Es ist aber letzteres
offensichtlich mit (B \ A) U (A \ B) identisch (vgl. Definition der Vereinigung zweier
Mengen), was aber wiederum B A A ist.

(f) Behauptung: (AAB)UC = (AUC) A (BUC) gilt im Allgemeinen nicht.
Beweis: Ein Gegenbeispiel: Es gilt ({1,2,3} A{3,4,5})U{2,4} ={1,2,4,5}U{2,4} =
{1,2,4,5}, aber ({1,2,3} U{2,4}) A ({3,4,5} U {2,4}) = {1,2,3,4} A {2,3,4,5} =
{1,5}.

(g) Behauptung: (AAB)NC =(ANC)A(BNC).
Beweis: Die Inklusion C. Sei z € (A A B)NC. Das heifit z ist in C' und in A\ B (Fall
1) oder in B\ A (Fall 2). Im ersten Fall ist z also in ANC, aber nicht in BN C. Somit
gilt z e (ANC)\ (BNC) C(ANC) A (BNC). Im zweiten Fall ist x in BN C, aber
nicht in AN C, und somit auch in (ANC) A (BN C).
Die Inklusion D. Seix € (ANC) A (BNC). Alsoz € (ANC)\ (BNC) (Fall 1) oder
xz € (BNC)\(ANC) (Fall 2). In beiden Féllen ist x € C. Im ersten Fall ist  auflerdem
in A\ B, im zweiten Fall in B\ A. In jedem Fall ist z also Element von (AA B)NC.

(h) Behauptung: A\ (BAC) = (A\ B)A (A\ C) gilt im Allgemeinen nicht.
Beweis: Gegenbeispiel: Es ist {1,2,3,4,5} \ ({1,2,3} A {3,4,5}) = {1,2,3,4,5} \
{1,2,4,5} = {3}, aber ({1,2,3,4,5}\ {1,2,3}) A ({1,2,3,4,5} \ {3,4,5}) = {4,5} A
{1,2} = {1,2,4,5}.

(i) Behauptung: (AA B)\C =(A\C)A(B\C).
Beweis: Die Inklusion C. Sei x € (AAB)\C'. Das heifit x ist nicht in C' aber in A\ B (Fall
1) oder in B\ A (Fall 2). Im ersten Fall ist = also in A\ C, aber nicht in B, was wiederum
eine Obermenge von B\ C ist. Somit gilt x € (A\C)\(B\C) C (A\C)A(B\C). Im
zweiten Fall ist « in B\ C, aber nicht in A\ C, und somit auch in (A\ C) A (B\ C).
Die Inklusion 2. Sei z € (A\ C) A (B\ C). Also z € (A\C)\ (B\ C) (Fall 1) oder
x € (B\C)\ (A\C) (Fall 2). In beiden Fillen gilt x ¢ C. Im ersten Fall ist  in A\ B,
im zweiten Fall in B\ A. In jedem Fall ist = also Element von (A A B) \ C.

Losung 1.2:

(a) Die Surjektivitdt der Abbildung bedeutet, dass jede Note in {1, 2, 3,4, 5,6} mindestens
ein Urbild hat. Das heifit, zu jeder Note gibt es mindestens einen Schiiler, der diese
Note hat. Mit anderen Worten, es wurde jede Note vergeben.

(b) Die Injektivitét bedeutet, dass keine zwei Schiiler dieselbe Note bekommen. Ist die
Abbildung nicht injektiv, gibt es somit mindestens zwei Schiiler, die dieselbe Note
bekommen.

(c) Ist die Abbildung bijektiv, so ist sie injektiv und surjektiv. Das bedeutet, jede Note
kommt exakt einmal vor. Insbesondere folgt daraus, dass die Klasse aus genau sechs
Schiilern besteht und alle verschiedene Noten bekommen.



Lo6sung 1.3:

(a)

Voraussetzung: M = {a, b, ¢, d, e}, N = {1, 2, 3, 4, 7} (a, b, ¢, d, e sind Buchstaben).
Behauptung: a +— 4, b — 1, ¢ +— 7, d — 1, e — 2 definiert eine Abbildung von M
nach N, die weder injektiv noch surjektiv ist.

Beweis: Jedem Element aus der Menge M wird exakt ein Element der Menge N
zugeordnet, daher handelt es sich tatsdchlich um eine Abbildung. Die 1 hat die beiden
Urbilder b und d, also ist die Abbildung nicht injektiv. Die 3 hat gar kein Urbild, also
ist die Abbildung auch nicht surjektiv.

Voraussetzung: M = {A, B, C}, N = {A, 2, 4} (A, B, C sind Buchstaben).
Behauptung: A — 4, B — A, C — 2 definiert eine bijektive Abbildung von M nach
N.

Beweis: Jedem Element aus M wird genau ein Element aus N zugeordnet, wir haben

es hier also mit einer Abbildung zu tun. Da auflerdem jedes Element aus N genau ein
Urbild hat, ist diese Abbildung bijektiv.

Behauptung: % +— (x,y) definiert keine Abbildung von M nach N.
Beweis: Hier liegt keine Abbildung vor, da dem Element 1 = % = % sowohl das Paar
(1,1) als auch das Paar (2,2) zugeordnet werden.

Voraussetzung: M = {Studenten der Uni Konstanz}, N = {Tage im Jahr}.
Behauptung: Student — Geburtstag des Studenten definiert eine nicht injektive Ab-
bildung von M nach N.

Beweis: Man priift zuerst nach, dass es sich tatsdchlich um eine Abbildung handelt.
Dies ist aber der Fall, da ein Student aus M an genau einem Tag im Jahr Geburtstag
hat. Die Abbildung ist keinesfalls injektiv, da es an der Uni mehr als 366 Studenten
gibt und somit zwei am selben Tag Geburtstag haben. Uber die Surjektivitit lasst
sich streiten, allerdings ist es sehr wahrscheinlich, dass an jedem Tag ein Student
Geburtstag hat.

Voraussetzung: M = P({1,2,3}), N = P({1,2,3,4}).

Behauptung: X — X U {4} definiert eine Abbildung von M nach N, die injektiv aber
nicht surjektiv ist.

Beweis: Ist A eine Teilmenge von {1,2,3}, so ist A U {4} eine eindeutig bestimmte
Teilmenge von {1,2,3,4}, somit definiert diese Vorschrift eine Abbildung. Sie ist nicht
surjektiv, da zum Beispiel @ € P({1,2,3,4}) kein Urbild haben kann, weil die 4
darin nicht enthalten ist. Auf der anderen Seite ist die Abbildung jedoch injektiv.
Angenommen die Menge A C {1,2,3,4} hétte zwei Urbilder B,C C {1,2,3}, dann
wire B = A\ {4} und C' = A\ {4}. Daraus folgt aber schon B = C.

Voraussetzung: M = {@,{@},{@,{@}}}, N ={2,{a}}.

Behauptung: X — X \ {@} definiert keine Abbildung von M nach N.

Beweis: Hier liegt keine Abbildung von M nach N vor, denn {@,{@}}\ {2} = {{2}}
ist kein Element von N.

Voraussetzung: M = {0,1}% = {0,1} x {0,1} x {0,1} = N.

Behauptung: (z,y, z) — (22,93, 2*) definiert eine bijektive Abbilldung von M nach N.
Beweis: Da Potenzieren die Zahlen 0 und 1 nicht veréindert, ordnet diese Vorschrift
jedem Element (x,y, z) € M = {0,1}3 das Element (z,y,2) € N = M zu. Somit liefert
diese Vorschrift die Identitdt auf M, welche eine bijektive Abbildung ist.
Voraussetzung: M = {0,1}% = N.

Behauptung: (x,y, 2) — (yz, xz, zy) definiert eine Abbildung von M nach N, die weder
injektiv noch surjektiv ist.

Beweis: Multipliziert man zwei Zahlen a,b aus {0,1}, so liegt das Ergebnis auch



wieder in {0,1}. Es wird also jedem Element aus M = {0,1}? genau ein Element
aus N = {0,1}3 zugeordnet. Somit handelt es sich um eine Abbildung von M nach
N. Injektivitdt liegt hier nicht vor, da sowohl (0,0,0), als auch (1,0,0) Urbilder von
(0,0,0) sind. Nun betrachten wir ein Element (yz,zz,zy) mit z,y,z € {0,1}. Ist der
erste Eintrag gleich 0, so ist entweder y oder z gleich 0. In beiden Féllen ist dann ein
weiterer Eintrag von (yz,xz,zy) gleich 0. Daher hat das Element (0,1, 1) kein Urbild
und die Abbildung kann nicht surjektiv sein.

Losung 1.4:

Alle Losungen basieren auf der Idee, die Géste neu im Hotel anzuordnen, um weiteren Platz
im Hotel zu schaffen. Dabei sind die gegebenen Losungsmoglichkeiten nur jeweils eine von
vielen.

(a)

Die wohl einfachste Moglichkeit ist, jeden Gast in das Zimmer mit der néchsthoheren
Zimmernummer umziehen zu lassen. Der Gast aus Zimmer n wird also hoflich gebeten,
sich in Zimmer n + 1 zu begeben. Nach der Prozedur steht das erste Zimmer fiir den
neuen Gast zur Verfiigung. Um auszuschliefen, dass ein Zimmer doppelt belegt wird,
muss man zeigen, dass die Abbildung N — N, n +— n 4 1 injektiv ist. Wir verschieben
dies jedoch auf die ndchste Teilaufgabe, wo dies in allgemeiner Form gezeigt wird.

Dies funktioniert analog zum ersten Problem. Wir lassen alle Géste 17 Zimmer weiter
ziehen. Formal ausgedriickt wird der Gast aus Zimmer n in das Zimmer n + 17
geschickt. Auf diese Weise stehen am Schluss die ersten 17 Zimmer den neuen Gésten
zur Verfiigung.

Es muss noch gezeigt werden, dass die Abbildung N — N, n — n + 17 injektiv ist.
Ist s € N, soist f: N — N, n — n + s eine injektive Abbildung: Ist n = m fiir
n,m € N, so auch n + s = m + s und beide Zahlen liegen wieder in N. Somit ist f
eine Abbildung. Gilt f(n) = f(m) fiir zwei natiirliche Zahlen n und m, dann heifit das
n+s=m+s. Wir konnen n+ s und m + s als Elemente in Z auffassen und auf beiden
Seiten s abziehen. Dabei bleibt die Gleichheit erhalten, es gilt also auch n = m. Wir
haben gezeigt, dass f injektiv ist.

Man bittet jeden Gast in das Zimmer zu ziehen, das die doppelte Zimmernummer
tragt. Also der Gast aus Zimmer n wird in das Zimmer mit der Nummer 2n geschickt.
Nach dem Umzug stehen alle Zimmer mit ungeraden Nummern leer. Wir verteilen
die Personen aus dem Bus auf die Zimmer mit ungeraden Zimmernummern. Dabei
schicken wir die m-te Person aus dem Bus auf das Zimmer mit der Nummer 2m — 1.
Wir zeigen noch die Injektivitdt der Abbildungen n — 2n und m +— 2m — 1. Wire
2n = 2k, so kann man diese beiden Zahlen auch als Elemente in Q auffassen und
analog der obigen Argumentation beide Seiten durch 2 dividieren. Man erhilt dann
n = k, wie gewiinscht. Wére 2m — 1 = 2] — 1, so addiert man 1 auf beiden Seiten und
dividiert dann durch 2. So erhélt man ebenfalls m = I.

Die meisten formalen Losungen benutzen hier (implizit) gewisse arithmetische Argu-
mente, wie zum Beispiel die Existenz unendlich vieler Primzahlen, Euklids Lemma oder
die eindeutige Primfaktorzerlegung. Die Losung hier ist nicht perfekt ausformalisiert,
aber kommt dafiir ohne die arithmetische Struktur der ganzen Zahlen aus.

Zuerst schickt man alle Hotelgéiste analog zu oben jeweils in das Zimmer mit der
doppelten Zimmernummer. Danach sind alle Zimmer mit geraden Nummern vergeben.
Ubrig sind noch alle ungeraden Zimmernummern, die jetzt auf die ankommenden Giste
verteilt werden. Dazu werden die neuen Giste in einer gewissen Reihenfolge mit allen
ungeraden Zahlen durchnummeriert. Wichtig ist dabei, dass dies in einer geeigneten
Reihenfolge geschieht. Némlich so, dass frither oder spéter jeder Gast eine Nummer
zugewieflen bekommt. Dazu ordnet man die Personen aus den Bussen nach folgendem



Schema an.

erster Bus 1 2 3 4
zweiter Bus 1 2 3 4
dritter Bus 1 2 3 4
vierter Bus 1 2 3 4

Man muss in diesem Schema nur noch die Zimmernummern verteilen, und zwar so,
dass jeder Gast genau eine Zimmernummer erhélt. Mit anderen Worten, man muss die
Gaste in diesem Schema so durchzéhlen, dass jeder Gast genau einmal dabei vorkommt.
Dies funktioniert nach folgendem Muster.

///
l///
///

erster Bus

zweiter Bus

dritter Bus

vierter Bus

Auf diese Weise bekommt jeder der wartenden Géste frither oder spéiter eine Zimmernummer
zugeteilt.



