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Lineare Algebra I

Losung 4.1:

Voraussetzung: Sei G eine abelsche Gruppe.

Behauptung: Die Zuordnungen
=+——0 und Hr— =g

vermitteln eine Bijektion zwischen der Menge der Kongruenzrelationen auf G und der Menge
der Untergruppen von G.

Beweis: Dies wird in folgenden Schritten gezeigt:

Ist H eine Untergruppe von G, so ist =g eine Kongruenzrelation auf G.

Ist = eine Kongruenzrelation auf G, so stimmt = mit = iiberein.

Wir beweisen nun diese vier Aussagen:

(a) Das wurde schon in der Vorlesung gezeigt (Proposition in §2.3).

(b) Sei H eine Untergruppe von G, und seien a,b € G. Laut Definition gilt a« =g b genau
dann, wenn b —a € H.
Wir zeigen zuerst, dass =g eine Aquivalenzrelation auf G ist, und verwenden dafiir die
Untergruppeneigenschaften von H. Seien dazu a,b,c € G. Es gilt a —a = 0 € H, also
ist =g reflexiv. Weiter folgt aus b —a € H auch a —b = —(b — a) € H. Somit ist =g
symmetrisch. Gilt nun b—a € H und c— b€ H,so auch c—a = (c—b)+ (b—a) € H.
Daher ist = auch transitiv. Insgesamt haben ist =z eine Aquivalenzrelation auf G.
Es bleibt zu zeigen, dass =g auch eine Kongruenzrelation auf G ist. Seien dafiir a,a’, b, b’ €
Gmita —a € Hund ¥ —b € H. Dann gilt (a/ + V) —(a+b) =d +V —a—b =
(' —a)+ (V) —b) € H, da H eine abelsche Gruppe ist. Damit haben wir alles gezeigt.

(c) Sei = eine Kongruenzrelation auf G. Wir wissen schon, dass dann 0 eine Untergruppe
von G ist. Sind also a,b € G, so gilt genau dann a =g b, wenn b — a € 0 ist. Dies ist
aber nach Definition von 0 gleichbedeutend mit b — a = 0. Da = eine Kongruenzrelation
auf G ist, gilt insbesondere a = a, und damit (b — a) + a = 0 + a. Also gilt b = a und,
wegen der Symmetrie von =, auch a = b. Andererseits folgt aus a =baucha—a =b—a,
weil —a = —a gilt. Somit folgt daraus auch b — a = 0. Insgesamt haben wir gezeigt, dass
a =5 b genau dann gilt, wenn a = b gilt. Also sind die beiden Relationen gleich.

(d) Wir zeigen, dass (d) schon aus (c) folgt. Sei H eine Untergruppe von G. Aus (b) folgt,
dass =p eine Kongruenzrelation auf G ist. Somit folgt aus (c), dass =g mit = _, {iberein
0

stimmt. Das heif3t fiir alle a € G gilt:
a€H < 0=ga < 0= _, a4 < ac 6H.
0

—H

Mit anderen Worten: H = 0 .



Eine Bemerkung; Wir hétten auch erst Teil (d) ohne Teil (c) beweisen und daraus Teil (c)
folgern kénnen: Sei = eine Kongruenzrelation auf G. Dann ist nach (a) 0 eine Untergruppe

von G. Es gilt also mit (d), dass 0 = 0'. Seien nun a,b € G. Dann gilt:

a4=b <> b-a=0 <> b—acl <> b—ac 0 < b—a=50 < a=5b.

Also stimmen = und =; liberein.

Losung 4.2:

Voraussetzung: Seien G und H abelsche Gruppen und f: G — H ein Gruppenhomomorphismus.

(a) Behauptung: Die durch
a=frb:<= f(a) = f(b) (a,b € G)

auf G definierte Relation = ist eine Kongruenzrelation auf G.
Beweis: Aus Aufgabe 2.3 (b) wissen wir schon, dass =; eine Aquivalenzrelation ist. Wir
miissen also nur noch fiir alle a,a’,b,0’ € G zeigen, dass a + b =5 o’ + V', falls a =5 o
und b= V. In der Tat ist f(a+b) = f(a)+ f(b) = f(d') + f(V) = f(d' + V). Das zweite
Gleichheitszeichen gilt, da a = ¢/ und b =5 b’ ist. Wegen f(a +b) = f(a’ + V) ist auch
a+b=;d +V, und damit =¢ eine Kongruenzrelation auf G.

(b) Behauptung: Die Menge ker f := {a € G | f(a) = 0} ist eine Untergruppe von G.
Beweis: Wir miissen zeigen, dass ker f eine Teilmenge von G ist, die abgeschlossen unter
Addition und Inversenbildung ist und dariiberhinaus die 0 enthélt.

Direkt nach Definition gilt ker f C G. Seien nun a,b € ker f, so ist f(a 4+ b) = f(a) +
f(b) = 0+0 = 0, also ist auch a + b € ker f. Sei x € G ein beliebiges Element, so
ist f(z) = f(x +0) = f(z) + f(0). Man erkennt daraus, dass f(0) die Eigenschaft eines
neutralen Elements in H hat, also dass f(0g) = O ist. Damit ist 0 € ker f. Ist nun a € G,
soist 0y = f(0g) = f(a —a) = f(a) + f(—a). Daher ist f(—a) = —f(a). Insbesondere
gilt f(—a) = —f(a) = —0 =0, falls a € ker f ist. Also enthélt ker f zu jedem Element a
auch sein inverses Element —a. Damit ist gezeigt, dass ker f eine Untergruppe von G ist.

(c) Behauptung: Die von ker f gegebene Kongruenzrelation =y, ¢ stimmt mit = {iberein.

Beweis: Es muss gezeigt werden, dass fiir alle a,b € G

a=frb<=a=yeysb
gilt. Es ist
a=¢b<= f(a) = f(b)

a)+ f(=b)=0 (wir benutzen f(—z) = f(z), was wir oben gezeigt haben)
<~ fla—b)=0

< (a—0b) €kerf

&> 0 Zyer s b

~f
(d) Behauptung: Es gilt 0 = ker f.

Beweis: Das sieht man sofort mit der vorherigen Teilaufgabe und Aufgabe 4.1 (d). Man
kann es aber auch direkt beweisen, indem man beide Inklusionen zeigt:

—f
"C” Seix e 0.
Dann ist « =; 0, woraus f(x) = f(0) = 0 folgt. Also ist « € ker f.
7D Sei y € ker f.

—f
Dann ist f(y) = f(y —0) =0 = f(0). Also ist y =7 0, woraus y € 0 folgt.



(e)

Behauptung: Die Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn ker f = {0} ist.

Beweis: Wir zeigen beide Implikationen.

Ist f injektiv, so ist ker f = {0}, denn wir haben oben gesehen, das 0 stets in ker f liegt.
Auf der anderen Seite kann kein weiteres, von 0 verschiedenes Element in ker f liegen, da
sonst O mehr als ein Urbild hétte.

Sei nun ker f = {0}. Ist f(a) = f(b), so folgt f(a —b) = f(a) — f(b) = 0. Somit ist
a — b € ker f. Nach Voraussetzung muss daher a — b = 0 sein, woraus a = b folgt. Daher
ist f injektiv.

Losung 4.3:

Wir fithren den Beweis des Homomorphiesatzes aus der Vorlesung fort. Eine Bemerkung vorab:

Leider hat sich ein kleiner Fehler eingeschlichen. Anstatt f( ZLf) sollte es natiirlich f( a') heiBen.

Voraussetzung: Seien GG und H abelsche Gruppen, sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus,
und sei I eine Untergruppe von G mit I C ker f. In der Vorlesung wurde gezeigt, dass es es
genau eine Abbildung

fG/I —H

mit f( a') = f(a) fiir alle a € G gibt.

(a)

(b)

Behauptung: f ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis: Seien z', 3’ € G/I.Dannist f( '+ z') = f(z + yI) = flz+y) = f(2)+f(y) =

f(z") + f( y"). Damit ist gezeigt, dass f ein Gruppenhomomorphismus ist.

Behauptung: Es ist im f = im f.
Beweis: Wir zeigen beide Inklusionen. Ist 2 € im(f), so gibt es ein y € G mit f(y) = x.

Dann ist f( y') = f(y) = =. Also ist € im(f). Sei umgekehrt = € im(f). Dann gibt es
eine Aquivalenzklasse y' € G /I mit ?(Ef) =2.Seinun y € y C G ein Vertreter dieser

Aquivalenzklasse. Dann ist f(y) = f(y) = . Also ist z € im(f).

Behauptung: Die Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn I = ker f ist.
Beweis: Wir zeigen beide Implikationen.

Sei f injektiv. Nach Aufgabe 4.2 (e) ist dann ker f = { 61} Sei nun = € ker f. Dann ist

' ekerf = { 61}, dh. z' = (_)I, also z € 61. Somit muss ker f C 61 = I sein. Nach
Voraussetzung ist aber auch I C ker f. Daher folgt I = ker f.
Sei umgekehrt ker f = I = 0 (Aufgabe 4.1 (d)). Wir untersuchen ker f. Ist fiir € G

-1

die Kongruenzklasse z' € ker f, so ist f( z') = f(z) = 0. Alsoist € ker f = 0 .
Dies bedeutet aber, dass ' = 0 ist. Also ist ker f = { 61} Nach Aufgabe 4.2 (e) ist f
injektiv.

Behauptung: Die Abbildung f ist genau dann surjektiv, wenn f surjektiv ist.

Beweis: Es ist mit Teilaufgabe (b)

f surjektiv <= im(f) = H

<~ im(f)=H
< f surjektiv.

Ist nun f surjektiv und ker f = I, so sagen uns die beiden Teilaufgaben (c) und (d), dass f
bijektiv ist. Mit Teilaufgabe (a) folgt dann, dass f ein Isomorphismus ist. Das liefert uns also
den Isomorphiesatz fiir abelsche Gruppen.



Loésung 4.4:

(a) Voraussetzung: Sei A eine Menge, und sei B eine Teilmenge von A. Wir betrachten die
Gruppe (P(A), A).
Behauptung: P(B) ist eine Untergruppe von P(A) und die Gruppe P(A)/P ist isomorph
zu der Gruppe P(A\ B).
Beweis: Die Abbildung f: P(A) — P(A), C — CN(A\B), ist ein Gruppenhomomorphismus
(vgl. Losung von Aufgabe 3.4 (e)). Der Kern dieser Abbildung enthélt genau die Teilmengen
C von A, fiir die CN(A\ B) = & gilt. Das sind aber genau die Teilmengen von A, die im
Komplement von A\ B in A enthalten sind. Es gilt aber A\ (A\B) = B: Seia € A\ (A\B).
Dann ist a also in A, aber nicht in A\ B. Damit muss aber a € B gelten. Sei nun a € B.
Dann gilt a ¢ A\ B, alsoa € A\ (A\ B).
Somit haben wir gezeigt, dass ker f = P(B). Nach Aufgabe 4.2 (b) ist P(B) damit eine
Untergruppe von P(A). Auflerdem gilt, dass das Bild von f die Menge P(A \ B) ist:
Offensichtlich ist ndmlich C N (A\ B) € A\ B. Ist C nun eine beliebige Teilmenge von
A\ B, soist f(C)=C.
Nach dem Isomorphiesatz gilt also P(A)/P(B) = P(A\ B).
Seien nun A = {1,2} und B = {2}. Dann ist A\ B = {1}.
Es gilt P(A) = {2, {1},{2},{1,2}}, P(B) ={9,{2}} und P(A\ B) = {@,{1}}.
Wir berechnen zuerst die einzelnen Kongruenzklassen von =p(py. Die Kongruenzklasse
einer Teilmenge C' von A besteht aus allen Teilmengen D von A, fir die C — D €
P(B), also C A D C B, gilt. Es gilt genau dann @ A D C D, wenn D C B ist.
Also ist die Kongruenzklasse der leeren Menge @ gerade {@, {2}}. Nun miissen wir nur
noch Teilmengen von A betrachten, die nicht in dieser Kongruenzklasse liegen. Es gilt
{1} A D C B genau dann, wenn ({1} UD)\ ({1} N D) C B gilt. Die Kongruenzklasse von
{1} ist also {{1},{1,2}}, demn ({1} U{1,2))\ ({1} N {1,2}) = {1,2}\ {1} = {2} =

B. Die Aussage des Isomorphiesatzes lédsst sich graphisch nun wie folgt ausdriicken.

(b) Sei = := =45. Dann ist G := Z/(6) = {0,1,2,3,4,5}. Zunachst gibt es die trivialen
Untergruppen H; := {0} und Hy :=Z/(6) = (1) = (5) mit Quotientengruppen G/H; =
{0} (T}, {2}, (3}, (3 {51} = Z/(6) wnd G/H, = {01 = {0}.

Betrachten wir nun die von 2 bzw. 4 erzeugte Untergruppe Hs := {0,2,4}. Die Quotien-
tengruppe G/ Hy besteht aus den zwei Klassen Hy und {1, 3,5}. Somit ist G /Hz isomorph
zu Z/(2), wie jede Gruppe mit genau zwei Elementen.

Sei jetzt H3 = {0, 3} die von 3 erzeugte Untergruppe. Dann besteht G/ H3 aus den Klassen
Hs, {1,4} und {2,5}. Dies ist also eine Gruppe mit drei Elementen, und auch da gibt es
bis auf Isomorphie nur eine: Z/(3).



(¢) (i) Behauptung: Durch

(d)

(a,b) =(c,d) : <= a+d=b+c (a,b,c,d € Z)

wird eine Kongruenzrelation auf Z x Z definiert. Die Kongruenzklasse von (0,0) ist
{(a,0) |a ez}

Beweis: Das Uberpriifen der Eigenschaften einer Aquivalenzrelation geht wie in Aufgabe
2.4 (b) (vii). Zu zeigen bleibt noch das = eine Kongruenzrelation auf Z x Z ist. Seien
dafiir (a,b), (d',¥), (c,d),(d,d) € Z x Z mit (a,b) = (a/,b') und (¢,d) = (¢, d’). Das
heiit a + b =a’ +bund ¢+ d = ¢ + d. Dann gilt:

(a+c)+ WV +d)=a+V +c+d =d +b++d=(d+)+ (b+d),

also (a,b) + (¢,d) = (d, V') + (', d').
Die Kongruenzklasse von (0,0) besteht aus allen Elementen (a,b) € Z X Z mit a =
a+0=>b+0=0b, also ist (0,0) = {(a,a) | a € Z}.

(ii) Behauptung: In jeder Kongruenzklasse liegt ein Element aus N x N, und somit sind
die Mengen (Z x Z)/ = und (N x N)/ = gleich.
Beweis: Sei (a,b) € Z x Z. Ist a < b, so gilt wegen (i) (a,b) = (a,b) + (0,0) =
(a,0)+(—a+1,—a+1)=(1,b—a+1). Dalund b —a+ 1 in N liegen (a < b),
sind wir in diesem Fall fertig. Analog behandelt man den Fall a > b. Man sieht hier
auBlerdem, dass jedes Element in Z x Z kongruent zu einem Element der Form (0,n)
oder (n,0) mit n € Ny ist.

(iii) Behauptung: Die Quotientengruppe Z x Z ist isomorph zu Z.
Beweis: Sei f: (Z xZ)/ =— 7Z mit (a,b) — a—b. Dann ist f ein Isomorphismus von
Gruppen. f ist eine Abbildung, da fiir (a,b), (c,d) € Z x Z offensichtlich a — b € Z
gilt und aus (a,b) = (¢,d) jaa—b=a—-b+d—d=b+c—b—d = c—d folgt.
AuBerdem gilt fiir alle (a,b), (¢,d) € Z X Z

f((a,b)+(c,d)) = f((a+ ¢, b+ d)) = atc—b—d = (a—b)+(c—d) = f((a,b))+f((c,d)).

Behauptung: Durch

x ~y: <= es existieren n,m € N mit 2" =y
wird eine Aquivalenzrelation auf R\ {0} definiert, die keine Kongruenzrelation auf der
multiplikativen abelschen Gruppe R* = (R \ {0}, -) ist.

Beweis: Die Relation ~ ist offensichtlich reflexiv und symmetrisch. Seien nun z,y, z € R*
mit 2 ~ y und y ~ z. Es gibt also n,m, k,I € N mit 2" = 4™ und y* = 2'. Dann gilt

also  ~ y. Um zu sehen, dass ~ keine Kongruenzrelation auf R* ist, nehmen wir 2 = 2,
' =8,y =3und 3y = 9. Es gilt offensichtlich x ~ 2’ und y ~ 1/, aber es gilt nicht
xy ~ 2'y': Es ist xy = 2 - 3 = 6, also kommen in jeder Potenz von 6 die Zahlen 2 und 3
gleich oft als Faktoren vor. Da aber 2/y/ = 72 =2-2-2-3- 3, tritt in jeder Potenz von 72
die 2 hiufiger als die 3 als Faktor auf.

Man kann die zweite Zeile des Reims als 1 = 10 und die zwolfte Zeile als 10 = 0 lesen,
zusammengenommen also als 1 = 0. Somit kann man den Reim als Rechnung modulo
1, also in Z/(1) = {0}, verstehen. Andert man z.B. die zweite Zeile in Aus Eins mach
Dreizehn um, so kann man den neu entstandenen Reim als Rechnen modulo 2, also in
Z/(2), verstehen.



