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Lineare Algebra I

Losung 9.1:

Voraussetzung: Sei K ein Korper mit 1 + 1 # 0, und sei V' ein K—Vektorraum.
Behauptung: Sind u,v,w € V linear unabhéngig, so auch u + v,u + w,v + w.

Beweis: Seien «, 3,7 € K mit a(u +v) + S(u + w) + (v + w) = 0. Das heifit
(@4 Blu+(a+7)v+ (6 +7)w=0.

Da u, v, w linear unabhéngig sind, gilt somit o + § = o+ v = [+ v = 0. Insbesondere gilt
damit (additiv kiirzen) o = f = 4. Wegen (14 1)a = a+a = a+ § = 0, folgt, wegen
1+ 1 # 0, dass (multiplikativ kiirzen) o = 0 ist. Somit sind auch § und ~ schon 0.

Wir haben also gezeigt, dass v + v, u + w, v + w linear unabhéngig sind.

Losung 9.2:

Da wir stets Untermengen von Vektorrdumen betrachten, iiberpriifen wir jeweils, ob die
angegebenen Mengen abgeschlossen unter Addition und Skalarmultiplikation sind.

(a) Aus der Vorlesung wissen wir, dass Losungsmengen von homogenen linearen Glei-

chungssystemen in n Variablen {iber einem Korper K Universen von Untervektorrdumen
des K™ sind. Somit ist die hier gegebene Menge Universum eines Untervektorraums
des K°. Man kann dies aber auch folgendermaBen sehen:
Seien x := (v1,72,73,74,25),y = (Y1,Y2,93,Y4,y5) € K> und gelte x1 — x5 =
T3+ x4+ x5, sowie y1 —yo = Y3+ y4 + y5. Wir betrachten nun die Summe x + y. Es ist
(@1+y1) = (@2 +y2) = (w1 —22) + (Y1 —y2) = (B3 +@a+25) + (Ys+ya+ys) = T3+ ys+
T4+ Y4 + 5 + y5. Also erfiillt auch x + y die definierende Eigenschaft. Sei A € K. Wir
betrachten \z. Es ist Az1—Aze = A(x1—x2) = Maz+2z4+2x5) = Axz+Arg+Azs. Daher
ist die betrachtete Menge abgeschlossen unter Addition und Skalarmultiplikation und
somit ein Universum eines Untervektorraums des K°.

(b) Sei f € K[X]. Im Allgemeinen ist M := {z € K | f(x) = 0} kein Universum eines
Untervektorraums von K. Die einzigen Universen von Untervektorrdumen von K sind
K selbst und die Menge {0}. Also ist M nur ein Universum eines Untervektorraums fiir
f =0 oder wenn f genau die 0 als Nullstelle hat, z.B. f = X. Je nach Koérper gibt es
auch weitere Polynome, die nur 0 als Nullstelle haben, so zum Beispiel f = X (X2 +41)
in K =Q.

(c) Seixz € Kund M :={f € K[X] | f(x) = 0}. Seien g, h € M. So gilt (9+h)(z) = g(z)+
h(z) = 040 = 0, daher ist auch g+h € M. Ist A € K, soist (Ag)(z) = Ag(xz) = A0 =0,
und daher ist auch (Ag) € M. Also ist M abgeschlossen unter Skalarmultiplikation und
Addition und damit ein Universum eines Untervektorraums von K[X].



Losung 9.3:

Voraussetzung: Sei K ein Korper, und seien V und W zwei K—Vektorrdume.

(a)

Behauptung: Sind U; und Us Untervektorrdume von V', so ist U; U Us genau dann ein
Untervektorraum von V', wenn U; C Us oder Us C U gilt.

Beweis: Wir zeigen beide Richtungen.

RS

Gelte Uy C Uy oder Uy C Up. Im ersten Fall ist U; U Uy = Us, im zweiten Fall ist
Uiy U Uy = Uy. Da wir schon wissen, dass U; und Us Untervektorrdume sind, ist in
beiden Fillen Uy U Uy ein Untervektorraum von V.

V=7

Sei Uy U Uy ein Untervektorraum von V. Angenommen es ist weder U; U Us C Uy
noch U; U Uy C Us Dann gibt es zwei Vektoren uj,us € V mit uy € Uy \ Us und
ug € Uy \ Uy. Nach Voraussetzung ist v = uy + ug € Uy U Us. Also liegt v in Uy oder
in Us. Angenommen es liege in Uy, so wire ug = u; — v € U, was wir ausgeschlossen
hatten. Also muss v € U; sein, dann aber wire u; = v — us € Us, was ebenfalls nicht
moglich ist. Daher war obige Annahme falsch und einer der Riéume ist im anderen
enthalten.

Behauptung: Ist f: V. — W eine K-lineare Abbildung, so ist ker f ein Untervek-
torraum von V und im f ein Untervektorraum von W. (Hier war ein Fehler in der
Aufgabe. im f ist natiirlich i.A. kein Untervektorraum von V'.)

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass ker f unter Addition und Skalarmultiplikation abge-
schlossen ist. Seien z,y € ker f. Es ist f(x +y) = f(x) + f(y) = 0+ 0 = 0, daher folgt
x+y € ker f. Sei A € K, soist f(Ax) = Af(z) = A0 = 0. Daher ist auch Az € ker f und
ker f ist ein Untervektorraum von V. Nun betrachten wir im(f). Seien a,b € im(f).
Dann gibt es z,y € V mit f(x) = a und f(y) = b. Es folgt f(z +y) = a+ b € im(f)
und f(Ax) = Aa € im(f). Also ist auch im(f) abgeschlossen unter Addition und
Skalarmultiplikation.

Loésung 9.4:

Voraussetzung: Sei K ein Korper, sei n € N, und seien ay,...,a, € K, wobei nicht alle

dieser Elemente die 0 sind.

Behauptung:

n
H:={(x1,...,2,) € K" | Y a;zm; =0}
=1

ist ein Untervektorraum der Dimension n — 1 des K—Vektorraumes K".

Beweis: H ist genau die Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems

al o« e a/n
0 --- 0

=0
0 --- 0

Insbesondere ist H ein Untervektorraum des K™. Da nicht alle Eintrége dieser Matrix 0

sind, ist sie in Stufenform mit einer Stufe. Laut Vorlesung hat ihr Kern, also H, dann die

Dimension n — 1.



Losung 9.5:

Voraussetzung: Sei K ein Korper, und seien V und W zwei K—Vektorraume. Sei f: V — W

eine lineare Abbildung.

(a)

Behauptung: Ist B eine Basis von V und C' eine Basis von W, so ist (Bx{0})U({0} xC)
eine Basis von V' x W.
Beweis: Wir zeigen zuerst, dass (Bx{0})U({0} xC) ein Erzeugendensystem von V x W
ist. Sei (v,w) € V. x W. Dann gibt es A1,..., A\, € K, by,...,by € B, i1, ..., pum € K
und cq,...,¢, € C mit

n m
v = Z ANibi und w = Zujc]u
i—1 j=1

Damit ist aber nach der Definition der K—Vektorraumstruktur auf V. xW (vgl. Aufgabe
8.1)

(v,w) = (v,0) + (0,w) = O Aibi, 0) + (0, pjc;) = Y Ai(bi, 0) Z (0, ¢;).
i=1 j=1 i=1 j=1

Also gilt (v,w) € span((B x {0}) U ({0} x C)).
Nun miissen wir noch zeigen, dass (B x {0}) U ({0} x C) linear unabhéngig ist. Seien
Ay ooy A €K, by, by € B pyy .o i € K und ¢,y ..., ¢ € C mit

:ZAi(bi,O)Zuj(O,c] Z)\ bZ,O 0 ZMJC] (Z)\ibi,zujcj‘).
i=1 J=1 i=1 j=1

Dies impliziert Z Aib; = 0 und Z pjc; = 0. Da aber B in V und C in W linear
i=1

unabhéngig sind, folgt daraus )\1 =Ap=p1 =" by = 0.
Behauptung: Sind V' und W endlich—dimensional, so auch V' x W und es gilt

dim (V x W) = dim V + dim W.

Beweis: Da die Dimension eines Vektorraums die Méachtigkeit einer beliebigen Basis
dieses Vektorraums ist, folgt die Behauptung aus Teilaufgabe (a).
Behauptung: Sind vy, ...,v, € V linear abhingig, so auch f(v1),..., f(v,).

T

Beweis: Seien Aq,..., A\, € K mit > A\jv;, so gilt wegen der Linearitét von f
i=1

Z)\fvl— Zml_ ) =0.

Also sind die Vektoren f(v1),..., f(v,) ebenfalls linear abhéngig.

Behauptung: Ist f injektiv und sind v;,...,v, € V linear unabhéngig, so sind auch
f(v1),..., f(v;) linear unabhéngig.
Beweis: Seien Aq,..., A\, € K mit

O—Z)\fvz = Z)\UZ

Da f injektiv ist, folgt Z Aiv; = 0. Wegen der Linearen Unabhéngigkeit der Vektoren
Vl,..., 0, folgt Ay = -- —)\ =0.



(e)

Behauptung: Ist V' endlich—dimensional, sind vi,...,v, € V linear unabhingig und
wi,...,w, € W. Dann gibt es eine lineare Abbildung ¢g: V' — W, die fiir alle ¢ €
{1,...,r} den Vektor v; auf den Vektor w; abbildet.

Beweis: Laut Vorlesung ist kann man jede linear unabhéngige Teilmenge von V zu

einer Basis ergéinzen. Da V eindlich-dimensional ist, gibt es also ein n € Ny und
n

Upgly...,Un € V,sodassvy,...,v, eine Basis von V bilden. Definiere nun g(>_ A\jv;) :=
=1
,
> Nw; fiir A, ...\, € K. Dawvy,...,v, ein linear unabhingiges Erzeugendensystem
i=1

n
von V bilden, besitzt jedes Element von V' genau eine Darstellung in der Form ) Ajv;
i=1
mit Aq,..., A, € K. Somit ist g eine lineare Abbildung von V nach W, die fiir alle

i€{l1,...,r} den Vektor v; auf den Vektor w; abbildet.

Behauptung: Ist V' endlich—dimensional, so auch im f.
Beweis: Offensichtlich bilden die Bilder einer beliebigen Basis von V' ein Erzeugenden-
system von im f.

Behauptung: Ist V' endlich-dimensional, bilden w1, ..., v, eine Basis von ker f und
bilden wy,...,wy, eine Basis von im f, und ist fir jedes j € {1,...,m} ein u; €
f71({w;}) gegeben, so ist (vi,...,vpn,u1,...,un) eine Basis von V.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass (vy,..., v, u1,. .., Uy) ein Erzeugendensystem von

V ist. Sei v € V. Gilt f(v) = 0, so ist v € ker f = span(vy,...,vy,). Ist f(v) # 0,
so gibt es Ai,..., A € K mit f(v) = Y A\jw;. Sei w := ) A\ju;. Dann ist f(u) =
j=1 j=1

f(v), d.h. f(v —wu) = 0. Also ist v — u € ker f = span(vy,...,v,). Insgesamt folgt

v=(v—u)+u€span(vi, ..., Un, UL, ..., Up).
Es bleibt zu zeigen, dass vy, . .., Un, U1, - - - , Uy linear unabhéngig sind. Seien Ay, ..., Ay,
Py b € K mit
n m
Z Ai; + Z piug = 0.
i=1 j=1
Dann ist, wegen v1,...,v, € ker f und f(u;) = w; (1 <j <m),
n m m
0=, Nvi+ > pjug) = pjuw;.
i=1 j=1 j=1
Da wy, ..., wy, linear unabhéngig sind, folgt yy = - - - = py, = 0. Somit haben wir aber
n
Z )\z"Uz' = O,
i=1
und daraus folgt, wegen der Linearen Unabhéngigkeit von vy, ..., v,, dass auch \; =

= Ay = 0 gilt.

Behauptung: Es gilt, wenn dim V' < co: dim V' = (dim ker f) + (dim im f).

Beweis: Das folgt direkt aus Teilaufgabe (g).

Behauptung: Ist dim V' < oo, so gilt V = (ker f) x (im f).

Beweis: Aus den Teilaufgaben (b) und (h) folgt, dass dim V = dim (ker f) x (im f)
ist. Laut Vorlesung sind aber zwei endlichdimensionale K—Vektorrdume, die dieselbe
Dimension haben, stets isomorph.



Losung 9.6:
Voraussetzung: Sei K ein Korper, und sei d € Nj.

(a) Der Raum K[X]y wird erzeugt von der Menge {1, X, X2, ..., X?}. Nach Definition des
Polynomrings ist diese Menge linear unabhiingig. Also ist v = (1, X, X2,..., X%) eine
Basis von K[X]; und es ergibt sich dim K[X]; =d + 1.

(b) Wir wihlen als Basis v = (1,X, X2, X3, X4 X% X%). Um die Matrix M(D,v,v)
zu bestimmen, berechnen wir D fiir jedes Basiselement und driicken das Ergebnis
beziiglich der Basis v aus. Es ist

D(1)=0
D(X)=1
D(X?) =2X
und wir erhalten damit die Matrix

01 0 0O0O0OTG O
0 02 0000
0O 00 3 00O
M(D,v,u)=| 0 0 0 0 4 0 0
0O 00 005 0
0O 00 00 O0®G6
0O 00 00 OGO

(¢) Um den Kern von D zu bestimmen, berechnen wir das homogene Gleichungssystem,
das durch obige Matrix gegeben ist. Dieses ist schon fast auf reduzierter Zeilenstufenform
und wir erkennen, dass der Kern dieser Matrix von dem Vektor

O O O O O+

aufgespannt wird. Auf die Basis v zuriickiibersetzt heifit das:

ker D ={\-1| X € Q}.

Loésung 9.7:
Voraussetzung: Sei W := F5[X]4.

(a) Behauptung: v = (X +1,X* X3 — X2 X2 -1, X — 1) und w = (2X3 + X%, X2 +
X, X3 —3X2 X%+ X2 X2~ 1) sind geordnete Basen von W.

Beweis: Da die Dimension von W mit der Anzahl der Elemente in v und w iibereinstimmt,



geniigt es zu zeigen, dass v, w linear unabhéngig sind. Wir beginnen mit v. Sei fiir
A € K.

M FD +F X+ A3(X2 - X))+ (X2 1)+ X5(X —1)=0.
Nach Umsortierung erhalten wir
M X+ 3X3 4+ M= M) X2+ Ms +A)X + (A — M — Xs5) = 0.

Unmittelbar einsichtig ist Ao = A3 = A4 = 0. Es bleiben die Gleichungen A1 + A5 = 0
und A\; — A5 = 0, woraus Ay = A5 = 0 folgt. Analog argumentiert man bei w:
Sei

MEX34+ X2+ (X2 4+ X) + M3(X2 —3XH) + (X + XH) + A5(X2 1) =0.
Man erhalt
MXY 4+ (M 4+ 2A3) X2+ (A 4+ A2 —3X3 4+ Mg+ X5) X2+ WX — A5 = 0.
Unmittelbar erkennt man As = Ao = A\y = 0. Es bleiben die Gleichungen

221+ X3=0
A1 —=3A3=0

deren einzige Losung gerade Ay = A3 = 0 ist.

Oft kann man die Darstellungen direkt ablesen, ansonsten muss man ein kleines lineares
Gleichungssystem nach den Koeffizienten der Darstellung losen. Es ist

X+1 = 02X3+X?) +1(X2+X) +0(X3-3X?%) +0(X*+X?) +4(X?
X4 = 2(2X3+ X?) +0(X?2+X) +1(X?-3X% +1(X*+X?%) +0(Xx?
X3-X? = 12X3+X?%) +0(X?2+X) +4(X3-3X?%) +0(X*+X?) +0(Xx?
X2—-1 = 02X3+X?%) +0(X?2+X) +0(X3-3X?%) +0(X*+X?) +1(Xx?
X -1 = 4(2X3+X?) +1(X?2+X) +2(X%-3X%) +0(X*+X?) +1(X?

und umgekehrt

2X3+ X% = 4(X+1) +0X* +2(X3-X?) +3(X%2-1) +1(X-1)
X2+X = 1(X+1) 4+0X* +0(X3-X?) +1(X2-1) +0(X-1)
X3 -3X?%2 = 4(X+1) +0X* +1(X3-X?) +3(X%2-1) +1(X-1)
X4+ X2 = 3(X+1) +1X* +0(X3-X?) +1(X2-1) +2(X-1)
X2 -1 = 0(X+1) +0X* +0(X3—-X?) +1(X2-1) +0(X—-1)

Seien p,q € W und A\ € F5. Zuerst muss man sich iiberlegen, dass F' tatséchlich eine
Abbildung ist, denn ist degp =4, so ist (X + 1)p ¢ W, da (X + 1)p den Grad 5 hat.
Allerdings reduziert D den Grad um 1, so dass gilt deg p = deg D((X +1)p). Also liegt
das Bild tatséchlich in W. Die Abbildung F' ist eine Verkettung von D: F5[X]; —
F5[X]4 und der Abbildung

J7 F5[X]4 — F5[X]5,
pr— (X +1)p.

1)
1)
1)
1)
1)



Es ist schon bekannt, dass D ein Vektorraumhomomorphismus ist. Weiter ist bekannt,
dass die Verkettung von Homomorphismen wieder ein solcher ist. Also geniigt es,
zu zeigen, dass p eine lineare Abbildung ist. Es ist u(p +¢q) = (X + 1)(p+ q) =
(X +1p+(X+1)g = p(p) +p(g) und weiter p(Ap) = (X +1)Ap = A(X +1)p = Au(p).
Damit ist gezeigt, dass auch F eine lineare Abbildung ist.

Nun berechnen wir M (F,w,v) (leider war die Aufgabe nicht klar gestellt, man hétte
auch M (F,v,w) ausrechnen koénnen). Dafiir berechnen wir F'(w) fiir alle w € w und
driicken die Ergebnisse als Linearkombination beziiglich v aus. Es ist

F(2X? 4+ X?%) = D((X +1)(2X® + X?))
= D(2X* +3X% + X?)
=3X°% +4X? +2X
=3(X3 = X +2(X2 1) +2(X +1)

F(X?+X)=D((X +1)(X*+ X))
= D(X®+2X%+ X)
=3X%+4X +1
=3(X? - 1) +4(X +1)

F(X? = 3X%) = D((X + 1)(X? - 3X?))
= D(X* - 2X3 - 3X?)
= 4X3 +4X% 44X
—4(X3 - XHF3(X2 -1+ (X +1)+3(X-1)

F(X'+X?) =D((X +1)(X* 4+ X?))
= D(X°+ X1+ X3+ X?)
=4X3 4+ 3X% 42X
=4(X3 - XY +2(X2—1)+2(X +1)

F(X?-1)=D((X +1)(X?-1))
=D(X*+X*-X 1)

=3X2+2X +4
=3(X2-1)+2(X +1)

Somit ergibt sich die Matrix M (F,w,v) zu

M(F7way) -

O N WO N
O W O O
W W ks O
O N B~ O N
S W o O N



Analog berechnet man

01 20 4
2 0 3 2 2
M(F,v,w)=] 0 2 0 0 2
00000
30010

Um ker F' zu bestimmen, stellen wir zwei mogliche Wege vor. Eine Moglichkeit ist das
homogene lineare Gleichungssystem, das durch eine der Abbildungsmatrizen gegeben
ist, zu 16sen. Es ist

2 41 2 2 2 41 2 2
0O 00 0O n 00 0 00O
23 — 23+2z
3 04 40 3 s 04 0 1 2 Z4 — 24— 23
24— 24— 21
2 3 3 2 3 04 2 01
0 03 00 00 3 00
2 41 2 2 2 41 2 2
0 00 00O 00 0 00O .
Zeilen
0 4 0 1 2 25 — 25+ 24 04 0 1 2 tausch
T

002 4 4 002 44 vertatisehen
0 03 00 00 0 4 4
2 41 2 2 23 — 23— 24 2 41 00

Z1 — 21 +4z3
0 4 01 2 22<—22+Z4 040 01

Z21 — 21 +4z
0 0 2 4 4 21 — 21+ 2z 001 00

z9 <« 4z
0 00 4 4 24 — 4dzy 000 11

Z1<—3Z1
0 00 0O 23 < 323 00 0 00O
1 0 0 0 2
01 0 0 4
0O 01 00O
0O 00 11
0 00 0O

Damit kénnen wir den Kern als Koeffizientenvektor beziiglich der Basis w ablesen. Es
ist

ker f = {A(2(2X* + X?) +4(X*+ X) + (X* + X?) — (X? - 1)) | N € F5}
= {AX"+4X° + X?+4X —1) | A€ F5}.

Der andere Weg bestimmt den Kern direkt. Wir betrachten zuerst den Kern von
D: F5[X]5 — F5[X]4 und erkennen, dass dieser nicht nur von 1, sondern auch von X?°
aufgespannt wird. Nun muss man sich {iberlegen, welche Elemente der Form aX? + 31
mit o, 8 € F5 im Bild von p liegen. Im Bild von p zu liegen, bedeutet insbesondere
durch (X + 1) teilbar zu sein, oder anders gesagt —1 als Nullstelle zu haben. Wir



erkennen, dass unter dieser Bedingung, fiir ein gegebenes « sofort § = « folgt. Also
suchen wir Urbilder unter 1 von Polynomen der Form a(X?® + 1). Wir erhalten diese
durch Polynomdivision. Es ist fiir alle o € 5
X+ 1) div(X+1) = a(X°+1D)div(X+1)=aX*-X*+X* - X +1)
= a(XT+4X3 + X2 44X +1).

(d) In Fo[X]4 ist X +1 = X — 1 und damit ist v linear abhéngig.

Losung 9.8:

Behauptung: Die Dimensionen des Zeilenraumes und des Spaltenraums der angegebenen
Matrix sind beide 3.

Beweis: Laut Vorlesung dndert sich der Zeilenraum nicht, wenn wir die Matrix auf (reduzierte)
Zeilenstufenform bringen.

447 —1447 2045, 74230
1 . 3 1430 | 21 — (=)
147 —1—-1 —-54+7T. 10 | 24 « =z
B 1 1460 —4+50
1 P 6—1 b5-+41
o o 22 < 22—z
1 B 3 1+30 o
14§ —1-% —5+7 o | 2T e Cltoa
- t —1—=v - — o
o o o o 24 24_(4+L)Zl
440 —14+4 204+5. 7T4+23
(e} (o] (e} —ﬂr
1 1 6—1 544\ T A 47 °
00 -34+7 —4—10 |2z <« 22_—;;%
(e} o L
00 0 1+ 25 — (1402
0 0 —54+30 —9+20 ) ., 942
1+
1 1 6-1 0 6=
00 —345 0| T T
0 0 01 zo — (=3+1) 1o
5 —5+30
00 —-5+3. 0/ % < P
1 200
0010
000 1
000 0

Aus der Vorlesung wissen wir, dass die Dimension des Zeilenraums einer Matrix in Stufenform
die Anzahl der Stufen ist. Hier hat der Zeilenraum also Dimension 3.



So hnlich werden wir die Dimension des Spaltenraums berechnen. Dafiir schreiben wir die
Spalten der gegebenen Matrix als Zeilen einer neuen Matrix. Hierbei konnen wir beliebig
die Reihenfolge der alten Zeilen / neuen Spalten vertauschen. Dann ist der Zeilenraum der
neuen Matrix der Spaltenraum der gegebenen Matrix. Die neue Matrix bringen wir also auf

Zeilenstufenform.
1 . 141 441 .
; 1 —1—§ 144 | 2T T
o o o z3 2’3—321
3 14+60 —5+7t 20+ 5¢ °
o 0 o | 4 — z—(1+30)xn
14+3c —4+5¢ —-10 7+23¢
1 L o—141 4+t
0 0 0 0 | 22 «— (70) (23 + )
0 1430 —2+4. 8420 | 24 « 2
0 —1+4. —6+2. 6+ 10¢
1 L =140 4+
0 1 S48 29 o
o 7+7cL> 7 i z3 — z3— (14 30)29
0 1+3¢c —2+4. 8+2
0 0 0 0
1 9 140 441
6 8° 12 o
0 1 7+7L 7—2L
24 129 2 8¢°
00 —F-—Ft 7+3¢
0 0 0 0

Die Dimension des Zeilenraums dieser Matrix ist somit 3, also auch die Dimension des
Spaltenraums der gegebenen Matrix.

Losung 9.9:

Allgemeine Voraussetzung: Sei K ein Korper.

(a) Voraussetzung: Sei v = (v1,v2) € K? nicht der Nullvektor, sowie w = (w1, ws) € K?
ein weiterer Vektor.
Behauptung: Es gibt genau dann ein A € K mit w = \v, wenn viwg — vow; = 0 gilt.
Beweis: Nehmen wir zuerst an, es gibt ein A € K mit w = Av. Dann gilt:

V1wy — v2W1 = ’U1(>\’U2) - ’Ug()\’l}l) =0.

Gelte nun vywy —vowi = 0. Da (v1, v2) nicht der Nullvektor ist, gilt v; # 0 oder vo # 0.

Nehmen wir an, es gilt v1, v # 0. Dann erhalten wir durch Dividieren der gegebenen

w w
Gleichung durch vjvs, dass A := —2 = L Somit gilt, wie gewiinscht,
V2 U1

w w
A(vr,vg) = (val, v—jvg) = (w1, ws).



w
Ist v1 = 0, und damit v9 # 0, so mufl auch wy; = 0 sein, und wir kénnen A\ := —2

Vg
wéhlen.

w
Ist v = 0, und damit v; # 0, so mufl auch we = 0 sein, und wir kénnen A\ := 1

V1

wahlen.

(b) Voraussetzung: Seien v = (v1,v2),w = (w1, wz) € K? linear unabhiingig.
Behauptung: Zu jedem u € V gibt es eindeutig bestimmte Elemente o, 3 € K mit
u = av + Pw.
Beweis: Sei u = (u1,u2) € V.
Existenz: Wir suchen «, 8 € K mit u; = avi + fwy; und ue = avy + Bws. Da v und
w linear unabhéngig sind, sind beide Vektoren verschieden vom Nullvektor, und nach
Teilaufgabe (a) gilt viwe — vows # 0. Nehmen wir an, es gilt v; # 0. Die gesuchten
Skalare sollen also insbesondere

erfiilllen. Also auch
ugv1 (AR} (BX]
= -8 +48—==,

U1 U1 U1 U1

w1v2

und somit
U2V1 — U1V2

V1w — V2W1 '
Einsetzen liefert, dass dann auch

ULW2 — U2W1
© viwz — vw
gelten mufl. Nachrechnen zeigt, dass, wenn wir a und 3 wie oben wéhlen, wir tatséchlich
u = av + Pw erhalten. Analog zeigt man dies auch fiir vo # 0.
Eindeutigkeit: Seien o, o/, 3,3 € K mit u = av + Bw und v = o’v + f'w, so folgt
(a —a")v+ (B — f')w = 0. Da aber v und w linear unabhéngig sind, haben wir dann
schon a — o’ =0und -3 =0, also a =o' und 5 = /.

Loésung 9.10:

Voraussetzung: Sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Wir betrachten n Vektoren
v; = (ai1, @iz, - ain) € Q" (1 <0 <n)

n
mit aj; = 1und ) |a;;| < 2fiiralle j = 1,...,n. Dabei sei |-| der gewthnliche Absolutbetrag

i=1
auf Q.
Behauptung: (v1,...,v,) ist eine Basis von Q".
Beweis: Angenommen vy, ..., v, wiren linear abhingig, es gibe also Ay,..., A\, € Q, nicht
alle gleich 0, so dass
n

Z >\iUz‘ =0

i=1
ist. Sei 1 < j < n, so gewéhlt, dass |\;| > |\ fiir alle 4 = 1,...,n. Insbesondere ist dann

Aj # 0. Wir betrachten die j-te Komponente obiger Linearkombination und erhalten

n
Z /\iaij =0.
i=1



Da aj; = 1 ist folgt
n
-3
i

und nach Division durch A; erhélt man

n
PR
Ny,
— A
imj

Wir schétzen ab und nutzen aus, dass A; betraglich maximal ist

1:|—Z a1j|_2| ||CL@]|<Z|CLU|
1#1

1#3 Z;EJ

Mit aj; = 1 folgt daraus aber
n
> lai > 2
i=1

im Widerspruch zu unserer Voraussetzung, daher miissen vy, ..., v, linear unabhéngig sein,
und bilden daher, und wegen ihrer Anzahl, eine Basis von Q.

Losung 9.11:

Wir betrachten den Fq;—Vektorraum V' := {f | f: F;; — Fi;} aller Abbildungen von Fy;
nach Fq;. Wie {iblich schreiben wir die Elemente von F1; als ganze Zahlen zwischen 0 und
10.

(a) Fiir i =0,...,10 definiere die Abbildung

1 falls k=i

ei: Fiu — Fu, k+—
0 sonst

Ist nun f € V so ist f(k) = Zf()()furkelﬁ‘n Alsowtf—Zf() Dies
zeigt, dass die e; ein Erzeugendensystem von V bilden. Die e; sind Jedoch auch linear

unabhéngig. Seien dazu A; € Fq; und Z Aie; = 0. Ausgewertet an k € Fqq folgt
i=0

0= Z Aiei(k) = Aper (k) = Mg

Also ist A\ = 0 fiir alle k € Fy1. Dies zeigt, dass die e; mit ¢ = 0, ..., 10 eine Basis von
V sind. Mit Nachzihlen folgt damit dim V' = 11.

(b) Behauptung: U := {f € V | f(0) = 0} und W := {f € V | f ist linear} sind
Untervektorrdume von V.
Beweis: Wir zeigen jeweils die Abgeschlossenheit beziiglich der Addition und Skalar-
multiplikation. Seien f,g € U, r,s € W, X € Fy1. Es ist (f + ¢)(0) = f(0) + g(0) =
04 0 =0, sowie (Af)(0) = Af(0) = A0 = 0. Daher ist U ein Untervektorraum von V.



Um den Beweis fiir W zu fiihren, betrachten wir x,y, 4 € F11 und untersuchen (r + s)
und (Ar) auf Linearitét. Es ist

(r+s)(@+y) =r(z+y)+s(@ty) =r@)+r(y) +s(@)+s(y) = (r+s)(@) + (r+5)(y),

(r + 8) () = r(ua) + s(uz) = pr(@) + ps(a) = plr + 5)(@).

Dies zeigt, dass die Summer zweier Elemente aus W erneut in W liegt. Analog betrachtet
man

(Ar)(@ +y) = A(r(z +y)) = A(r(z) +7(y)) = Ar(z) + Ar(y) = (Ar)(z) + (Ar)(y)

(M) () = Ar(uz) = Mur(x) = pdr(@) = p(w(a),
was zeigt, dass auch W ein Untervektorraum von V ist.

(c¢) Betrachten wir zuerst U. Benutzt man die Basis aus der ersten Teilaufgabe, erkennt

man, dass
11

fIZ)\ieiGU@ Ao = 0.
i=0
Damit ist U = span(eq, ..., e19), insbesondere folgt dim U = 10.
Sei nun g € W,z € Fqy. Es ist g(z) = g(1 - x) = zg(1). Also legt schon der Wert
an der Stelle 1 die lineare Funktion g vollstindig fest. Wir betrachten die Abbildung
g = idp,,. Wir zeigen: (g) ist Basis von W. Sei h € W und sei h(1) = k, dann ist

kg(z) = kx = xk = zh(1) = h(x1) = h(x) fir alle z € Fy;.

Also ist kg = h, was zeigt, dass ¢ den Raum W erzeugt. Hieraus folgt die Behauptung
und dim W = 1.

(d) Wir wissen dim W = 1. Also ist W = F;; und man erkennt dass W genau 11 Elemente
enthiilt. Weiter ist dimU = 10, also ist U = F1¥ und daraus folgt, dass U genau
1110 = 25937424601 Elemente enthilt.

Losung 9.12:

Voraussetzung: Sei K ein Kérper. Eine Matrix A = (aij)1<i j<n € K™ heifit ein schwaches
magisches Quadrat, falls es ein s(A) € K mit

Zaij =s(A) furalleie {1,...,n}
j=1

und .
Zaij = s(A) fir alle j (nicht ¢!) € {1,...,n}
i=1

gibt.

(a) Behauptung: Q(n) := {A € K™*™ | A ist ein schwaches magisches Quadrat} ist ein
Untervektorraum des K—Vektorraumes K™*™ und s: Q(n) — K, A — s(A), ist eine

lineare Abbildung.



Beweis: Seien A = (aij)1<i,j<n und B = (b;;)1<i j<n Elemente von Q(n), und sei A € K.
Dann ist A+ B = (aij + b@'j)1§m§n, und damit

Z:a”—f—bZJ Zam—i—Zb]—s )+s(B) firalleie{1,...,n}
j=1
und

Zaw+bw Zaz]jLZbJ—s )+ s(B) firalleje{l,...,n}.
i=1

Somit ist A+ B € Q(n) mit s(A + B) = s(A) + s(B). Weiter ist AA = (Aaij)1<i,j<n,
und damit

> Aaij =AO ai) = As(A) firallei € {1,...,n}
Jj=1 j=1

und

Z)‘aij = )\(Z a;j) = As(A) firalle j € {1,...,n}.
i=1 j=1

Somit ist auch AA € Q(n) mit s(AA) = As(A).
Wir haben also beide Aussagen bewiesen.

Behauptung: Die Abbildung (ker s) — K(n=1)x(n-1) (@ij)i<ij<n ¥ (@ij)1<ij<n—1, ist
ein Isomorphismus.

Beweis: Linearitédt: Offensichtlich.

Injektivitét: Ist A = (asj)1<ij<n € kers mit a;; =0 fir 1 <4,5 <n — 1, so sind aber,
wegen s(A) = 0, auch a;, und ay,; gleich 0 fiir alle 7,5 € {1,...,n— 1}, und damit gilt
auch a,, = 0.

Surjektivitét: Sei A = (aij)lgi,jgn_l < K(nfl)x(nfl). Setze

n—1 n—1
am::—Zaij(lgign—l) und anj:—Zaij(lgjgn—l).
j=1 i=1
Dann gilt:
n—1ln—1 n—1ln—1
Zaw =D 0w = ) —ai = Z%
=1 j=1 7j=111=1
Setzt man also noch ap, := — Y17 a;j, so ist A’ := (aij)1<ij<n € Q(n) mit s(A’) = 0.

AuBlerdem gilt, dass A" unter der gegebenen Abbildung gerade auf A abgebildet wird.

Behauptung: dim Q(n) = (n —1)% + 1.

Beweis: Dies folgt aus Aufgabe 9.5 (h), da dim (ker s) = dim K"~Dx(=1) = (5 — 1)?
und dim (ims) = dim K = 1. Letzteres erhilt man, weil s surjektiv ist: Es ist fiir
a € K die Matrix A := (aij)1<ij<n mit a1; = a und a;; = 0, falls i # 1 oder j # 1, ein
Element von Q(n) mit s(A) = a.



