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Aufgabe 1 2 3 4 5 6 7 >

erreichte Punktzahl 8 16 8 10 | 20 8 30 || 100

Korrektor (Initialen) || XY | XY | XY | XY | XY | XY | XY || XY

Maximalpunktzahl 8 16 8 10 20 8 30 || 100

Fassen Sie den Klausurbogen nicht an, bevor die Klausur ertffnet wird!

Entfernen Sie nicht die Klammerung der Blitter. Sobald die Klausur erdffnet wird, tragen Sie auf
jeder Vorderseite sofort Thren Namen ein. Schreiben Sie die Losung zu einer Aufgabe nur auf
die dafiir vorgesehenen Blétter. Wenn Sie sich nicht ganz sicher sind und noch genug Zeit ist,
empfiehlt es sich, die Losung zunéchst auf Schmierpapier zu schreiben. Vergessen Sie aber nicht,
die Losung rechtzeitig auf den Klausurbogen zu iibertragen. Soweit nichts anderes gesagt ist, gilt
folgendes:

e Alle Antworten sind mathematisch zu begriinden.

e Sofern nichts anderes gesagt ist, darf dabei auf mathematische Ergebnisse aus der Vorlesung
und der Ubung zur Einfiihrung in die Algebra (WS 2010/2011) verwiesen werden (zum Bei-
spiel durch ein Stichwort wie ,,Hauptsatz der Galoistheorie* oder durch kurze Beschreibung
des Ergebnisses).

e Sie konnen die einzelnen Teilaufgaben einer Aufgabe in einer anderen als der vorgeschlagenen
Reihenfolge bearbeiten und in jeder Teilaufgabe die erzielten (Zwischen-)Ergebnisse aus den
vorher bearbeiteten Teilaufgaben verwenden.

Haben Sie irgendwelche Fragen, so zgern Sie nicht, sich (moglichst lautlos) bemerkbar zu machen.
Ein Mitarbeiter wird zu IThnen an den Platz kommen.

Die maximale Bearbeitungszeit betrigt 180 Minuten. Die einzigen erlaubten Hilfs-
mittel sind “Spickzettel”!, Schreibzeug, Schmierpapier? und eine Uhr?. Viel Erfolg!

Lein beidseitig von eigener Hand beschriebenes Blatt im Format A4
2anfangs unbeschrieben
3ohne eingebaute Kommunikationsgerite
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erreichte Punktzahl: 8 Korrektor (Initialen): XY

Aufgabe 1 (8 Punkte). Sei G eine Gruppe und H eine nichtleere endliche Teilmenge, die unter
der Gruppenmultiplikation abgeschlossen ist, das heifit es gilt ) # H C G und fiir alle a,b € H gilt
ab € H.Ist dann H stets eine Untergruppe von G? Gebe einen Beweis oder finde ein Gegenbeispiel!

Losung zur Aufgabe 1: Ja, H ist in der Tat stets eine Untergruppe von G. Hierzu reicht es zu
zeigen:

(a) a™' € H fiir allea € H \ {1}
(b)y 1e H

Zu (a). Sei a € H \ {1}. Aus der Voraussetzung folgt per Induktion sofort a* € H fiir alle
k € N. Da H endlich ist, gibt es k,¢ € N mit k < £ und a* = a*. Indem man mit a~* multipliziert,
sieht man, dass es ein n € N gibt mit a™ = 1. Wegen a # 1 gilt n > 2 und es folgt a=! = a"~! € H.

Zu (b). Nach Voraussetzung kénnen wir ein @ € H wéhlen. Gilt a = 1, so sind wir fertig. Sonst
gilt aber nach (a), dass a=! € H und daher 1 = aa~! € H.
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Aufgabe 2 (16 Punkte). Sei G eine Gruppe von ungerader Ordnung und
f:G—G,a~d.

(a) Zeige, dass f ein Gruppenautomorphismus ist, wenn G sogar eine abelsche Gruppe ist.

(b) Finde eine Gruppe G ungerader Ordnung und a,b € G mit f(ab) # f(a)f(b).

(c) Zeige, dass fiir alle a € G die Elemente a und a? dieselbe Untergruppe erzeugen, das heif}t
(a) = (a?).

(d) Zeige, dass f immer eine bijektive Abbildung ist.

Losung zur Aufgabe 2: (a) Ist G abelsch, so gilt fiir alle a,b € G
f(ab) = (ab)? = abab = aabb = a*b* = f(a)f(b),

das heifit f ist ein Gruppenhomomorphismus. Es ist noch zu zeigen, daf3 f bijektiv ist. Da G
endlich ist, reicht es hierzu zu zeigen, dass f injektiv ist, was gleichbedeutend mit ker f = {1} ist.
Sei also a € G mit f(a) = 1. Zu zeigen ist a = 1. Wire a # 1, so hitte a wegen a? = f(a) = 1 die
Ordnung 2 in G, womit die von a erzeugte Untergruppe (a) die Ordnung 2 hiitte, was nach dem
Satz von Lagrange im Widerspruch zur Voraussetzung steht, dass #G ungerade ist.

(b) Nehme fiir G zum Beispiel die aus der Vorlesung bekannte Gruppe der oberen unipotenten
3 x 3-Dreiecksmatrizen iiber F3, also

1 % %
G = 0 1 = SGLg(Fg)
0 0 1
Offensichtlich ist #G = 3% ungerade. Setze nun
1 1 1 110
a:=10 1 1 und b:=({0 1 0
0 0 1 0 0 1
Dann gilt
1 20 1 20
a?=(0 1 2 und  B*=1|0 1 0
0 0 1 0 0 1
sowie
1 2 1 1 1 1
ab=10 1 1 und  (ab)?= |0 1 1
0 0 1 0 01
Daher
1 1 0
flab) = (@b # [0 1 2| = a2? = f(a)f(b).
0 0 1

(c) Da mit G nach dem Satz von Lagrange auch die Untergruppe (a) von G ungerade Ordnung
hat und (a) abelsch (sogar zyklisch) ist, ist nach (a) die Abbildung

g: {a) — (a), b—v?

ein Gruppenautomorphismus. Insbesondere gilt (a) = g((a)) = (g(a)) = (a?).
(d) Da G endlich ist, reicht es zu zeigen, dass f surjektiv ist. Sei hierzu a € G. Dann gilt

a € (a) = (a®) = (f(a)) <im f,

also a € im f.
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Aufgabe 3 (8 Punkte). Zeige, dass das Polynom X? + 3X + 1 irreduzibel in Q[X] ist.

Losung zur Aufgabe 3: Wir wenden das Reduktionskriterium an: Es gilt Q = f(Z) und Z ist
faktoriell. Da 2 irreduzibel in Z ist und der Leitkoeffizient des Polynoms X3+3X +1 vom Grad > 1
nicht von 2 geteilt wird, reicht es zu zeigen, dass X>+ X +1 = X3+3X +1in (Z/(2))[X] = F2[X]
irreduzibel ist. Da dies ein Polynom vom Grad 3 ist, reicht es zu zeigen, dass es keine Nullstelle
in Fy hat, was man sofort sieht.
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Aufgabe 4 (10 Punkte). Sei S := {3" | k € Ny} C Z. Finde ein Polynom f € Z[X] derart, dass
die Ringe S™'Z und Z[X]/(f) isomorph sind. (Die Isomorphie ist selbstverstéindlich nachzuweisen.)

Losung zur Aufgabe 4: Setze f :=3X — 1 € Z[X].

_ Der eindeutig bestimmte Ringhomomorphismus Z — Z[X]/(f) bildet 3 auf 3 ab, was wegen
3X = 3X = 1 eine Einheit im Ring Z[X]/(f) ist. Damit bildet dieser Homomorphismus aber
offensichtlich jedes Element von S auf eine Einheit ab und kann daher zu einem Ringhomomor-
phismus B

¢: S717 — Z[X]/(f), 3% — — —aX* (e €ZkeNy)
3
fortgesetzt werden.
Umgekehrt liegt f im Kern des Einsetzungshomomorphismus Z[X] — S7'Z, p + p(3), was
mit Homomorphiesatz den Ringhomomorphismus

Y ZX)/(f) » §T LB p(3) (P EZIX))

liefert. Es gilt

(9o 8)(P) = £ (6(P) = w(p(3)) =P
fiir alle p € Z[X] und
(b0 9)(5p) = ¥(e(g5)) = w(aXF) = 5

fiir alle a € Z und k € Ny. Dies zeigt

@ o = idgxy/(s)

und
Yoy =idg-1z.

Somit sind ¢ und @ Isomorphismen.
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Aufgabe 5 (20 Punkte). Betrachte die Ringe
Al = Z/(25)7A2 = F25,A3 = F5[X]/(X2 + 1),144 = Fg)[X}/(XQ + X + 1) und A5 = F5 X F5.

Fiir welche (i,5) € {1,...,5}% mit i < j sind die Ringe A; und A; isomorph und fiir welche nicht?
Begriinde Deine Antwort.

Losung zur Aufgabe 5: A, ist ein Korper. Nach Korollar 2.4.9 aus der Vorlesung folgt dies
daraus, dass F5[X] ein Hauptidealring ist und X2 + X + 1 irreduzibel in F5[X] ist. Ersteres ist
klar, denn F5 ist ein Korper und letzteres folgt daraus, dass X2 + X + 1 keine Nullstelle in F5 hat.
Wegen #A, = 25 (A, ist ein F5-Vektorraum mit zweielementiger Basis 1,X) ist A4 genauso wie
A, ein 25-elementiger Korper. Nach Korollar 4.4.15(b) aus der Vorlesung sind zwei gleichméchtige
endliche Korper schon isomorph, das heifit es gilt

Ay = Ay

Im Hinblick auf Az, betrachten wir als nichstes das Polynom X? + 1 € F5[X]. Es sind 2,3 € F5
Nullstellen dieses Polynoms, woraus in F5[X] folgt X2+1= (X —2)(X —3). Da X —2 und X —3
selbstverstindlich nicht assoziiert und irreduzibel sind in F5[X], folgt aus dem (Korollar 2.8.6
zum) Chinesischen Restsatz, dass Az = F5[X]/(X? 4+ 1) = (F5[X]/(X — 2)) x (F5[X]/(X —3)) =
F5 x F5 = As, also

Az =2 As

(die dabei benutzte Isomorphie F5[X]/(X —a) & F5 fiir a € F5 erhiilt man sofort durch Anwendung
des Isomorphiesatzes auf den Einsetzungshomomorphismus F5[X] — F5, f — f(a)).

Der Ring A; hat die Charakteristik 25, wihrend alle anderen A; die Charakteristik 5 haben.
Insbesondere ist A; zu keinem der anderen Ringe isomorph. Wir merken uns also:

Ay 2 Ay, Ay 2 As.

Schliefllich ist As = Az kein Korper, da (0,1) € A5 \ {0} offensichtlich keine Einheit ist. Also

As # As.

Zusammenfassend erhilt man also:

L A [ A [As[ Ay [ 4]

Ay 2|2 %

Ay Z | = | #

As Z | =

Ay ¥

As
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Aufgabe 6 (8 Punkte). Sei L|K eine Korpererweiterung vom Grad [L : K| = 2* fiir ein k € Ny.
Sei f € K[X] ein Polynom vom Grad 3, das in L eine Nullstelle besitzt. Besitzt dann f bereits in
K eine Nullstelle? Gebe einen Beweis oder ein Gegenbeispiel!

Losung zur Aufgabe 6: Ja, f besitzt dann in K eine Nullstelle. Wir zeigen dies durch Wi-
derspruch und nehmen daher an, dies ist nicht so. Da f vom Grad 3 ist, ist f dann irreduzibel
in K[X]. Wéhle nun geméf Voraussetzung ein @ € L mit f(a) = 0. Ohne Einschrinkung sei f
normiert. Dann ist f das Minimalpolynom von a iiber K und daher [K(a) : K] = deg f = 3. Nun
gilt mit der Gradformel 2¥ = [L: K] = [L : K(a)][K(a) : K] = 3[L : K(a)], was absurd ist.



Universitidt Konstanz Fachbereich Mathematik und Statistik

Klausur zur Einfithrung in die Algebra (Modulklausur, Zwischenpriifung) 30. Mérz 2011
Name: Alain Connes Seite 1 zur Aufgabe 7
erreichte Punktzahl: 30 Korrektor (Initialen): XY

Aufgabe 7 (30 Punkte). Sei L der Zerfillungskorper des Polynoms f := X2 +2X — 1 € Q[X]
iiber Q.

(a) Begriinde, warum L|Q eine endliche Galoiserweiterung ist.
(b) Begriinde mit Hilfe von Analysis, warum f genau eine reelle Nullstelle a; € R hat.

(c) Zeige, dass f irreduzibel in Q[X] ist.

Hinweis: Man kann zum Beispiel das Reduktionskriterium verwenden.
(d) Begriinde, warum es ag,a3 € C\ R gibt mit f = (X — a1)(X — a2)(X — a3).
(e) Begriinde, warum es ¢ € Aut(L|Q) gibt mit ¢(a1) = as.
(f) Bestimme G := Aut(L|Q) als Untergruppe von Ss.

Hinweis: Zeige zunichst (2 3) € G und benutze dann (e).

Bestimme [L : Q).

)

(h) Bestimme alle Untergruppen von Aut(L|Q).
) Bestimme die Anzahl der Zwischenkérper von L|Q.
)

Bestimme [K : Q)] fiir den Zwischenkérper K := Q(x) von L|Q mit

x:= (a1 — ag)(az — a3)(az — ay).

Losung zur Aufgabe 7: (a) Als Zerfallungskorper eines Polynoms iiber Q ist L|Q eine endliche
normale Erweiterung. Da Q Charakteristik 0 hat, ist Q vollkommen, das heifit jede endliche (oder
sogar algebraische) Erweiterung von Q ist separabel iiber Q. Da L|Q also normal und separabel
ist, ist es galoissch.

(b) Die Ableitung f’ = 3X2 + 2 nimmt auf ganz R nur positive Werte an positiv, weswegen
mit Analysis f auf R streng monoton steigt. Daher hat f hochstens eine reelle Nullstelle. Nach
dem Zwischenwertsatz aus der Analysis hat f andererseits mindestens eine reelle Nullstelle, denn
f(0)=—-1<0und f(1) =2 > 0.

(c) Esist Q = qf(Z), Z faktoriell, f € Z[X] ein Polynom vom Grad > 1, dessen Leitkoeffizient
nicht von dem irreduziblen Element 3 € Z geteilt wird. Nach dem Reduktionskriterium reicht es
daher zu zeigen, dass X® + 2X — 1 € F3[X] irreduzibel in (Z/(3))[X] = F3[X] ist. Dies folgt aber
sofort daraus, dass es ein Polynom vom Grad 3 ohne Nullstelle in F3 ist.

(d) Nach dem Fundamentalsatz der Algebra (und der Normiertheit von f), gibt es ag,a3 € C
mit f = (X — a1)(X — a2)(X — a3). Wiire die nach (b) eindeutige reelle Nullstelle a; von f eine
mehrfache Nullstelle von f, so wire sie auch eine Nullstelle von f’ = 3X? + 2, was nicht mdglich
ist, wie in (b) bereits bemerkt wurde. Also sind weder as noch as reell.

(e) Aus (c) folgt, dass f sowohl das Minimalpolynom von a; als auch von ag (sowie von ag) iiber
Q ist. Mit Proposition 4.3.11 aus der Vorlesung bedeutet das, dass a; und as iiber K konjugiert
sind, in Zeichen a; ~g az. Es gibt also einen Automorphismus ¢ von L|K mit ¢(a;) = as
(beachte, dass der algebraische Abschluss L von L auch ein algebraischer Abschluss von K ist,
da L|K algebraisch ist). Da L|K normal ist, gilt ¥(L) = L nach Satz 4.3.14, woraus folgt, dass
© := |, ein Automorphismus von L|K ist mit p(a1) = as.
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Fortsetzung der Lésung zur Aufgabe 7: (f) Die komplexe Konjugation C — C, z — z*
ist ein Automorphismus von C|Q. Sie permutiert die Nullstellen a1, a2 und a3z von f € Q[X].
Dabei gilt af = a; (da a; € R), a5 = a3 (denn a3 # a1 wegen a; € R und az € C\ R und
ay # as wegen as ¢ R) und somit auch af = as. Daher bildet sie auch L = Q(aj,a2,a3) auf
Q(at,a35,a3) = Q(ay,a3,a2) = Q(ay,az2,a3) = L ab und vermittelt daher den Automorphismus
(23) ed.

Aus (e) folgt weiterhin, dass (1 2) € G oder (1 2 3) € G. In ersterem Fall gilt ebenfalls
(123)=(12)(23) €G. In jedem Fall haben wir also (1 2 3),(2 3) € G, so dass G < S3 sowohl
ein Element der Ordnung 2 als auch der Ordnung 3 enthélt. Somit wird die Gruppenordnung von
G sowohl von 2 als auch von 3 und somit von 6 geteilt. Also 6 < #G < #S53 = 3! = 6 und daher

G =29s.

(g) Mit Galoistheorie folgt [L : Q] = #G P #S55 = 6.

(h) Nach (f) sind alle Untergruppen von S5 zu bestimmen. Dies sind offensichtlich

{1}, <(1 2)>7 <(1 3)), <(2 3)>7 Az = <(1 2 3)> und  Ss.

(i) Nach Galoistheorie ist die Anzahl der Zwischenkorper von L|Q gleich der Anzahl der Un-
tergruppen von G, also 6 nach (h).

(J) Setzt man ¢ := (12 3) € G, so gilt p(z) = (p(a1) —(az))(p(az) —p(as))(p(as) —p(ar)) =
(a2 —a3)(az—ay)(a; —az) = (a; —az)(az —az)(az —a;) = x. Wegen (p) = As folgt daher x € L43.
Mit dem Hauptsatz der Galoistheorie folgt [L43 : Q] = [LA% : L53] = [S3 : A3] = 2. Es gilt also

z¢Q zeLA3

2 < [Q@):Q < [L*:Q =2

und daher
[Q(x) : Q] = 2.

Hierbei muss man noch z ¢ Q nachweisen, was zum Beispiel daraus folgt, dass fiir ¢ := (2 3) € G
gilt ¥ (z) # x, denn

P(x) = (Y(a1) = ¢(az))(¥(az) — Plas))(P(as) — ¥(a1))

= (a1 —a3)(az — as)(az — a1) = (—1)*(ay — az)(ag — a3)(az — a1) = —x # x.



