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Klausur zur Einfithrung in die Algebra (Modulklausur, Zwischenpriifung)

Familienname:
Vorname:
Matrikelnummer:

Ubungsgruppenleiter:

Aufgabe 1 2 3 4 5 6 7 >

erreichte Punktzahl

Korrektor (Initialen)

Maximalpunktzahl 8 16 8 10 20 8 30 100

Fassen Sie den Klausurbogen nicht an, bevor die Klausur ertffnet wird!

Entfernen Sie nicht die Klammerung der Blitter. Sobald die Klausur erdffnet wird, tragen Sie auf
jeder Vorderseite sofort Thren Namen ein. Schreiben Sie die Losung zu einer Aufgabe nur auf
die dafiir vorgesehenen Blétter. Wenn Sie sich nicht ganz sicher sind und noch genug Zeit ist,
empfiehlt es sich, die Losung zunéchst auf Schmierpapier zu schreiben. Vergessen Sie aber nicht,
die Losung rechtzeitig auf den Klausurbogen zu iibertragen. Soweit nichts anderes gesagt ist, gilt
folgendes:

e Alle Antworten sind mathematisch zu begriinden.

e Sofern nichts anderes gesagt ist, darf dabei auf mathematische Ergebnisse aus der Vorlesung
und der Ubung zur Einfiihrung in die Algebra (WS 2010/2011) verwiesen werden (zum Bei-
spiel durch ein Stichwort wie ,,Hauptsatz der Galoistheorie* oder durch kurze Beschreibung
des Ergebnisses).

e Sie konnen die einzelnen Teilaufgaben einer Aufgabe in einer anderen als der vorgeschlagenen
Reihenfolge bearbeiten und in jeder Teilaufgabe die erzielten (Zwischen-)Ergebnisse aus den
vorher bearbeiteten Teilaufgaben verwenden.

Haben Sie irgendwelche Fragen, so zgern Sie nicht, sich (moglichst lautlos) bemerkbar zu machen.
Ein Mitarbeiter wird zu IThnen an den Platz kommen.

Die maximale Bearbeitungszeit betrigt 180 Minuten. Die einzigen erlaubten Hilfs-
mittel sind “Spickzettel”!, Schreibzeug, Schmierpapier? und eine Uhr?. Viel Erfolg!

Lein beidseitig von eigener Hand beschriebenes Blatt im Format A4
2anfangs unbeschrieben
3ohne eingebaute Kommunikationsgerite






Universitidt Konstanz Fachbereich Mathematik und Statistik

Klausur zur Einfithrung in die Algebra (Modulklausur, Zwischenpriifung) 30. Marz 2011
Name: Seite 1 zur Aufgabe 1
erreichte Punktzahl: Korrektor (Initialen):

Aufgabe 1 (8 Punkte). Sei G eine Gruppe und H eine nichtleere endliche Teilmenge, die unter
der Gruppenmultiplikation abgeschlossen ist, das heifit es gilt ) # H C G und fiir alle a,b € H gilt
ab € H.Ist dann H stets eine Untergruppe von G? Gebe einen Beweis oder finde ein Gegenbeispiel!

Losung zur Aufgabe 1:
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Klausur zur Einfithrung in die Algebra (Modulklausur, Zwischenpriifung) 30. Mérz 2011

Seite 2 zur Aufgabe 1

Fortsetzung der Lésung zur Aufgabe 1:
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Klausur zur Einfithrung in die Algebra (Modulklausur, Zwischenpriifung) 30. Marz 2011
Name: Seite 1 zur Aufgabe 2
erreichte Punktzahl: Korrektor (Initialen):

Aufgabe 2 (16 Punkte). Sei G eine Gruppe von ungerader Ordnung und

f:G— G, a— d.
(a) Zeige, dass f ein Gruppenautomorphismus ist, wenn G sogar eine abelsche Gruppe ist.
(b) Finde eine Gruppe G ungerader Ordnung und a,b € G mit f(ab) # f(a)f(b).

(c) Zeige, dass fiir alle a € G die Elemente a und a? dieselbe Untergruppe erzeugen, das heif}t

(d) Zeige, dass f immer eine bijektive Abbildung ist.

Lésung zur Aufgabe 2:
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Seite 2 zur Aufgabe 2

Fortsetzung der Lésung zur Aufgabe 2:
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Name: Seite 3 zur Aufgabe 2

Fortsetzung der Lésung zur Aufgabe 2:
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Seite 4 zur Aufgabe 2

Fortsetzung der Lésung zur Aufgabe 2:
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Klausur zur Einfithrung in die Algebra (Modulklausur, Zwischenpriifung) 30. Marz 2011
Name: Seite 1 zur Aufgabe 3
erreichte Punktzahl: Korrektor (Initialen):

Aufgabe 3 (8 Punkte). Zeige, dass das Polynom X? + 3X + 1 irreduzibel in Q[X] ist.

Losung zur Aufgabe 3:
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Klausur zur Einfithrung in die Algebra (Modulklausur, Zwischenpriifung) 30. Mérz 2011

Seite 2 zur Aufgabe 3

Fortsetzung der Losung zur Aufgabe 3:
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Klausur zur Einfithrung in die Algebra (Modulklausur, Zwischenpriifung) 30. Marz 2011
Name: Seite 1 zur Aufgabe 4
erreichte Punktzahl: Korrektor (Initialen):

Aufgabe 4 (10 Punkte). Sei S := {3" | k € Ny} C Z. Finde ein Polynom f € Z[X] derart, dass
die Ringe S™'Z und Z[X]/(f) isomorph sind. (Die Isomorphie ist selbstverstéindlich nachzuweisen.)

Losung zur Aufgabe 4:
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Seite 2 zur Aufgabe 4

Fortsetzung der Lésung zur Aufgabe 4:
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Klausur zur Einfithrung in die Algebra (Modulklausur, Zwischenpriifung) 30. Mérz 2011

Name: Seite 3 zur Aufgabe 4

Fortsetzung der Lésung zur Aufgabe 4:



Universitidt Konstanz Fachbereich Mathematik und Statistik

Klausur zur Einfithrung in die Algebra (Modulklausur, Zwischenpriifung) 30. Mérz 2011

Seite 4 zur Aufgabe 4

Fortsetzung der Lésung zur Aufgabe 4:
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Klausur zur Einfithrung in die Algebra (Modulklausur, Zwischenpriifung) 30. Marz 2011
Name: Seite 1 zur Aufgabe 5
erreichte Punktzahl: Korrektor (Initialen):

Aufgabe 5 (20 Punkte). Betrachte die Ringe
Ay :=17/(25), Ay := a5, Az 1= F5[X]/(X? + 1), Ay := F5[X]/(X? + X + 1) und A5 :=F5 x Fs.

Fiir welche (i,5) € {1,...,5}% mit i < j sind die Ringe A; und A; isomorph und fiir welche nicht?
Begriinde Deine Antwort.

Loésung zur Aufgabe 5:
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Seite 2 zur Aufgabe 5

Fortsetzung der Losung zur Aufgabe 5:
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Name: Seite 3 zur Aufgabe 5

Fortsetzung der Losung zur Aufgabe 5:
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Seite 4 zur Aufgabe 5

Fortsetzung der Losung zur Aufgabe 5:
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Name: Seite 5 zur Aufgabe 5

Fortsetzung der Losung zur Aufgabe 5:
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Seite 6 zur Aufgabe 5

Fortsetzung der Losung zur Aufgabe 5:
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Klausur zur Einfithrung in die Algebra (Modulklausur, Zwischenpriifung) 30. Marz 2011
Name: Seite 1 zur Aufgabe 6
erreichte Punktzahl: Korrektor (Initialen):

Aufgabe 6 (8 Punkte). Sei L|K eine Korpererweiterung vom Grad [L : K| = 2* fiir ein k € Ny.
Sei f € K[X] ein Polynom vom Grad 3, das in L eine Nullstelle besitzt. Besitzt dann f bereits in
K eine Nullstelle? Gebe einen Beweis oder ein Gegenbeispiel!

Losung zur Aufgabe 6:
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Klausur zur Einfithrung in die Algebra (Modulklausur, Zwischenpriifung) 30. Mérz 2011

Seite 2 zur Aufgabe 6

Fortsetzung der Losung zur Aufgabe 6:
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Klausur zur Einfithrung in die Algebra (Modulklausur, Zwischenpriifung) 30. Marz 2011
Name: Seite 1 zur Aufgabe 7
erreichte Punktzahl: Korrektor (Initialen):

Aufgabe 7 (30 Punkte). Sei L der Zerfillungskorper des Polynoms f := X2 +2X — 1 € Q[X]
iiber Q.

(a) Begriinde, warum L|Q eine endliche Galoiserweiterung ist.
(b) Begriinde mit Hilfe von Analysis, warum f genau eine reelle Nullstelle a; € R hat.

(c) Zeige, dass f irreduzibel in Q[X] ist.

Hinweis: Man kann zum Beispiel das Reduktionskriterium verwenden.
(d) Begriinde, warum es ag,a3 € C\ R gibt mit f = (X — a1)(X — a2)(X — a3).
(e) Begriinde, warum es ¢ € Aut(L|Q) gibt mit ¢(a1) = as.
(f) Bestimme G := Aut(L|Q) als Untergruppe von Ss.

Hinweis: Zeige zuniichst (2 3) € G und benutze dann (e).
Bestimme [L : Q).

Bestimme alle Untergruppen von Aut(L|Q).
Bestimme die Anzahl der Zwischenkérper von L|Q.

Bestimme [K : Q)] fiir den Zwischenkérper K := Q(x) von L|Q mit

x:= (a1 — ag)(az — a3)(az — ay).

Losung zur Aufgabe 7:
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Seite 2 zur Aufgabe 7

Fortsetzung der Losung zur Aufgabe 7:
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Name: Seite 3 zur Aufgabe 7

Fortsetzung der Losung zur Aufgabe 7:
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Seite 4 zur Aufgabe 7

Fortsetzung der Losung zur Aufgabe 7:
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Name: Seite 5 zur Aufgabe 7

Fortsetzung der Losung zur Aufgabe 7:
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Seite 6 zur Aufgabe 7

Fortsetzung der Losung zur Aufgabe 7:



