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Lineare Algebra II

Aufgabe 17.1:

Seien {1, ..., ¢, und ¢ Linearformen auf einem endlichdimensionalen Vektorraum V. Zeigen
Sie unter Verwendung des kanonischen Isomorphismus V' — V** aus §13.1, dass folgende
Bedingungen dquivalent sind:

(i) Fir alle x € V gilt: (41(z) =+ = lp(x) =0) = {(x) = 0.
(ii) Es gilt ¢ € span(4y,...,0).

Bleibt die entsprechende Aussage giiltig, wenn man

1. 41,...,¢; durch eine unendliche Folge 1, ¢5, /3, ... von Linearformen auf V ersetzt?
2. fiir V einen Vektorraum beliebiger Dimension zulaft?

3. beide der vorangegangenen Anderungen vornimmt?

Geben Sie jeweils einen Beweis oder ein Gegenbeispiel an.

Aufgabe 17.2:

Sei V ein Vektorraum der Dimension n € N.

k
(a) Seien /1, ...,¢; € V* Linearformen auf V. Zeigen Sie: dim( (N ker Ei) >n—k.

=1
(b) Seien {1, ...,¢; € V* Linearformen auf V. Zeigen Sie, dass ¢1, ..., {} genau dann linear
k
unabhingig sind, wenn dim< (N ker €i> =n — k gilt.
i=1

(Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 17.1.)

(c) Zeigen oder widerlegen Sie: Jede Basis von V* ist dual zu einer Basis von V.

Aufgabe 17.3:

(a) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix der Bilinearform aus Aufgabe 14.1 beziiglich
der Standardbasis des R3.

(b) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix der Bilinearform b: Q* x Q* — Q,
(w1, 2, 3, 4), (Y1, Y2, Y3, Y4)) = T1y1+(x1+22) Yo+ (21 +22+23) Y3+ (21 +T2+23+24) Y4,
beziiglich der Standardbasis des Q*.

Aufgabe 17.4:

Seien K ein Korper und n € Ny. Seien b: V x V — K eine Bilinearform auf einem n—
dimensionalen K—Vektorraum V und A € K™*" eine Darstellungsmatrix von b. Zeigen
Sie, dass A genau dann Rang < 1 hat, wenn es Linearformen ¢1,¢s € V* gibt, so dass
b(v,w) = £1(v)la(w) fur alle v,w € V gilt.

(Hinweis: Zeigen Sie, dass die Matrix A genau dann Rang < 1 hat, wenn sie von der Gestalt BT C mit
B,C € K'*™ ist.)

Abgabe bis Montag, den 10. Mai, 10 Uhr in die Briefkisten neben F411.



