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Matrikelnummer:

Ubungsgruppenleiter in der Linearen Algebra I:

Aufgabe 1 2 3 4 ) 6 7 8 9

erreichte Punktzahl

Korrektor (Initialen)

Maximalpunktzahl 14 14 20 10 8 6 10 9 9

100

Fasse den Klausurbogen nicht an, bevor die Klausur er6ffnet wird!

Entferne nicht die Klammerung der Bldtter. Sobald die Klausur erdffnet wird, trage auf
jeder Vorderseite sofort Deinen Namen ein. Schreibe die Losung zu einer Aufgabe
nur auf die dafiir vorgesehenen Blatter. Wenn Du noch genug Zeit hast, empfiehlt es
sich, die Losung zunéchst auf Schmierpapier zu schreiben. Vergiss aber nicht, die Losung
rechtzeitig auf den Klausurbogen zu {ibertragen.

Bei Manipulation von Matrizen sind die durchgefithrten Spalten- oder Zeilenoperationen
stets anzugeben (im Stile der Vorlesung oder dhnlich, also etwa Zy <+ Z4 fiir Vertauschung
der Zeilen 2 und 4 oder Zy < Z; — 7Z5 fiir Subtrahieren des 7-fachen der Zeile 2 von der
Zeile 1). Zogere bei Fragen nicht, Dich (moglichst lautlos) bemerkbar zu machen.

Die maximale Bearbeitungszeit betrigt 180 Minuten. Die einzigen erlaub-
ten Hilfsmittel sind ein “Spickzettel”!, Schreibzeug, Schmierpapier? und eine
Uhr3. Viel Erfolg!

Lein beidseitig von eigener Hand beschriebenes Blatt im Format A4
Zanfangs unbeschrieben
3ohne eingebaute Kommunikationsgerite
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erreichte Punktzahl: Korrektor (Initialen):

Aufgabe 1 (14 Punkte). Schreibe fiir die folgenden 7 Multiple-Choice-Fragen jeweils
die Nummer aller richtigen Antworten unter die jeweilige Frage. Pro Frage sind 2 Punkte
zu erreichen. Diese gibt es, wenn genau die richtigen Antworten angegeben sind. Ist nicht
jede richtige Antwort, aber mindestens eine und keine falsche Antwort angegeben, so gibt
es 1 Punkt. Ist keine oder eine falsche Antwort angegeben, so gibt es 0 Punkte.

(a) Welche Aussagen gelten fiir alle Funktionen f: A — B und g: B — C?
(1) Sind f und g surjektiv, so ist auch g o f surjektiv.
(2) f o g ist nicht definiert.
(3) Ist g injektiv, so auch go f.
(4)

4) Durch ¢; ~ca: <= Ja€ A((go f)(a) =c1 & (go f)(a) = c2) (c1,c2 € A) wird
eine Aquivalenzrelation auf C' definiert.

Richtige Antworten:

(b) Welche Aussagen gelten fiir alle f € (R®)Z und n € Z?
(1) 3 ist ein Element der Definitionsmenge von f(n).
(2) f ist nicht surjektiv.
(3) f ist injektiv.
() (fG)(L) eR
Richtige Antworten:

(¢) Was gehort nicht zur Definition einer abelschen Gruppe?
(1) Kommutativitét
(2) Assoziativitét
(3) Distributivitét
(4) Transitivitét
Richtige Antworten:
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(d)

(g)

n-mal

———
Welche Aussagen gelten fiir alle abelschen Gruppen G, wobei nx := x + ... + x fiir
n € Nund z € G?

(1) Existiert zu jedem x € G ein n € N mit nx = 0, so ist G endlich.
(2) Ist G endlich, so existiert zu jedem x € G ein n € N mit nx = 0.

(3) Ist G endlich, so existiert zu jedem n € N ein m € N5, mit mz = nx fir alle
z €.

(4) Existiert ein x € G\ {0} und verschiedene m,n € N mit mz = nz, so ist G
endlich.

Richtige Antworten:

Welche Aussagen gelten fiir jeden Korper K7

(1) Ve,ye K:(z#y = Jz€ K:(xy—yzx)z=1)

(2) wyeK:(z-—y#y—a)

3) 1+1+14+14+1+14+14+1+14+14+1+14+1+1+14+1+14+14+1+1#0in K
(4) Es gibt nur endlich viele z € K mit 2347827849 — 1,

Richtige Antworten:

Welche Aussagen gelten fiir jeden Kérper K und jeden K-Vektorraum V7
(1) V ist endlich erzeugt genau dann, wenn V' endlichdimensional ist.

(2) V besitzt ein iiberabzéhlbares Erzeugendensystem E C V.

(3) Fiir jedes v € V' \ {0} ist K — V, A — Av injektiv.

(4) V hat eine endliche Basis B C V.

Richtige Antworten:

Welche Aussagen gelten fiir jeden Korper K und jedes A € K"*"?

(1) Ist ker A = {0}, so ist das Gleichungssystem Az = b (x € K") fur alle b € K"
losbar.

(2) Ist das Gleichungssystem Az = b (x € K") fiir alle b € K™ lésbar, so ker A = {0}.
(3) Der Zeilenraum von A ist gleich dem Spaltenraum von A.

(4) Die Dimension des Zeilenraumes von A ist gleich der Dimension des Spaltenrau-
mes von A.

Richtige Antworten:
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Aufgabe 2 (14 Punkte). Wir betrachten den fiinfelementigen Korper F5 = Z/(5) und
schreiben 2 := 141 € F5, 3 := 1414+ 1 € F5 und so weiter. Betrachte weiter den
F5-Vektorraum V := F2 und seine Unterriume

1 1 1 4 2 3
U, := span 11,12 , Uz := span 21,13 , Uz := span 0],(1

1 3 4 1 1 0
(a) Berechne die Dimensionen von Uy, Us und Uy + Us. 8 Punkte
(b) Bestimme die Dimension von U; N Us. 2 Punkte
(c) Bestimme eine Basis fiir Uy und fiir den Quotientenvektorraum V/Us,. 3 Punkte
(d) Bestimme ein lineares Gleichungssystem mit U als Losungsmenge. 2 Punkte
(e) Berechne eine Basis fiir U; N Us. 4 Punkte

Losung zur Aufgabe 2:
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Fortsetzung der Losung zu Aufgabe 2:
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Aufgabe 3 (20 Punkte). Die Permanente einer Matrix A = (a;j)1<i j<n € K™*" liber
einem kommutativen Ring K definiert man durch

(*) perm(A) = Z A16(1) """ Ano(n)-
oESy

Entscheide jeweils, ob folgende Aussage fiir jeden kommutativen Ring K und jedes n € Ny
gilt. Fiir jede richtige Ja-Nein-Antwort gibt es jeweils einen Punkt. Fiir jede falsche
Ja-Nein-Antwort wird jeweils ein Punkt abgezogen. Wird die richtige Ja-Nein-Antwort
zusétzlich begriindet, so gibt es jeweils einen zweiten Punkt. Eine negative Gesamtpunkt-
zahl in Aufgabe 3 wird mit null Punkten gezahlt.

(a) Die Permanente verhilt sich genauso wie die Determinante linear in den Zeilen einer
Matrix (wenn man die restlichen Zeilen festhélt).

(b) Die Permanente einer Matrix mit zwei identischen Zeilen ist null.
(c) Die Permanente einer Matrix, die eine Nullzeile enthélt, ist null.

(d) Die Permanente einer oberen Dreiecksmatrix ist das Produkt ihrer Diagonaleintrége.

(e) Sind A, B € K™*" mit A (1 # j,\ € K), so gilt perm A = perm B.

(f) Sind A, B € K™™ mit A A€ K*), so gilt perm A = %permB.

) Sind A, B € K™ mit A vl B (i # j), so gilt perm A = perm B.
) Ist A € K™ so gilt: A invertierbar <= perm A € K*.

(i) Sind A, B € K™*" mit A ~ B, dann perm A = perm B.
)

Ist A€ K™ " so perm(A) = perm(AT).

Loésung zur Aufgabe 3:
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Fortsetzung der Losung zu Aufgabe 3:
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Fortsetzung der Losung zu Aufgabe 3:
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Fortsetzung der Losung zu Aufgabe 3:
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Aufgabe 4 (10 Punkte). Sei K ein Kérper, n € Ny und A = (aij)1<ij<ont+1 €
KCn+D)x@n41) mit q;; = 0 fiir alle ungeraden 4,j € {1,...,2n + 1}. Zeige det A = 0.

Losung zur Aufgabe 4:
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Fortsetzung der Losung zu Aufgabe 4:
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Aufgabe 5 (8 Punkte). Betrachte den 49-clementigen Kérper Fyg := F7[2]. Entscheide
jeweils mit Begriindung, ob es ein (nicht notwendigerweise homogenes) lineares Glei-
chungssystem (%) mit 3 Gleichungen und 5 Unbekannten tiber Fy9 mit der angegeben
Bedingung gibt.

(a) (*) hat keine Losung. 1 Punkt
(b) (%) hat genau eine Losung. 1 Punkt
(¢) (*) hat mehr als eine, aber nicht mehr als 50 Losungen. 1 Punkt
(d) (*) hat mehr als 50, aber weniger als 2500 Losungen. 1 Punkt
a+ b
b+ a2
(e) Die Losungsmenge von (x) ist a+bi||abeFry. 2 Punkte
b+ a
[ \a+ b
((a+bi
b+ ai
(f) Die Losungsmenge von () ist a+bi|]abeFy ;. 2 Punkte
b+ ai
a+ b )

Loésung zur Aufgabe 5:
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Fortsetzung der Losung zu Aufgabe 5:
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Aufgabe 6 (6 Punkte). Fiihre die folgenden beiden Matrizen durch Zeilenumformungen
ineinander iiber oder zeige, dass das unmoglich ist.

-1 =3 0 0 =5 =5
A:=|-3 -1 —4]| eR>*3, B:=[0 2 4 | eR¥>
1 11 -4 3 -2 3

Loésung zur Aufgabe 6:
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Fortsetzung der Losung zu Aufgabe 6:
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Aufgabe 7 (10 Punkte). Seien K ein Korper, n € Ngund A, B € K™*" mit AB = BA.
Das charakteristische Polynom y 4 von A habe n verschiedene Nullstellen. Zeige, dass
jeder Eigenvektor von A auch ein Eigenvektor von B ist (eventuell zu einem anderen
Eigenwert).

Losung zur Aufgabe 7:
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Fortsetzung der Losung zu Aufgabe 7:
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Aufgabe 8 (9 Punkte). Gegeben sei die Matrix

2 11
A= 1 2 3] cR¥3
-1 1 2
(a) Bestimme das charakteristische Polynom und die Eigenwerte von A. 4 Punkte
b) Ist A trigonalisierbar? 2 Punkte
( g
(c) Ist A diagonalisierbar? 3 Punkte

Losung zur Aufgabe 8:
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Fortsetzung der Losung zu Aufgabe 8:
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Aufgabe 9 (9 Punkte). Es seien K ein Kérper und U, V, W drei K-Vektorrdume. Weiter
seien f € Hom(U, V) und g € Hom(V, W) derart, dass go f ein Vektorraumisomorphismus
ist. Zeige V =1im f @ kerg.

Losung zur Aufgabe 9:
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Fortsetzung der Losung zu Aufgabe 9:



