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Einfiihrung in die Algebra, Ubungsblatt 2, Losungsvorschlag

Aufgabe 1 (8+2 Punkte). Welche der Gruppen

CoxCaxCy Cg CyxCy Dy, Qs, (Z/(20))%, (2/(30))", N3(F,)
sind zueinander isomorph und welche nicht (gebe jeweils einen Beweis)?
Losungsvorschlag. Auf der Menge

M := {Cy x C3 x C,Cg,Cy x Ca, Dy, Qs, (Z/(20))*,(Z/(30))*,N 3(FF,)}

induziert & eine Aquivalenzrelation, die wir wieder mit = bezeichnen und deren
Aquivalenzklassen wir als Isomorphieklassen bezeichnen. Gefragt ist nach der dazuge-
horigen Zerlegung M/= von M, also nach der Menge der Isomorphieklassen. Wir
behaupten:

M/= = {{Cx Ca x Co}, {Cs}, {Cy x &, (Z/(20)) ", (Z/(30)) " },{Qs},{Da, N 5(F2) } }

Hierzu gentigt es zu zeigen:

(@) Ca x CyxCy 2Cs (h) Cy x Cy 2 Qg
(b) Cox Co xCy ZCyx Gy (i) Cy x Ca 2 Dy
() Cox CaxCy 2 Qs
(d) CoxCyxCy 2Dy
(e) Cs ZCux G

() Cs % Qs 1) Cax C=(2/(30))"
(g) Cs # Da (m) Dy =N 3(IF)

Es folgen (c), (d), (f), (g), (h) und (i) daraus, dass C; x C; x Cp, C4 x C; und Cg abelsch
sind (denn zyklische Gruppen sind abelsch und direkte Produkte abelscher Gruppen
sind abelsch) wihrend D, und Qg nicht abelsch sind: Um zu sehen, dass D, nicht
abelsch ist, betrachte

0 -1 1 0
a.—<1 0>€D4 und b.—<0 _1)€D4

(G) Qs £ Dy
(k) C4 x Cp = (Z/(20))*



und rechne nach
01 0 -1
ab—(l 0)7&(_1 0>—ba.

Um zu sehen, dass Qg nicht abelsch ist, betrachte

. 10 . 0 1
i:= (0 _?>EQ4 und ji= (_1 0>€Q4

und rechne nach . .
.. 0 1 0 —1 ..
ii=1 o = i.

Es bleibt (a), (b), (e), (j), (k), (I) und (m) zu zeigen. Es folgen (a) und (b) daraus, dass
in Cy x C; x C; jedes Element selbstinvers ist, was in Cg und in C4 x C; offensichtlich
nicht der Fall ist.

Zu (e). In Cg gibt es ein Element der Ordnung 8 (etwa die Drehung um den Winkel
2% gegen den Uhrzeigersinn). In C; ist das nicht der Fall: Nach Proposition 1.3.21 hat
jedes Element von C4 die Ordnung 1, 2 oder 4. Dann gilt fiir (a,b) € C4 x Cy, dass
(a,b)°rd(@) = (gord(@) pord(@)) — (1,1) = 1, denn b°"4(?) = 1, weil ord(a) gerade ist.
Damit ist auch jedes Element von C4 x C; von der Ordnung 1, 2 oder 4.

Zu (j). Nach Aufgabe 3 auf Blatt 1 gibt es in Qg nur genau ein Element der Ordnung 2
(ndmlich —1), wihrend die vier Spiegelungen in Dy allesamt Ordnung 2 haben.

Zu (k). Man tiberpriift leicht
(Z/(20))* ={1,3,7,9,11,13,17,19},

mit der iiblichen Notation 1 := 1 € Z/(20),2:=1+1=1+1 =2 € Z/(20),
3:=1+4+1+1 € Z/(20) und so weiter. Es ist also (Z/(20))* eine achtelementige
Gruppe mit Elementen a und b (ndmlich a := 3 und b := 11), fiir die gilt

(*) ord(a) =4, ord(b) =2, b ¢ (a) und ab = ba.

Auch C4 x C; ist eine achtelementige Gruppe, in der es a und b mit (x) gibt. Daher
folgt (k) aus folgender allgemeinerer Hilfsbehauptung 1:

Hilfsbehauptung 1: Je zwei achtelementige Gruppen, in denen es Elemente a und b
mit () gibt, sind isomorph.

Begriindung: Wir zeigen, dass je zwei solche Gruppen eine Multiplikationstabelle der-
selben Gestalt haben (vergleiche Bemerkung 1.2.6 aus der Vorlesung). Sei hierzu G eine
achtelementige Gruppe und seien a,b € G mit (*). Dann wissen wir aus Proposition



1.3.21, dass die von a erzeugte Untergruppe (a) = {1,a,a%,a%} vierelementig ist. Da-
mit ist auch {b,ab, a’b, a’b} vierelementig und mit b ¢ (a) erhilt man leicht, dass diese
beiden vierelementigen Teilmengen von G disjunkt sind. Daher gilt

G={1,a, a?,a°,b,ab,ab, a3b}

und die Multiplikationstabelle von G ist eindeutig festgelegt, da man unter Kenntnis
von a* = 4, b?> = b und ab = ba das Produkt je zweier Elementen von G leicht ermitteln
kann (zum Beispiel gilt (a%)(a%b) = a°b = ab und (ab)(a%b) = a*b? = 1).

Zu (l). Man tiberpriift leicht
(Z/(30))* ={1,7,11,13,17,19,23,29}.

Es ist also (Z/(30))* wieder eine achtelementige Gruppe mit Elementen a und b, fiir
die (x) gilt, ndmlich 4 := 7 und b := 11. Daher folgt (1) analog zu (k) wieder aus der
obigen Hilfsbehauptung 1.

Zu (m). Es ist N 3(IF,) eine achtelementige Gruppe mit Elementen a und b, fiir die gilt

(%) ord(a) =4, ord(b) =2, b ¢ (a) und ab = ba°,

namlich
110 100
a=(0 1 1 und b=101 1].
001 001
In der Tat:
10 1 111
=101 0], P2=101 1],
001 00 1
100 111
=101 0], ab=1[0 1 0],
001 00 1
11 1 100
ba®=(0 1 0], =101 0
001 00 1

Auch Dy ist eine achtelementige Gruppe, in der es a und b mit (xx) gibt (nehme fiir a
die Drehung um einen rechten Winkel gegen den Uhrzeigersinn und fiir b die Spiege-
lung an der ersten Achse). Daher folgt (1) aus folgender allgemeinerer Hilfsbehauptung
2:

Hilfsbehauptung 2: Je zwei achtelementige Gruppen, in denen es Elemente a und b
mit (%) gibt, sind isomorph.



Hilfsbehauptung 2 kann vollig analog zu Hilfsbehauptung 1 begriindet werden.

Damit ist Aufgabe 1 vollstindig geldst mit Mitteln, die zum Zeitpunkt der Aufgaben-
stellung zur Verfligung standen.

Wir deuten zusétzlich noch an, wie man andere Werkzeuge nutzen konnte, die mitt-
lerweile in der Vorlesung bereit gestellt wurden (Satz 1.4.6, Beispiel 1.4.7 und Korollar
1.4.8) oder die noch bereit gestellt werden oder bereits bekannt sind (der Chinesische
Restsatz).

Hilfsbehauptung 1 kénnte man auch mit Korollar 1.4.8 begriinden: Sei G eine achtele-
mentige Gruppe und seien 4,b € G mit (x). Dann gilt offensichtlich H := (a) = C4
und I := (b) = Cy. Aus (%) folgt leicht HI = G, HN I = {1} und dass jedes Element
von H mit jedem Element von I kommutiert. Aus Korollar 1.4.8 folgt nun G = H x I
und daher G = C4 x C,.

Hilfsbehauptung 2 kénnte man auch mit Satz 1.4.6 begriinden: Sei G eine achtelemen-
tige Gruppe und seien a,b € G mit (xx). Dann gilt offensichtlich N := (a) = C4 und
H := (b) = C,. Aus (*x) folgt leicht N <G und N x H = G. Mit

¢: H— Aut(N), y — (x — yxy_l)

ist nach Satz 1.4.6 die Gruppe G isomorph zum semidirekten Produkt N x, H. Nun
gilt (1) = 1 = idy und fiir das einzige nichtneutrale Element von H, ndmlich fiir b
gilt

@(b)(x) = bxb™! = bxb ) g2yt = 1 fir alle x € N.

Offensichtlich gilt daher G = N x, H = C4 Xy Cp, wobei p: C; — Aut(Cy) gegeben
ist durch ¢(1) = 1 = idc, und ¥(y)(x) = x! fiir das einzige nichtneutrale Element
y von C; und fiir alle x € Cy4. Dies zeigt Hilfsbehauptung 2. (Nach Beispiel 1.4.7 gilt
ijbrigens C4 le C2 = D4.)

Spéter in der Vorlesung wird noch der Chinesische Restsatz bewiesen werden, den

man alternativ benutzen kann, um (k) und (l) zu zeigen: Nach diesem Satz bestehen

wegen der Zerlegungen 20 = 5-4 und 30 = 5 - 3 - 2 paarweise Isomorphien von Ringen
Z/(20)=2Z/(5) xZ/(4) und
Z/(30)=2Z/(5)xZ/(3)x2Z/(2),

woraus die Isomorphien der zugehdrigen Einheitengruppen folgt:

(Z2/(20))" =(2/(5))" x(Z/(4))"  und
(2/(30))* =(2/(5))" x(Z/(3))" x (Z/(2))".

Es reicht daher (Z/(5))* = Cy, (Z/(4))* =2 C, = (Z/(3))* und (Z/(2))* = C;y zu
zeigen, was sehr leicht ist und was wir dem Leser iiberlassen.
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