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Aufgabe 2 (6+2 Punkte). Sei H eine Untergruppe der Gruppe G. Zeige die Aquivalenz
folgender Aussagen:

(@) H<G

(b) u~ = ~n

(c) Vae G:Ha=aH

(d) Vae€ G:aHa':={aha ' |he H} = H
() Vac G:aHa ' CH

(f) m~ ist eine Kongruenzrelation,

(g) ~mn ist eine Kongruenzrelation.

(h) H ist der Kern eines Gruppenhomomorphismus.

Losungsvorschlag. (a) <= (b) folgt aus Definition 1.3.6.

(b) = (): Gilt y~ = ~py soist Ho ="a = a'=aH fiir allea € G.

(c) = (d): Ista € G mit aH = Ha, so aHa~' = Haa™! = H.

(d) = (e) ist trivial.

(e) = (f): Gelte (e) und seinen a,a’,b,b' € G mit a gy~ a’ und by~ b'. Zu zeigen ist

aby~ a'b’. Bs sind aa’~!,bb'~! € H. Zu zeigen ist abb'~'a’~! € H. Wir haben

abt''d ' = abb’lalaa’ ! € H.
————
€Hnach (e) €H

(f) = (b): Gelte (f). Unter Verwendung der Reflexivitdt von g~ bekommen wir somit
fiir a,b € G unmittelbar

au~b L 1o s g e H —= a~pyb.

Also H~ — ~H.

(f) = (g) folgt sofort aus (f) = (b).



(g) = (h): Ist ~p eine Kongruenzrelation, so ist nach 1.3.2 G/~py eine Gruppe und
G — G/~p ein Homomorphismus mit Kern

~H

{aeG| a =1}={aeG|la~ygl}={aecGlacH}=H

(h) = (e): Sei f : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus und H = ker f. Nun gilt
firallea € Gund h € H

f(aha™") = f(a) f(h) f(a)™' = f(a)f(a) "' =1.

=1

Also aha~! € H. Damit sind alle Aquivalenzen gezeigt.



