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Ubungsblatt 7 zur Einfithrung in die Algebra

Aufgabe 1. Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkorper K und sei IPg wie in der
Vorlesung ein Vertretersystem der Primelemente ungleich 0 modulo Assoziiertheit.

(a) Zeige, dass ®@: R* x ZFr) — K* : (c,a) cIP% ein Gruppenisomorphismus ist.
(b) Zua € K* sei @ 1(a) = (ca, &) Zeige, dass fiir p € Pg die Abbildung
vp: K= Z U {0}
fall
aH{“u(p): a SH#O

00, fallsa =0

eine diskrete Bewertung auf K ist, genannt p-Bewertung oder p-adische Bewertung.

(c) Verwende (b) um zu zeigen, dass /2 nicht rational ist.

Aufgabe 2. Sei K ein Korper und v eine diskrete Bewertung auf K und &, der zuge-
horige Bewertungsring mit maximalem Ideal m,.

(a) Seien f,g € 0,[X] mit jeweils mindestens einem Koeffizienten in &;°. Zeige dass
dann mindestens ein Koeffizient von fg in 0 liegt.
Hinweis: Betrachte den Homomorphismus ¥: &,[X| — (&,/m,)[X], wobei ¥|4,
die Restklassenabbildung sei und ¥(X) = X (vgl. 2.2.7) und verwende 2.2.13.

(b) Zeige, dass fiir f,g € K[X] und

u: K[X] = Z U {c0}

d .

Y a;X' — min{o(a;) |i€{0,...,d}} (d € Ny, ag,-...,a4 € K)
i=0

gilt u(fg) = u(f) +u(g) und u(f +g) > min{u(f), u(g)}.

(c) Zeige, dass es genau eine diskrete Bewertung w auf K(X) gibt mit w(f) = u(f)
fur alle f € K[X].

(d) Zeige, dass w|x = v. Man nennt w die (klassische) Gauf3-Fortsetzung von v.



Aufgabe 3. Sei p € P und betrachte das p-te Kreisteilungspolynom
P, =X+ +1€Z[X]

(a) Berechne den Wert des Binomialkoeffizienten () fiir k € {1,...,p — 1} unter der
p-adischen Bewertung von Q.

(b) Zeige &, = )}({P_—ll in Q(X).

(c) Zeige, dass es einen Ringautomorphismus ¥ von Q[X] gibt, mit ¥(X) = X +1
und ¥(Z[X]) = Z[X].

(d) Zeige, dass man den Ringhomomorphismus aus (c) zu einem Kérperautomorphis-
mus von Q(X) fortsetzen kann.

(e) Zeige, dass @, irreduzibel in Z[X] ist.

Hinweis: Wende das Eisenstein-Kriterium auf ¥(®,) an und benutze dazu alle
vorherigen Teilaufgaben.

Abgabe bis Montag, den 8. Dezember, um 9:55 Uhr in die Zettelkdsten neben F411.



