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Übungsblatt 9 zur Einführung in die Algebra

Aufgabe 1. Sei K ein Körper, n ∈N0 und G ⊆ K[X1, . . . , Xn]. Zeige, dass es ein m ∈N0
und p1, . . . , pm ∈ G gibt mit

{x ∈ Kn | ∀p ∈ G : p(x) = 0} = {x ∈ Kn | p1(x) = · · · = pm(x) = 0}.

Aufgabe 2. Zeige mit dem Chinesischen Restsatz, dass für alle m, n ∈ N0 und alle
paarweise verschiedenen x1, . . . , xn ∈ R die lineare Abbildung

R[X]→ Rm×n

f 7→ ( f (i−1)(xj))1≤i≤m,1≤j≤n

surjektiv ist, wobei f (i−1)(xj) die (i− 1)-te Ableitung von f an der Stelle xj bezeichne.

Aufgabe 3.

(a) Seien A, B und C Mengen. Zeige: Die Zuordnungen

f 7→

 A→ CB

a 7→
(

B→ C
b 7→ f (a, b)

) 
(

A× B→ C
(a, b) 7→ (g(a))(b)

)
← [ g

vermitteln eine Bijektion zwischen der Menge CA×B der Abbildungen von A× B
nach C und der Menge (CB)A der Abbildungen von A nach CB, wobei CB die
Menge der Abbildungen von B nach C ist.

(b) Sei G eine Gruppe und M eine Menge. Zeige: Die Zuordnungen

· 7→

 G → SM

g 7→
(

M→ M
x 7→ g · x

) 
(

G×M→ M
(g, x) 7→ (ϕ(g))(x)

)
← [ ϕ

vermitteln eine Bijektion zwischen der Menge der Wirkungen von G auf M und
der Menge der Gruppenhomomorphismen von G nach SM, wobei SM die symme-
trische Gruppe auf M ist.



Aufgabe 4. Sei G eine endliche Gruppe, die für jeden Primteiler p von #G genau eine
p-Sylowgruppe besitzt. Zeige:

(a) G ist das direkte Produkt seiner Sylowgruppen. Mit anderen Worten: Sind
H1, . . . , Hm die paarweise verschiedenen Sylowgruppen von G, so ist

H1 × · · · × Hm → G
(h1, . . . , hm) 7→ h1 · · · hm

ein Isomorphismus.

(b) G ist auflösbar.

Hinweis: Benutze 3.2.7(b) und betrachte den Kommutator [a, b] für a ∈ Hi und b ∈ Hj.

Aufgabe 5. Seien p, q ∈ P mit p < q und sei G eine Gruppe der Ordnung pq. Zeige:

(a) G ist auflösbar.

(b) Ist p kein Teiler von q− 1, so ist G zyklisch.

(c) Es gibt bis auf Isomorphie genau eine Gruppe der Ordnung 15.

Hinweis: Benutze 2.8.7, 3.2.6, 3.2.7(b) und Aufgabe 4.

Abgabe bis Mittwoch, den 7. Januar, um 11:40 Uhr in die Zettelkästen neben F411.
Dieses Übungsblatt wird an zwei Übungsterminen besprochen (7.–9. Januar und 14.–
16. Januar). Es wird erst bis zum zweiten Übungstermin korrigiert.


