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Klausur zur Einfiihrung in die Algebra, Losungsvorschlag

Aufgabe 1 (10 Punkte). Betrachte die Gruppe GL,(IF;) aller invertierbaren 2 x 2-
Matrizen iiber dem zweielementigen Korper .

(a) Gib alle Untergruppen von GL(IF,) explizit an! Fiihre dabei jede nur einmal
auf! Eine Begriindung ist nicht erforderlich. Notation aus der Vorlesung darf
nattirlich benutzt werden. (5 Punkte)

(b) Argumentiere, warum es aufer den in (a) aufgefiihrten Untergruppen keine wei-
teren mehr gibt. (5 Punkte)

Losungsvorschlag. (a) GL(F,), {1}, N2 (F2), N o(F2), {1, (Y5}, {1 (1), (1 §)}

(b) Wegen GL(F>) = {1,(19),(93), (1), ((1)% (1)} gilt #GLZ(]FZ) =6 =23
Daher gibt es neben den trivialen Untergruppen GLz(le) und {1} nach dem Satz
von Lagrange nur Untergruppen der Ordnung 2 und der Ordnung 3. Zudem sind
hier die nichttrivialen Untergruppen alles Sylowgruppen. Fiir die Anzahl n, der 2-
Sylowgruppen gilt 1y =(;) 1 und 3|6, also 1z € {1,3}. Daher gibt es hochstens 3 Un-
tergruppen der Ordnung 2 und in (a) sind schon 3 solche aufgefiihrt. Fiir die Anzahl
n3 der 3-Sylowgruppen gilt n3 =(3) 1 und 736, also n3 = 1. Daher gibt es hochstens
eine Untergruppe der Ordnung 3 und in (a) ist eine solche aufgefiihrt.

Aufgabe 2 (20 Punkte). Sei G eine Gruppe der Ordnung 14. Zeige:
(a) G besitzt genau eine Untergruppe N der Ordnung 7. (3 Punkte)
(b) N ist ein Normalteiler von G (in Zeichen: N <1 G). (1 Punkt)

(c) G besitzt eine Untergruppe H der Ordnung 2. (Fixiere im folgenden eine solche.)

(2 Punkte)

(d) G ist semidirektes Produkt von N und H (in Zeichen: G = N x H). (2 Punkte)
(e) H=ZCoyund N = Cy 2 Punkte)
(f) Bezeichnet h das eindeutig bestimmte Element von H mit H = {1,h}, so gibt es

eink € {1,...,6} derart, dass hxh~! = x* fiir alle x € N. 2 Punkte)
(8) x = xF fiir alle x € N 2 Punkte)
(h) k€ {1,6} (2 Punkte)



(i) Es gibt bis auf Isomorphie hochstens zwei Gruppen der Ordnung 14. (2 Punkte)
(]) G = Cy4 oder G = Dy (2 Punkte)

Losungsvorschlag. (a) Wegen 14 = 7 - 2 ist jede Untergruppe der Ordnung 7 sogar eine
7-Sylowgruppe von G. Fiir die Anzahl ny der 7-Sylowgruppen von G gilt ny =1 und
ny|14, also ny = 1.

(b) Da N die einzige Untergruppe der Ordnung 7 von G ist, ist N offenbar eine cha-
rakteristische Untergruppe von G und damit insbesondere ein Normalteiler von G.

(c) G besitzt mindestens eine 2-Sylowgruppe und diese hat wegen #G = 14 die Ord-
nung 2.

(d) Da N ein Normalteiler und H eine Untergruppe von G ist, wissen wir aus der
Vorlesung, dass NH = {ab | a € N,b € H} eine Untergruppe von G ist. Es ist
NH = G und NN H = {1} zu zeigen. Ersteres folgt daraus, dass nach dem Satz von
Lagrange die Gruppenordnung von NH sowohl ein Vielfaches sowohl von 2 als auch
von 7 ist (denn N < NH und H < NH). Wiare NN H # {1}, so wiare H C N (denn H
hat ausser dem neutralen Element, welches auch in N enthalten ist, nur ein einziges
anderes Element) im Widerspruch zu NH = G # N.

(e) Es reicht zu zeigen, dass H und N zyklisch sind. Dies folgt aus der folgenden
allgemeinen Tatsache, die sofort aus dem Satz von Lagrange folgt: Eine Gruppe von
Primzahlordnung wird von jedem Element # 1 erzeugt.

(f) Wahle gemidf (e) ein y € N mit N = {1,y,4%...,4°}. Da N ein Normalteiler
von G ist, kénnen wir k € {0,...,6} wahlen mit hyh~! = yk. Wire k = 0, so wire
y = h™'h = 1, was absurd ist. Also ist k € {1,...,6}. Es folgt hy’h~! = (hyh™1)! =
(5t =y = (y*)* fir £ € {0,...,6} (sogar fiir £ € Z) und daher hxh~! = x* fur alle
x € N.

(g) Wegen #H = 2 muss h? = 1 gelten. Wegen (f) gilt daher
x = K2xh™2 = h(hxh Yh' = ! = (FF)F =

fiir alle x € N.

(h) Wihle x € N\ {1} fest. Nach (g) gilt ¥ 1 = 1. Da x die Ordnung 7 hat und
nach Teilaufgabe (g) *-1=1 gilt, muss 7 ein Teiler von k? — 1 sein. Zusammen mit
ke {1,...,6} sieht man daraus leicht k € {1,6}.

(i) Wahle wieder y € N \ {1} fest. Dann gilt N = {¢/°,...,y°} mit#N =7, H = {1,h
y g Y Y

mit #4 = 2 und G & NH = ..., y%,y°h,...,y°h} mit #G = 14. Nun kann man die
Multiplikationstabelle leicht ausfiillen. In Termini von y und / wird diese nur noch
von k aus (h) abhidngen, denn y'y/ = y'*/, y'(y/h) = yih, (yh)y = y'(hyh )h =
v (y)*h = y**hund (v'h) (y'h) = v (hy/h™) = v (y)k = y ¥ fiir alle i,/ € {0,...,6}.

Die Multiplikationstabelle von G kann also wegen (h) nur zwei mogliche Gestalten



annehmen. Daher kann es bis auf Isomorphie héchstens zwei Gruppen der Ordnung
14 geben.

(j) C14 und Dy sind Gruppen der Ordnung 14, die nicht isomorph sind (denn Cyy4 ist
abelsch und Dy nicht). Nach (i) muss also G = Cy4 oder G = Dy gelten.

Aufgabe 3 (12 Punkte). Betrachte das Polynom f :=2X> — 6X + 6 € Z[X]. In welchen
der folgenden Ringe ist f irreduzibel? Begriinde jeweils Deine Antwort.

(a) Z[X] 2 Punkos
(b) (S7'Z)[X] mit S := {2" | n € No} i Pankc
(0 Q[X] (4 Purike)
(d) R[X] (1 Punkt)
(e) C[X] (1 Punkt)

Lésungsvorschlag. (a) f = 2(X° —3X +3) € Z[X] mit 2 € Z[X]\ Z[X]* und X° —
3X +3 € Z[X]\ Z[X]* ist eine Zerlegung von f in zwei Nichteinheiten von Z[X]
(beachte Z[X]|* = Z* = {—1,1}). Daher ist f nicht irreduzibel in Z[X].

(c) Da 2 eine Einheit in S™1Z[X] ist, untersuchen wir das Polynom g := X°> —3X + 3
anstatt von f. Dieses Polynom g ist nach dem Kriterium von Eisenstein angewandt auf
das Primelement 3 von Z irreduzibel iiber Z und dem Quotientenkorper Q von Z, also
in Q[X]. Daher ist ¢ und damit auch f irreduzibel in Q[X], was wir in Teilaufgabe (b)
benutzen werden.

(b) Wir behaupten, dass f auch irreduzibel im Unterring (S~'Z)[X] von Q[X] ist.
Hierzu ist zunédchst zu beachten, dass f als Polynom vom Grad > 1 keine Einheit in
(571Z)[X] ist. Da 2 auch eine Einheit in S~'1Z[X] ist, reicht es wieder das Polynom
¢ = X° — 3X + 3 zu betrachten. Seien also p,q € (S71Z)[X] mit ¢ = pg. Zu zeigen ist
p € (S71Z)[X]* oder q € (S71Z)[X]*. Dann gilt nach (c), dass mindestens eines der
beiden Polynome p und g den Grad 0 hat (beachte Q[X]* = Q*). (E habe p den Grad
0, also p € S™'Z. Es teilt nun p im Ring S~!Z jeden Koeffizienten von g, insbesondere
auch dessen Leitkoeffizienten 1. Das bedeutet gerade, dass p eine Einheit ist.

Bemerkung: Es lasst sich alternativ auch zeigen, dass S~'Z ein faktorieller Ring ist, in
welchem 3 ein Primelement ist, was wir aber hier nicht weiter ausfiihren. Damit lasst
sich das Kriterium von Eisenstein auch unmittelbar auf g und S~'Z anwenden.

(d) Offensichtlich gilt lim, . f(x) = oo und limy,_« f(x) = —oo. Insbesondere
nimmt f positive und negative Werte auf R an. Nach dem Zwischenwertsatz aus der
Analysis hat f eine Nullstelle in IR. Da f ausserdem Grad > 2 hat, ist f reduzibel in
R[X].

(e) Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat f eine Nullstelle in C. Da f ausserdem
Grad > 2 hat, ist f reduzibel in C[X].



Aufgabe 5 (6 Punkte + 8 Bonuspunkte). Welche der folgenden drei Ideale in C[X, Y]
sind Primideale? Welche sind maximale Ideale?

[:=(XY), J:=(X+Y), K:=(X,Y)

Eine Begriindung ist nicht erforderlich. Bei vollstindiger Begriindung gibt es aber bis
zu 8 Bonuspunkten.

Losungsvorschlag. I ist nicht prim und daher auch nicht maximal, | ist prim aber
nicht maximal, K ist maximal und daher auch prim.

Zum Bonusteil:

I ein Primideal von R[X, Y] genau dann, wenn XY ein Primelement in R[X, Y]. Da
X,Y ¢ R* = R[X, Y] ist aber XY nicht irreduzibel in R[X, Y] und damit insbesonde-
re nicht prim (beachte XY # 0). Also ist I kein Primideal in R[X, Y].

] ist ein Primideal genau dann, wenn R[X, Y]/] ein Integritdtsring ist. Dazu reicht es
zu zeigen, dass R[X,Y]/] = R[X], denn R[X] ist ein Integrititsring. Wir betrachten
dazu den Einsetzungshomomorphismus ¢: R[X, Y] — R[X], p — p(X, —X). Wegen
¢(p) = p fir alle p € R[X] ist ¢ surjektiv. Wegen ¢(X +Y) = X+ (—X) = 0 liegt |
im Kern von ¢. Ist p € ker ¢, so gilt p =; p(X, —X) = ¢(p) = 0 und daher p € J. Also
gilt auch ker ¢ C ] und daher ker ¢ = |. Der Isomorphiesatz angewandt auf ¢ liefert
jetzt einen Ringisomorphismus von R[X, Y]/] nach R[X].

J ist ein maximales Ideal genau dann, wenn R[X,Y]/K ein Korper ist. Dazu zei-
gen wir R[X,Y]/K = R. Wir betrachten dazu den Einsetzungshomomorphismus
¢: R[X,Y] = R, p — p(0,0). Offensichtlich ist ¢ surjektiv und K liegt im Kern
von ¢. Ist p € ker ¢, so gilt p =¢ p(0,0) = ¢(p) = 0 und daher p € K. Also gilt auch
ker ¢ C K und daher ker ¢ = K. Der Isomorphiesatz angewandt auf ¢ liefert jetzt
einen Ringisomorphismus von R[X, Y]/K nach R.

Aufgabe 6 (30 Punkte). Betrachte die reelle Zahl x := \/2++/2 und den Korper
L:=Q(x).

(a) Finde ein normiertes Polynom f € Q[X] vom Grad 4 mit f(x) = 0. (2 Punkte)
(b) Zeige, dass f aus (a) irreduzibel in Q[X] ist. (3 Punkte)
(c) Begriinde, warum es genau ein f wie in (a) gibt. (2 Punkte)
(d) Bestimme alle vier verschiedenen Nullstellen a3, a3, a3, a4 von f in C. (3 Punkte)
(e) Zeige, dass L der Zerfallungskorper von f iiber Q ist. (3 Punkte)

Hinweis: Betrachte Produkte 4;4;.
(f) Begriinde, warum L\Q eine Galoiserweiterung ist. (2 Punkte)

(g) Begriinde, warum es fiir jedes i € {1,...,4} genau ein ¢; € Aut(L|Q) gibt mit
(Pi(ﬂ]) — ﬂl‘. (3 Punkte)



(h) Zeige Aut(L|Q) = {¢1, ¢2, ¢3, pa}. (2 Punkte)

(i) Berechne ¢;(1/2) fiir jedes i € {1,2,3,4}. (2 Punkte)
Hinweis: Betrachte ¢;(a3).

(j) Berechne ¢;(a;) fiir alle i,j € {1,2,3,4}. (4 Punkte)
Hinweis: Es kann dabei helfen, gewisse ¢;(a;a;) zu betrachten.

(k) Zeige Aut(L|Q) = Cy. (2 Punkte)

(1) Bestimme alle Zwischenkorper von L|Q. (2 Punkte)

Losungsvorschlag. (a) Fiir f := X* —4X% +2 € Q[X] gilt

f(x) = <\/2+xf2>4—4< 2+xf2)2+2

=(2+V2)?—4(2+V2) +2
=444V242-8—-4V2+2=0.

(b) Es ist Z ein faktorieller Ring, f primitiv in Z[X] (sogar normiert) und 2 ein Prim-
element in Z, welches alle Nichtleitkoeffizienten von f teilt und dessen Quadrat den
konstanten Koeffizienten von f nicht teilt. Nach dem Kriterium von Eisenstein ist da-
her f irreduzibel in (Z[X] und) Q[X].

(c) Da f normiert und irreduzibel ist, ist f das Minimalpolynom von x. Also hat nach
(a) das Minimalpolynom von x iiber Q den Grad 4. Jedes Polynom wie in (a) ist damit
aber schon das Minimalpolynom von x iiber Q.

(d) Setze

ap:=x=1/2 \/i, az::—\/Z—l—\/i, u3::\/2—\[2 und a4::—\/2—\f2.

Man sieht sofort a, < a4 < 0 < a3 < ay. Insbesondere sind a1, a3, a3, a4 paarweise
verschieden. Durch dhnliche Rechnungen wie in (a) sieht man sofort f(a1) = f(a2) =

flas) = f(as) = 0.

(e) Es gilt V2 = x> -2 € Q(x), xa3 = ma3 = V2 € Q(x) und daher a3 = ~
Q(x). Damit gilt auch a; = —x € Q(x) und a4 = —a3 € Q(x). Also wird Q(x)
Q(ay,az,a3,a4) tiber Q von den Nullstellen von f in C erzeugt. Damit ist Q(x) der
Zerfallungskorper von f iiber Q.

S

S

(f) Als Zerféallungskorper eines Polynoms aus Q[X] ist Q(x)|Q eine normale Korperer-
weiterung. Ferner ist diese Korpererweiterung natiirlich separabel, da Q als Korper
der Charakteristik 0 vollkommen ist.



(g) Betrachte Q(x) als Teilkorper des algebraischen Abschlusses QvonQ.Daay,ay,as,a4
alle dasselbe Minimalpolynom tiiber Q haben, sind sie iiber Q konjugiert, das heifst es

gibt fiir jedes i € {1,2,3,4} ein ¢ € Aut(Q|Q) mit ¢(a;) = a;. Nach (f) ist aber

Q(x)|Q normal, das heifit ¢(Q(x)) = Q(x) fiir alle ¢ € Aut(Q|Q). Daher gibt fiir je-

desi € {1,2,3,4} ein ¢ € Aut(Q(x)|Q) mit ¢(a;) = a;. Es reicht daher zu zeigen, dass

ein Automorphismus ¢ der Korpererweiterung Q(x)|Q schon durch ¢(x) bestimmt

ist. Dies ist klar, denn sind ¢, ¢ € Aut(Q(x)|Q) mit ¢(x) = P(x), so liegt x im Zwi-

schenkorper F := {a € Q(x) | ¢(a) = ¢(a)} von Q(x)|Q, das heifit es gilt F = Q(x),

also ¢ = 9.

(h) , O ist trivial. Zu ,,C”: Sei ¢ € Aut(L|Q). Mit x ist dann auch ¢(x) eine Null-
stelle von f. Daher gibt es ein i € {1,2,3,4} mit ¢(a1) = a;. Dann gilt ¢ = ¢; €
{91, 92, @3, @4}

(i) Es gilt 2+ ¢:(V2) = ¢:i(2+V2) = ¢i(a?) = ¢i(a1)*> = a? und daher ¢;(v2) =
a7 —2. Also 91(V2) = V2, 92(V2) = V2, 93(v2) = —v2 und ¢4(vV2) = —V2.

() Es gilt asps(m) = gs(m)* = g3(a}) = ¢3(2+v2) = 24 ¢3(v2) €2- V2 und
daher ¢3(a;) = 2_{1;5 = Z—i = a3. Weiter gilt az@3(a2) = @3(a1)@3(a2) = @3(maz) =
93(—2 = v2) = —2— ¢3(v2) £ 2+ V2 und daher g3(a;) = ;z{;ﬁ = B = ay

SchlieBlich gilt a3p3(a3) = @3(a1)@s(az) = @3(a1a3) = @3(v/2) 9 _ /2 und daher
p3(az) = ’a\f = ©% = m. Da @3 als Automorphismus von Aut(L|Q) die Nullstellen
a1,az,a3,a4 von f € Q[X]| permutiert, muss daher ¢3(as) = a; sein. Wir haben also
¢3(a1) = a3, @3(az) = az, ¢3(a2) = as und @3(as) = a;. Wenn wir nun wie in der
Vorlesung Aut(L|Q) mit einer Untergruppe der S, identifizieren, ist ¢3 ein Viererzykel
in Sy, ndmlich @3 = (1 3 2 4). Damit gilt in Zykelschreibweise ¢3 = (1 2)(3 4) und
@5 = (142 3). Wegen der Eindeutigkeit von ¢; aus (g) folgt 91 = ¢ =1, 9o = ¢3 =
(12)(34), 3 =(1324) und ¢4 = ¢3 = (1 42 3), was insbesondere auch die Frage
beantwortet.

(k) Nach (h) und dem, was wir in (j) gezeigt haben, gilt Aut(L|Q) = {¢3, ¢, ¢3, 93}
und # Aut(L|Q) = 4. Daher ist Aut(L|Q) zyklisch und somit Aut(L|Q) == Cy.

(1) Nach (f) ist der Hauptsatz der Galoistheorie anwendbar und dieser sagt, dass die
Zwischenkorper von L|Q genau die Fixkorper von Untergruppen von Aut(L|Q) =
{93, @3, 3, 93} sind. Die beiden trivialen Untergruppen {1} und Aut(L|Q) haben also
nach dem Hauptsatz der Galoistheorie natiirlich die Fixkorper L und Q. Die einzige
nichttriviale Untergruppe ist H := {1, ¢3} = {1, p2}. Fiir ihren Fixkorper F := LY
gilt [L : F] = [H : {1}] = #H = 2. Da wir in (i) gezeigt haben, dass ¢;(V/2) =
(pz(\/i) =?2, gilt V2 € LH und damit Q(\@) C LY. Da auch [Q(\@) 1 Q] = 2gilt,
folgt LH = Q(v/2). Also gibt es genau drei verschiedene Zwischenkorper von L|Q,
niamlich Q, Q(ﬁ) und L.



Bonusaufgabe 7 (12 Bonuspunkte). Sei L|K eine Korpererweiterung. Betrachte die
multiplikativen Gruppen L* und K* sowie deren Quotientengruppe L* /K*.

(a) Gib eine Bijektion an zwischen L* /K* und der Menge % der eindimensionalen
Unterrdume des K-Vektorraums L (mit Beweis). (5 Punkte)

Es sei nun L* /K* endlich und L # K.
(b) Zeige, dass K endlich ist. (5 Punkte)

(c) Zeige, dass L endlich ist. (2 Punkte)

Losungsvorschlag. (a) Wir behaupten, dass
f:L*/K* — %, xK* - Kx:={ax |a € K} (xelLX)

eine Bijektion ist. Hierbei ist fiir x € L* die Menge xK* = {ax | a € K} die zu x
gehorige (Links- oder Rechts-)Nebenklasse von K* und Kx der von x aufgespannte
eindimensionale K-Untervektorraum von L. Zur Wohldefiniertheit und Injektivitat ist

xK* =yK* <= Kx =Ky

zu zeigen fir alle x,y € L* (Wohldefiniertheit ist dabei , = “ und Injektivitat ist
, <= "). Dies ist praktisch offensichtlich, indem man fiir ,, = “ die Null auf beiden
hinzufiigt und sie fiir ,, <= “ auf beiden Seiten entfernt. Schliefdlich ist die Surjektivitit
von f Klar.

(b) Da L* /K> nun als endlich vorausgesetzt ist, ist auch % nach (a) endlich. Fiir jedes
x € L gibt es aber offensichtlich ein U € % mit x € U (wdhle U = Kx fiir x € L*
und U = K fiir x = 0). Also gilt L = % . Der K-Vektorraum L ist also Vereinigung
von m := #7 vielen Untervektorraumen # L (beachte, dass jetzt L # K vorausgesetzt
ist). Nach einem Lemma aus der Vorlesung ist daher #K < m — 1. Insbesondere ist K
endlich.

(€) #L* = [L* : KX[#K* = (#(L* /K*))#K* < oo



