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8§5.4 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Notation 5.4.1. Ist K ein Korper und a € K, so bezeichne +/a stets eines der hochstens
zwei Elemente b € K mit b?> = a (ista € R>, so sei wie iiblich v/a > 0). Man beachte,
dass /a bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt ist. Insbesondere ist K(y/a) der
Zerfallungskorper von X2 — a iiber K.

Proposition 5.4.2. Sei L|K eine Korpererweiterung mit char K # 2. Dann

[L:K] <2 <= JaecK:L=K(Va).
Beweis. Aufgabe 3(a) auf Blatt 12. O
Proposition 5.4.3. Sei K ein vollkommener Korper und a € K. Dann sind iiquivalent:

(a) Es gibt n € Ny und Zwischenkorper Fo, ..., F, von K|[K mit K=Fy C F; C --- C F,,
a € Fyund [F: Fe_q] =2fiirk e {1,...,n}.

(b) Es gibt einen Zwischenkorper L von K|K mit L|K galoissch und a € L derart, dass [L : K]
eine Zweierpotenz ist.

(c) Fiir den Zerfillungskorper L des Minimalpolynoms von a tiber K ist [L : K] eine Zweier-
potenz.

Beweis. (a) = (c) Gelte (a). Dann gibt es n € Ny und 4y,...,a4, € K mit a, = a
und [K(ay,...,ar) : K(ay,...,a5_1)] < 2 fur alle k € {1,...,n}. Widhle ¢1,..., ¢, €
Aut(K|K) derart, dass ¢i(a),..., ¢m(a) die verschiedenen K-Konjugierten von a sind,
wobei @1 = idg sei. Dann ist nach 4.3.11 L := K(¢1(a),..., ¢u(a)) der Zerfallungskor-
per von irrg(a) iiber K. Nach der Gradformel reicht es zu zeigen, dass

[K(ai,...,an, @2(a1),...,@2(an), - . . ,¢m(a1),...,¢m(an)) : K]
eine Zweierpotenz ist, was mit der Gradformel durch sukzessives Adjungieren folgt.
(c) = (b) trivial

(b) = (a) Sei L ein Zwischenkorper von K|K mit L|K galoissch und a € L derart,
dass [L : K] eine Zweierpotenz ist. Nach Galois 5.2.2 gilt fiir die Galoisgruppe G :=
Aut(L|K), dass #G = [L : K] eine Zweierpotenz ist. Also ist G eine 2-Gruppe und
nach 3.3.10 daher auflosbar. Nach 3.3.12 und dem Satz von Lagrange 1.3.19 gibt es
n € N und Untergruppen Hy, ..., H, von G mit G = Hy> H; > --- > H, = {1} und
[Hi_1: Hy] =2 ftrallek € {1,...,n}. Setzt man F := L fiir k € {0,...,n}, so folgt
mit Galois 522 K=F CFH C---CF,=Lund [F: F_4]=2firke{1,...,n}. O



Notation 5.4.4. Sei {0,1} C M C C. Mit & M bezeichnen wir den in Aufgabe 3 auf
Blatt 11 eingefiihrten Korper aller aus M mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Punkte.
Weiter sei M* := {a* | a € M}.

Satz 5.4.5. Sei {0,1} C M C C und a € C. Dann sind dquivalent:
(1) a eA M

(b) Es gibt n € Ng und Zwischenkorper F, ..., F, von C|Q(M U M*) mit Q(M U M*) =
FCFHC---CF,acF,und[F:F_1| =2firke{l,...,n}.

Beweis. Aufgabe 3(b) auf Blatt 12. O

Bemerkung 5.4.6. Mit Hilfe von 5.4.3 und 5.4.5 werden wir in der Zahlentheorie zeigen,
dass die regelméssigen p-Ecke mit p € {3,5,17,257,65537} mit Zirkel und Lineal kon-
struierbar sind. Man vermutet, dass dies die einzigen konstruierbaren regelmafSigen
p-Ecke mit p € P sind. Johann Gustav Hermes [*1846 11912] hat zehn Jahre seines
Lebens nur mit der expliziten Konstruktion des regelméafiigen 65537-Ecks verbracht.



