§2.6 Minimale und reduzierte Grobnerbasen



Generalvoraussetzung
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Ferner sei eine Monomordnung < auf [X] fixiert.
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Definition. Eine Grobnerbasis G C K[X] heiffit minimal, wenn sie
minimal unter allen Grobnerbasen des von G erzeugten ldeals ist.

Proposition. Sei G C K[X]\ {0} endlich und / := (G).
Dann sind dquivalent:
(a) G ist eine minimale Grobnerbasis.

(b) G ist eine Grobnerbasis derart, dass kein Leitmonom eines
Elements von G das Leitmonom eines anderen Elements von G
teilt.

(c) Je zwei verschiedene Elemente von G haben verschiedene
Leitmonome und

{LM(g) | g € G}

ist das kleinste aus Monomen bestehende Erzeugendensystem von

L(1).
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Bemerkung. Es ist jetzt klar, wie man zu einer gegebenen endlichen
Menge F C K[X] eine minimale Grobnerbasis H von (F) berechnet.
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Proposition. Jede reduzierte Grobnerbasis ist minimal.
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Existenz W3ahle mit dem letzten Satz eine minimale Grobnerbasis G von

I. Wihle zu jedem g € G ein g’ € red(G \ {g}) mit g Gﬁ*} g
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Wegen der Minimalitdt von G gilt LM(g’) = LM(g) fiir alle g € G.
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Sei I C K[X] ein Ideal.
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Wegen der Minimalitdt von G gilt LM(g’) = LM(g) fiir alle g € G.

Mit G ist auch H := {g’ | g € G} eine Grobnerbasis von /. Man sieht
red(G \ {g}) =red(H \ {g'}) fir alle g € G.



Satz. Jedes Ideal von K[X] besitzt eine eindeutig bestimmte reduzierte
Grobnerbasis.

Beweis.
Sei I C K[X] ein Ideal.

Existenz W3ahle mit dem letzten Satz eine minimale Grobnerbasis G von

| Wable zu jedem g € G ein & < red(G \ (g)) mit s "+ &
g
Wegen der Minimalitdt von G gilt LM(g’) = LM(g) fiir alle g € G.

Mit G ist auch H := {g’ | g € G} eine Grobnerbasis von /. Man sieht

red(G \ {g}) =red(H \ {g'}) fir alle g € G. Somit g’ € red(H \ {g'})
fiir alle g € G, das heilit H ist reduziert.



Interreduktionsalgorithmus

Eingabe: F C K[X] endlich
Ausgabe: G C K|[X] endlich und reduziert mit (G) = (F) derart,
dass G eine Grobnerbasis ist, falls F eine ist.



Interreduktionsalgorithmus

Eingabe: F C K[X] endlich

Ausgabe: G C K|[X] endlich und reduziert mit (G) = (F) derart,
dass G eine Grobnerbasis ist, falls F eine ist.
G+ F;

solange es g € G gibt mit g ¢ red(G \ {g})
(wihle g € G mit g ¢ red(G \ {g});
wahle h € K[X] mit g — h; G < (G\{gh)U {h});
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Interreduktionsalgorithmus

Eingabe: F C K[X] endlich
Ausgabe: G C K|[X] endlich und reduziert mit (G) = (F) derart,
dass G eine Grébnerbasis ist, falls F eine ist.

G+ F;
solange es g € G gibt mit g ¢ red(G \ {g})

(wihle g € G mit g ¢ red(G \ {g});
wahle h & KIX] mit g — h G « (G {g})U {h});

G+ (&g g€ G\{0}}

Beweis. Terminierung Angenommen der Algorithmus terminiert nicht.
Wahle dann s € N und g(o) ...,gs(o) € K[X] mit F = {g(o) ...,g_go)}.

Dann gilt zu Beginn des ersten Schleifendurchlaufs G = {g(o). o ,gs(o)}.
Wir nehmen an zu Beginn des i-ten Durchlaufs (i € N) gelte G =

{g(' 1) ,...,gs(' 1)) fir schon definierte g(' 1),...,gs(' 1 e K[IX]. [..]



Interreduktionsalgorithmus

Eingabe: F C K[X] endlich

Ausgabe: G C K|[X] endlich und reduziert mit (G) = (F) derart,
dass G eine Grobnerbasis ist, falls F eine ist.
G+ F;

solange es g € G gibt mit g ¢ red(G \ {g})
(wihle g € G mit g ¢ red(G \ {g});

wahle h € K[X] mit g — h; G < (G\{gh)U {h});

G+ (&g g€ G\{0}}

Beweis. Korrektheit Schleifeninvarianten:
(a) G C K[X] ist endlich mit (G) = (F).
(b) G ist eine Grobnerbasis, falls F eine war.

Fiir (a) ist das schnell zu sehen. Fiir (b) reicht es zu zeigen, dass L(/)

({LM(F) | f € G\ {0}}) mit | := (F) eine Invariante ist. [...]

U



Bemerkung. Wie versprochen sehen wir jetzt, dass Grobnerbasen
gleichzeitig den euklidischen Algorithmus fiir Polynome in einer
Variablen als auch den GauR-Algorithmus fiir lineare Polynome

verallgemeinern:
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Bemerkung. Wie versprochen sehen wir jetzt, dass Grobnerbasen
gleichzeitig den euklidischen Algorithmus fiir Polynome in einer
Variablen als auch den GauR-Algorithmus fiir lineare Polynome
verallgemeinern: Seien namlich fi,... fs € K[X] und | := (fi,...,f).

(a) Gelte n =1, also X = X. Dann gibt es genau ein g € K[X] mit
| = (g) und g normiert oder g = 0. Dannist {g}\ {0} die eindeutig
bestimmte reduzierte Grébnerbasis von /.



Bemerkung. Wie versprochen sehen wir jetzt, dass Grobnerbasen
gleichzeitig den euklidischen Algorithmus fiir Polynome in einer
Variablen als auch den GauR-Algorithmus fiir lineare Polynome
verallgemeinern: Seien namlich fi,... fs € K[X] und | := (fi,...,f).

(b) Gelte degf; < 1 fiir alle i € {1,...,s}. Dann gibt es eindeutig
bestimmte
g,-:Za,-J-Xj%—b,- (fE{l,...,S},aij,biEK)
j=1

derart, dass mit A := (ajj)1<i<s,1<j<n die Matrix (A b) € Ksx(n+1)
in reduzierter Stufenform ist und

KAi+...+ Kfs=Kgi + ...+ Kgs.



Bemerkung. Wie versprochen sehen wir jetzt, dass Grobnerbasen
gleichzeitig den euklidischen Algorithmus fiir Polynome in einer
Variablen als auch den GauR-Algorithmus fiir lineare Polynome
verallgemeinern: Seien namlich fi,... . f; € K[X] und | := (fi,...,f).

(b) Gelte degf; < 1 fiir alle i € {1,...,s}. Dann gibt es eindeutig
bestimmte

&= aX+b  (i€{l,... s}aybcK)
j=1

derart, dass mit A := (ajj)1<i<s,1<j<n die Matrix (A b) € Ksx(n+1)
in reduzierter Stufenform ist und

KAi+...+ Kfs=Kgi + ...+ Kgs.

Ist < eine Termordnung mit X; > Xo > --- > X, so ist im Fall

1¢ {gi,...,8} die Menge {g1,...,8s} \ {0} und sonst {1} eine
reduzierte Grobnerbasis von /. Dies sieht man mit dem Buchberger-

Kriterium zusammen mit dem folgenden Lemma.



Lemma. Seien f, g € K[X] \ {0} derart, dass kein X; gleichzeitig

LM(f) und LM(g) teilt. Dann spol(f, g) {fi>} 0.
£
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Beweis.
Schreibe f = Zf'(:l ajuiund g = Zle bjv; mit k,£ € N, a;, b; € K*
und uj, vj € [X], wobei ug > ... > ug und vi > ... > v, gelte.
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Beweis.
Schreibe f = Zf'(:l ajuiund g = Zle bjv; mit k,£ € N, a;, b; € K*
und uj, vj € [X], wobei ug > ... > ug und vi > ... > v, gelte.
Nach Voraussetzung gilt lcm(uy, v1) = u1vq und daher
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Lemma. Seien f, g € K[X]\ {0} derart, dass kein X; gleichzeitig

LM(f) und LM(g) teilt. Dann spol(f, g) {fi>} 0.
£

Beweis.

Schreibe f = Zf'(:l ajuiund g = Zle bjv; mit k,£ € N, a;, b; € K*
und uj, vj € [X], wobei ug > ... > ug und vi > ... > v, gelte.

Nach Voraussetzung gilt lcm(uy, v1) = u1vq und daher

k l
spol(f,g) = b1V1f —adiu18 = b1V1 Za,-u,- —daiup Z bj\/j .

i=2 j=2
— ~———
=p =:q

Es gilt M(p) N M(g) = 0, denn sonst gdbe es i € {2,..., k} und
J€12,...,¢} mit viu; = uyvj und es gilte uyvy = lem(ug, vi) | viu;
und damit u1vi < viu; < viup = upvy, was uivy = ujvy also up = u;
implizierte /.



Lemma. Seien f, g € K[X]\ {0} derart, dass kein X; gleichzeitig

LM(f) und LM(g) teilt. Dann spol(f, g) {fi>} 0.
£

Beweis.

Schreibe f = Zf'(:l ajuiund g = Zf':l bjv; mit k,£ € N, a;, b; € K*
und uj, vj € [X], wobei ug > ... > ug und vi > ... > v, gelte.

Nach Voraussetzung gilt lcm(uy, v1) = u1vq und daher

k l
spol(f,g) = b1V1f —adiu18 = b1V1 Z ajui —ail Z bj\/j .
i=2 j=2
%:/—’:p \i,q_/
Es gilt M(p) N M(g) = 0, denn sonst gdbe es i € {2,..., k} und
J€12,...,¢} mit viu; = uyvj und es gilte uyvy = lem(ug, vi) | viu;
und damit u1vi < viu; < viup = upvy, was uivy = ujvy also up = u;
implizierte 4. Jedes der £ — 1 Monome von q ist also ein Monom von
spol(f, g) und wird von u; = LM(f) geteilt. Wir addieren nun
nacheinander byvyf, by_1vp_1f, ..., bovof zu spol(f, g) und liberlegen
uns, dass dies jeweils ein Reduktionsschritt modulo f ist [...]



