§2.7 Eliminationsideale und deren Anwendungen



Generalvoraussetzung

In diesem Abschnitt sei stets C|K eine Kdrpererweiterung
und C algebraisch abgeschlossen.



Eliminationsideale

Definition. Sei /| C K[X] ein Ideal und r € {0, ..., n}.
Dann heilt das Ideal

I= 10 K[Xeg1, -, X

von K[X,i1,...,X,] das r-te Eliminationsideal von /.



Geometrische Bedeutung der Eliminationsideale
Satz. Sei | C K[X] ein Ideal, r € {0,...,n} und
o A" — A" (x, . xn) = (Xeg1, .o, Xn). Dann gilt

V(Ir) = =(V(1)),



Geometrische Bedeutung der Eliminationsideale

Satz. Sei | C K[X] ein Ideal, r € {0,...,n} und

o A" — A" (x, . xn) = (Xeg1, .o, Xn). Dann gilt
V(Ir) ==(V(1)),

das heift V/(/;) ist die kleinste K-Untervarietdt von A"™", die w(V/(/))
umfasst.



Geometrische Bedeutung der Eliminationsideale

Satz. Sei | C K[X] ein Ideal, r € {0,...,n} und

o A" — A" (x, . xn) = (Xeg1, .o, Xn). Dann gilt
V(Ir) ==(V(1)),

das heift V/(/;) ist die kleinste K-Untervarietdt von A"™", die w(V/(/))
umfasst.

Beweis. Es gilt V(I,) = V(1) und 7(V (1)) = V(I(=x(V(]))).



Geometrische Bedeutung der Eliminationsideale
Satz. Sei | C K[X] ein Ideal, r € {0,...,n} und
o A" — A" (x, . xn) = (Xeg1, .o, Xn). Dann gilt

V(Ir) = =(V(1)),

das heift V/(/;) ist die kleinste K-Untervarietdt von A"™", die w(V/(/))
umfasst.

Beweis. Es gilt V/(I,) = V(+/1,) und 7(V(1)) = V(I(x(V(I))). Daher
reicht es /I, = I(m(V(1))) zu zeigen.



Geometrische Bedeutung der Eliminationsideale
Satz. Sei | C K[X] ein Ideal, r € {0,...,n} und
o A" — A" (x, . xn) = (Xeg1, .o, Xn). Dann gilt

V(Ir) = =(V(1)),
das heift V/(/;) ist die kleinste K-Untervarietdt von A"™", die w(V/(/))
umfasst.
Beweis. Es gilt V/(I,) = V(+/1,) und 7(V(1)) = V(I(x(V(I))). Daher
reicht es /I, = I(w(V/(1))) zu zeigen. Aus der Definition von I, sieht
man aber sofort /I, = VI N K[X,41, ..., X,]-



Geometrische Bedeutung der Eliminationsideale
Satz. Sei | C K[X] ein Ideal, r € {0,...,n} und
o A" — A" (x, . xn) = (Xeg1, .o, Xn). Dann gilt

V(Ir) = =(V(1)),

das heift V/(/;) ist die kleinste K-Untervarietdt von A"™", die w(V/(/))
umfasst.

Beweis. Es gilt V/(I,) = V(+/1,) und 7(V(1)) = V(I(x(V(I))). Daher
reicht es /I, = I(w(V/(1))) zu zeigen. Aus der Definition von I, sieht
man aber sofort /I, = VI N K[X,41,. .., X,]. Somit ist zu zeigen:

VINK[Xei1,. ., Xa] = 1(m(V(1)).



Geometrische Bedeutung der Eliminationsideale

Satz. Sei | C K[X] ein Ideal, r € {0,...,n} und

o A" — A" (x, . xn) = (Xeg1, .o, Xn). Dann gilt
V(Ir) ==(V(1)),

das heift V/(/;) ist die kleinste K-Untervarietdt von A"™", die w(V/(/))
umfasst.

Beweis. Es gilt V/(I,) = V(+/1,) und 7(V(1)) = V(I(x(V(I))). Daher
reicht es /I, = I(w(V/(1))) zu zeigen. Aus der Definition von I, sieht
man aber sofort /I, = VI N K[X,41,. .., X,]. Somit ist zu zeigen:

VINK[Xei1,. ., Xa] = 1(m(V(1)).

,C" ist trivial: Sei f € VINK[X,41,...,X,] und x € V(). Zu zeigen:
f(m(x)) = 0.



Geometrische Bedeutung der Eliminationsideale
Satz. Sei | C K[X] ein Ideal, r € {0,...,n} und
o A" — A" (x, . xn) = (Xeg1, .o, Xn). Dann gilt

V(Ir) = =(V(1)),

das heift V/(/;) ist die kleinste K-Untervarietdt von A"™", die w(V/(/))
umfasst.

Beweis. Es gilt V/(I,) = V(+/1,) und 7(V(1)) = V(I(x(V(I))). Daher
reicht es /I, = I(w(V/(1))) zu zeigen. Aus der Definition von I, sieht
man aber sofort /I, = VI N K[X,41,. .., X,]. Somit ist zu zeigen:

VINK[Xei1,. ., Xa] = 1(m(V(1)).

,C" ist trivial: Sei f € VINK[X,41,...,X,] und x € V(). Zu zeigen:
f(m(x)) = 0. Wegen V(1) = V(V/1) gilt f(x) =0, wenn man f als
Element von K[X] auffasst.



Geometrische Bedeutung der Eliminationsideale
Satz. Sei | C K[X] ein Ideal, r € {0,...,n} und
o A" — A" (x, . xn) = (Xeg1, .o, Xn). Dann gilt

V(Ir) = =(V(1)),

das heift V/(/;) ist die kleinste K-Untervarietdt von A"™", die w(V/(/))
umfasst.

Beweis. Es gilt V/(I,) = V(+/1,) und 7(V(1)) = V(I(x(V(I))). Daher
reicht es /I, = I(w(V/(1))) zu zeigen. Aus der Definition von I, sieht
man aber sofort /I, = VI N K[X,41,. .., X,]. Somit ist zu zeigen:

VINK[Xei1,. ., Xa] = 1(m(V(1)).

,C" ist trivial: Sei f € VINK[X,41,...,X,] und x € V(). Zu zeigen:
f(m(x)) = 0. Wegen V(1) = V(V/1) gilt f(x) =0, wenn man f als
Element von K[X] auffasst. Somit

f(m(x)) = f(Xrg1,-- -y Xn) = F(x1,...,xp) = F(x) = 0.



Geometrische Bedeutung der Eliminationsideale
Satz. Sei | C K[X] ein Ideal, r € {0,...,n} und
o A" — A" (x, . xn) = (Xeg1, .o, Xn). Dann gilt

V(Ir) = =(V(1)),

das heift V/(/;) ist die kleinste K-Untervarietdt von A"™", die w(V/(/))
umfasst.

Beweis. Es gilt V/(I,) = V(+/1,) und 7(V(1)) = V(I(x(V(I))). Daher
reicht es /I, = I(w(V/(1))) zu zeigen. Aus der Definition von I, sieht
man aber sofort /I, = VI N K[X,41,. .., X,]. Somit ist zu zeigen:

VINK[Xei1,. ., Xa] = 1(m(V(1)).
,C" ist trivial: Sei f € VINK[X,41,...,X,] und x € V(). Zu zeigen:
f(m(x)) = 0. Wegen V(1) = V(V/1) gilt f(x) =0, wenn man f als
Element von K[X] auffasst. Somit
f(m(x)) = f(Xrg1,-- -y Xn) = F(x1,...,xp) = F(x) = 0.
,2" Sei £ e I(m(V(1))). Zu zeigen: f € V1.



Geometrische Bedeutung der Eliminationsideale
Satz. Sei | C K[X] ein Ideal, r € {0,...,n} und
o A" — A" (x, . xn) = (Xeg1, .o, Xn). Dann gilt

V(Ir) = =(V(1)),

das heift V/(/;) ist die kleinste K-Untervarietdt von A"™", die w(V/(/))
umfasst.

Beweis. Es gilt V/(I,) = V(+/1,) und 7(V(1)) = V(I(x(V(I))). Daher
reicht es /I, = I(w(V/(1))) zu zeigen. Aus der Definition von I, sieht
man aber sofort /I, = VI N K[X,41,. .., X,]. Somit ist zu zeigen:

VINK[Xei1,. ., Xa] = 1(m(V(1)).
,C" ist trivial: Sei f € VINK[X,41,...,X,] und x € V(). Zu zeigen:
f(m(x)) = 0. Wegen V(1) = V(V/1) gilt f(x) =0, wenn man f als
Element von K[X] auffasst. Somit
f(m(x)) = f(Xrg1,-- -y Xn) = F(x1,...,xp) = F(x) = 0.
,2" Sei £ € I(m(V(1))). Zu zeigen: f € /1. Mit dem Argument von
eben gilt f € I(V/(/)), wenn man f als Element von K[X] auffasst.



Geometrische Bedeutung der Eliminationsideale
Satz. Sei | C K[X] ein Ideal, r € {0,...,n} und
o A" — A" (x, . xn) = (Xeg1, .o, Xn). Dann gilt

V(Ir) = =(V(1)),

das heift V/(/;) ist die kleinste K-Untervarietdt von A"™", die w(V/(/))
umfasst.

Beweis. Es gilt V/(I,) = V(+/1,) und 7(V(1)) = V(I(x(V(I))). Daher
reicht es /I, = I(w(V/(1))) zu zeigen. Aus der Definition von I, sieht
man aber sofort /T, = VI N K[Xr+1,--.,Xn]. Somit ist zu zeigen:

VINK[Xei1,. ., Xa] = 1(m(V(1)).
,C" ist trivial: Sei f € VINK[X,41,...,X,] und x € V(). Zu zeigen:
f(m(x)) = 0. Wegen V(1) = V(V/1) gilt f(x) =0, wenn man f als
Element von K[X] auffasst. Somit
f(m(x)) = f(Xrg1,-- -y Xn) = F(x1,...,xp) = F(x) = 0.
,2" Sei £ € I(m(V(1))). Zu zeigen: f € /1. Mit dem Argument von

eben gilt f € I(V/(/)), wenn man f als Element von K[X] auffasst.
Nach dem Nullstellensatz gilt aber /(V(/)) = /1, also f € V/I. O



Berechnung von Eliminationsidealen

Satz. Sei I C K[X] ein Ideal und G eine Grobnerbasis von [ beziiglich
der lexikographischen Ordnung <ie auf [X]. Fir r € {0,..., n} ist

G, = GNK[Xi41,...,X,] eine Grobnerbasis des r-ten
Eliminationsideals /, beziiglich <.



Berechnung von Eliminationsidealen

Satz. Sei I C K[X] ein Ideal und G eine Grobnerbasis von [ beziiglich
der lexikographischen Ordnung <ie auf [X]. Fir r € {0,..., n} ist
G, = GNK[Xi41,...,X,] eine Grobnerbasis des r-ten
Eliminationsideals /, beziiglich <.

Beweis.

Sei r € {0,...,n} und p € I,. Zu zeigen ist die Existenz eines
g € G\ {0} mit LM(g)| LM(p).



Berechnung von Eliminationsidealen

Satz. Sei I C K[X] ein Ideal und G eine Grobnerbasis von [ beziiglich
der lexikographischen Ordnung <ie auf [X]. Fir r € {0,..., n} ist
G, = GNK[Xi41,...,X,] eine Grobnerbasis des r-ten
Eliminationsideals /, beziiglich <.

Beweis.

Sei r € {0,...,n} und p € I,. Zu zeigen ist die Existenz eines
g € G, \ {0} mit LM(g)|LM(p). Da p € I und G eine Grdbnerbasis
von [ ist, gibt es g € G\ {0} mit LM(g)| LM(p).



Berechnung von Eliminationsidealen

Satz. Sei I C K[X] ein Ideal und G eine Grobnerbasis von [ beziiglich
der lexikographischen Ordnung <ie auf [X]. Fir r € {0,..., n} ist
G, = GNK[Xi41,...,X,] eine Grobnerbasis des r-ten
Eliminationsideals /, beziiglich <.

Beweis.

Sei r € {0,...,n} und p € I,. Zu zeigen ist die Existenz eines

g € G, \ {0} mit LM(g)|LM(p). Da p € I und G eine Grdbnerbasis
von [ ist, gibt es g € G\ {0} mit LM(g)| LM(p). Wegen

p € K[Xr+1,...,Xp] gilt LM(p) € [Xi41, ..., X5] und daher auch
LM(g) € [Xr41,-- -, Xal.



Berechnung von Eliminationsidealen

Satz. Sei I C K[X] ein Ideal und G eine Grobnerbasis von [ beziiglich
der lexikographischen Ordnung <ie auf [X]. Fir r € {0,..., n} ist
G, = GNK[Xi41,...,X,] eine Grobnerbasis des r-ten
Eliminationsideals /, beziiglich <.

Beweis.

Sei r € {0,...,n} und p € I,. Zu zeigen ist die Existenz eines

g € G, \ {0} mit LM(g)|LM(p). Da p € I und G eine Grdbnerbasis
von [ ist, gibt es g € G\ {0} mit LM(g)| LM(p). Wegen

p € K[Xr+1,...,Xp] gilt LM(p) € [Xi41, ..., X5] und daher auch
LM(g) € [Xi41,- .., Xn]. Nach Definition von <, folgt daraus

g € K[Xr41,...,X4], also g € G;.



Berechnung von Eliminationsidealen

Satz. Sei I C K[X] ein Ideal und G eine Grobnerbasis von [ beziiglich
der lexikographischen Ordnung <ie auf [X]. Fir r € {0,..., n} ist
G, = GNK[Xi41,...,X,] eine Grobnerbasis des r-ten
Eliminationsideals /, beziiglich <.

Beweis.

Sei r € {0,...,n} und p € I,. Zu zeigen ist die Existenz eines

g € G, \ {0} mit LM(g)|LM(p). Da p € I und G eine Grdbnerbasis
von [ ist, gibt es g € G\ {0} mit LM(g)| LM(p). Wegen

p € K[Xr+1,...,Xp] gilt LM(p) € [Xi41, ..., X5] und daher auch
LM(g) € [Xi41,- .., Xn]. Nach Definition von <, folgt daraus

g € K[Xr41,...,X4], also g € G;. O

Bemerkung. Offensichtlich bleibt der Satz richtig, wenn man statt <.,
eine beliebige Monomordnung < auf [X] benutzt mit

Xorh - X < X fir alle r € {0,...,n}und i € {1,...,r}.



Satz. Seien fi,...,fm, g1,...,8s € K[X1,...,X,]. Betrachte den
K-Algebrenhomomorphismus

o: K[Y1,..., Ym] = K[X1,..., Xal/(&1,---,85), P p(fi,...,Ffm).



Satz. Seien fi,...,fm, g1,...,8s € K[X1,...,X,]. Betrachte den
K-Algebrenhomomorphismus

o K[Y1,..., Ym] = K[X1,.... X:]/(g1,--.,85), pr= p(Ff,-..,Tm)
(a) Der Kern von ¢ ist das Eliminationsideal J := I N K[Y] von

= (fl - Yl)"'7fm_ Ym;gla"'ags) c K[K7X]



Satz. Seien fi,...,fm, g1,...,8s € K[X1,...,X,]. Betrachte den
K-Algebrenhomomorphismus

o K[Y1,..., Ym] = K[X1,.... X:]/(g1,--.,85), pr= p(Ff,-..,Tm)
(a) Der Kern von ¢ ist das Eliminationsideal J := I N K[Y] von

= (fl - Yl)"'7fm_ Ym;gla"'ags) c K[K7X]

Beweis fiir (a). Man zeigt leicht (x) I N K[X] = (g1, ..., &)



Satz. Seien fi,...,fm, g1,...,8s € K[X1,...,X,]. Betrachte den
K-Algebrenhomomorphismus

o K[Y1,..., Ym] = K[X1,.... X:]/(g1,--.,85), pr= p(Ff,-..,Tm)
(a) Der Kern von ¢ ist das Eliminationsideal J := I N K[Y] von

= (fl_ Yl)"‘yfm_ Ym7g17'-'7gs)g K[K7X]

Beweis fiir (a). Man zeigt leicht (x) I N K[X] = (g1,...,85). Ist p € J,
so p(f,...,fm) =/ p(Y1,...,Ym) = p =, 0 und daher p(fi,...,fn) €
InKIXTY (a1, 8s), das heilt o(p) = 0.



Satz. Seien fi,...,fm, g1,...,8s € K[X1,...,X,]. Betrachte den
K-Algebrenhomomorphismus

o K[Y1,..., Ym] = K[X1,.... X:]/(g1,--.,85), pr= p(Ff,-..,Tm)
(a) Der Kern von ¢ ist das Eliminationsideal J := I N K[Y] von

= (fl_ Yl)"‘yfm_ Ym7g17'-'7gs)g K[K7X]

so p(f,...,fm) =/ p(Y1,...,Ym) = p =, 0 und daher p(fi,...,fn) €

Beweis fiir (a). Man zeigt leicht (x) I N K[X] = (g1,...,85). Ist p € J,
INK[X] = “ (g1,---,8s), das heit p(p) = 0. Dies zeigt J C ker .



Satz. Seien fi,...,fm, g1,...,8s € K[X1,...,X,]. Betrachte den
K-Algebrenhomomorphismus

P K[Ylv"'vym] — K[le"'vxn]/(gla"'7g5)7 p= p(fla"'vfm)'
(a) Der Kern von ¢ ist das Eliminationsideal J := I N K[Y] von

l'=(h—Y1,....f;m— Ym,&1,...,8) C K[X,Y].
Beweis fiir (a). Man zeigt leicht (x) I N K[X] = (g1,...,85). Ist p € J,
so p(f,...,fm) =/ p(Y1,...,Ym) = p =, 0 und daher p(fi,...,fn) €

I N K[X] “ (g1,-.-,8s), das heit p(p) = 0. Dies zeigt J C ker . Ist
umgekehrt p € kerg, so p = p(Y1,..., Ym) =/ p(f1,...,fn) = 0 und
daher p € INK[Y] = J.



Satz. Seien fi,...,fm, g1,...,8s € K[X1,...,X,]. Betrachte den
K-Algebrenhomomorphismus

o K[Y1,..., Ym] = K[X1,.... X:]/(g1,--.,85), pr= p(Ff,-..,Tm)
(a) Der Kern von ¢ ist das Eliminationsideal J := I N K[Y] von

= (fl - Yl)"‘yfm_ Ym7g17'-'7gs) c K[K7X]
Beweis fiir (a). Man zeigt leicht (x) I N K[X] = (g1,...,85). Ist p € J,

so p(f,...,fm) =/ p(Y1,...,Ym) = p =, 0 und daher p(fi,...,fn) €

I N K[X] “ (g1,-.-,8s), das heit p(p) = 0. Dies zeigt J C ker . Ist
umgekehrt p € kerg, so p = p(Y1,..., Ym) =/ p(f1,...,fn) = 0 und
daher p € INK[Y] = J. Dies zeigt kerp C J. O



Satz. Seien fi,...,fm, g1,...,8s € K[X1,...,X,]. Betrachte den
K-Algebrenhomomorphismus

P K[Ylv"'vym] — K[le"'vxn]/(gla"'7g5)7 p= p(fla"'vfm)'
(b) Sei G eine Grobnerbasis von | beziiglich der lexikographischen Ord-
nung auf [X,Y].



Satz. Seien fi,...,fm, g1,...,8s € K[X1,...,X,]. Betrachte den
K-Algebrenhomomorphismus

P K[Ylv"'vym] — K[le"'vxn]/(gl'/"'7g5)7 p= p(fla"'vfm)'
(b) Sei G eine Grobnerbasis von | beziiglich der lexikographischen Ord-

nung auf [X, Y]. Dann ist G N K[Y] eine Grobnerbasis von J be-
ziiglich der lexikographischen Ordnung auf [Y].



Satz. Seien fi,...,fm, g1,...,8s € K[X1,...,X,]. Betrachte den
K-Algebrenhomomorphismus

o K[Y1,..., Ym] = K[X1,.... X:]/(g1,--.,85), pr= p(Ff,-..,Tm)

(b) Sei G eine Grobnerbasis von | beziiglich der lexikographischen Ord-
nung auf [X, Y]. Dann ist G N K[Y] eine Grobnerbasis von J be-
ziiglich der lexikographischen Ordnung auf [Y]. Sei g € K[X] und
p € K[X,Y] reduziert modulo G beziiglich <., mit g % p.



Satz. Seien fi,...,fm, g1,...,8s € K[X1,...,X,]. Betrachte den
K-Algebrenhomomorphismus

o K[Y1,..., Ym] = K[X1,.... X:]/(g1,--.,85), pr= p(Ff,-..,Tm)

(b) Sei G eine Grobnerbasis von | beziiglich der lexikographischen Ord-
nung auf [X, Y]. Dann ist G N K[Y] eine Grobnerbasis von J be-
ziiglich der lexikographischen Ordnung auf [Y]. Sei g € K[X] und
p € K[X,Y] reduziert modulo G beziiglich <., mit g % p. Gilt

dann p € K[Y], so ¢(p) = q, und andernfalls o ~1(g) = (.



Satz. Seien fi,...,fm, g1,...,8s € K[X1,...,X,]. Betrachte den
K-Algebrenhomomorphismus

o K[Y1,..., Ym] = K[X1,.... X:]/(g1,--.,85), pr= p(Ff,-..,Tm)

(b) Sei G eine Grobnerbasis von | beziiglich der lexikographischen Ord-
nung auf [X, Y]. Dann ist G N K[Y] eine Grobnerbasis von J be-
ziiglich der lexikographischen Ordnung auf [Y]. Sei g € K[X] und
p € K[X,Y] reduziert modulo G beziiglich <., mit g % p. Gilt

dann p € K[Y], so ¢(p) = q, und andernfalls o ~1(g) = (.

Beweis fiir (b). Der erste Teil der Aussage folgt aus dem letzten Satz.



Satz. Seien fi,...,fm, g1,...,8s € K[X1,...,X,]. Betrachte den
K-Algebrenhomomorphismus

o K[Y1,..., Ym] = K[X1,.... X:]/(g1,--.,85), pr= p(Ff,-..,Tm)

(b) Sei G eine Grobnerbasis von | beziiglich der lexikographischen Ord-
nung auf [X, Y]. Dann ist G N K[Y] eine Grobnerbasis von J be-
ziiglich der lexikographischen Ordnung auf [Y]. Sei g € K[X] und
p € K[X,Y] reduziert modulo G beziiglich <., mit g % p. Gilt

dann p € K[Y], so ¢(p) = q, und andernfalls o ~1(g) = (.

Beweis fiir (b). Der erste Teil der Aussage folgt aus dem letzten Satz. Sei
nun g € K[X] und sei p € K[X, Y] reduziert modulo G beziiglich <je
mit g % p.



Satz. Seien fi,...,fm, g1,...,8s € K[X1,...,X,]. Betrachte den
K-Algebrenhomomorphismus

o K[Y1,..., Ym] = K[X1,.... X:]/(g1,--.,85), pr= p(Ff,-..,Tm)

(b) Sei G eine Grobnerbasis von | beziiglich der lexikographischen Ord-
nung auf [X, Y]. Dann ist G N K[Y] eine Grobnerbasis von J be-
ziiglich der lexikographischen Ordnung auf [Y]. Sei g € K[X] und
p € K[X,Y] reduziert modulo G beziiglich <., mit g % p. Gilt

dann p € K[Y], so ¢(p) = q, und andernfalls o ~1(g) = (.
Beweis fiir (b). Der erste Teil der Aussage folgt aus dem letzten Satz. Sei
nun g € K[X] und sei p € K[X, Y] reduziert modulo G beziiglich <je
mit g % p. Gilt dann p € K[Y], so p(fi,....Tm) =/ p(Y1,..., Ym) =
p =; q und daher p(fi,...,fm)—q € INK[X] = (g1,....8s), das heilt
v(p) =9



Satz. Seien fi,...,fm, g1,...,8s € K[X1,...,X,]. Betrachte den
K-Algebrenhomomorphismus

o K[Y1,..., Ym] = K[X1,.... X:]/(g1,--.,85), pr= p(Ff,-..,Tm)

(b) Sei G eine Grobnerbasis von | beziiglich der lexikographischen Ord-
nung auf [X, Y]. Dann ist G N K[Y] eine Grobnerbasis von J be-
ziiglich der lexikographischen Ordnung auf [Y]. Sei g € K[X] und
p € K[X,Y] reduziert modulo G beziiglich <., mit g % p. Gilt
dann p € K[Y], so ¢(p) = q, und andernfalls o ~1(g) = (.

Beweis fiir (b). Der erste Teil der Aussage folgt aus dem letzten Satz. Sei

nun g € K[X] und sei p € K[X, Y] reduziert modulo G beziiglich <je

mit g % p. Gilt dann p € K[Y], so p(fi,....Tm) =/ p(Y1,..., Ym) =

p =; q und daher p(fi,...,fm)—q € INK[X] = (g1,....8s), das heilt
©(p) = q. Gelte schlieRlich ¢ 1(q) # 0. Zu zeigen ist dann p € K[Y].



Satz. Seien fi,...,fm, g1,...,8s € K[X1,...,X,]. Betrachte den
K-Algebrenhomomorphismus

o K[Y1,..., Ym] = K[X1,.... X:]/(g1,--.,85), pr= p(Ff,-..,Tm)
(b) Sei G eine Grobnerbasis von | beziiglich der lexikographischen Ord-
nung auf [X, Y]. Dann ist G N K[Y] eine Grobnerbasis von J be-
ziiglich der lexikographischen Ordnung auf [Y]. Sei g € K[X] und
p € K[X,Y] reduziert modulo G beziiglich <., mit g % p. Gilt
dann p € K[Y], so ¢(p) = q, und andernfalls o ~1(g) = (.
Beweis fiir (b). Der erste Teil der Aussage folgt aus dem letzten Satz. Sei
nun g € K[X] und sei p € K[X, Y] reduziert modulo G beziiglich <je
mit ¢ % p. Gilt dann p € K[Y], so p(fi,....Tm) =/ p(Y1,..., Ym) =
p =; q und daher p(fi,...,fm)—q € INK[X] = (g1,....8s), das heilt
©(p) = q. Gelte schlieRlich ¢ 1(q) # 0. Zu zeigen ist dann p € K[Y].
Wahle pp € K[Y] mit p(po) = g. Dann po = po(Y1,..., Ym) =
po(fi,....fm) =/ g und da ? eindeutig reduziert, muss py % p

gelten.



Satz. Seien fi,...,fm, g1,...,8s € K[X1,...,X,]. Betrachte den
K-Algebrenhomomorphismus

o K[Y1,..., Ym] = K[X1,.... X:]/(g1,--.,85), pr= p(Ff,-..,Tm)

(b) Sei G eine Grobnerbasis von | beziiglich der lexikographischen Ord-
nung auf [X, Y]. Dann ist G N K[Y] eine Grobnerbasis von J be-
ziiglich der lexikographischen Ordnung auf [Y]. Sei g € K[X] und
p € K[X,Y] reduziert modulo G beziiglich <., mit g % p. Gilt

dann p € K[Y], so ¢(p) = q, und andernfalls o ~1(g) = (.

Beweis fiir (b). Der erste Teil der Aussage folgt aus dem letzten Satz. Sei
nun g € K[X] und sei p € K[X, Y] reduziert modulo G beziiglich <je
mit g % p. Gilt dann p € K[Y], so p(fi,....Tm) =/ p(Y1,..., Ym) =
p =; q und daher p(fi,...,fm)—q € INK[X] = (g1,....8s), das heilt
©(p) = q. Gelte schlieRlich ¢ 1(q) # 0. Zu zeigen ist dann p € K[Y].
Wihle py € K[Y] mit ¢(po) = @. Dann po = po(Y1,...,Ym) =
po(fi,....fm) =/ g und da ?) eindeutig reduziert, muss py % p

gelten. Nach Wahl der Monomordnung <, kann wihrend dieser Reduk-

tion kein X; eingeschleppt werden, das heift py — p. Ol
GNKI[Y]



Satz. Seien fi,...,fm, g1,...,8s € K[X1,...,X,]. Betrachte den
K-Algebrenhomomorphismus

P K[Ylv' < Ym] — K[le' - 7Xn]/(g1a' . 7g5)7 p= p(fla"'vfm)'
(c) Der K-Morphismus ¢*: V/(gi,...,g8s) — A" ist gegeben durch

©*(x) = (A(x),...,fm(x)) fir x € V(g1,...,8s) und der K-
Zariskiabschluss seines Bildes ist V/(J). O

Beweis fiir (c). Fiir alle x € V(g1,...,8s) gilt evy«() = evxop und
daher



Satz. Seien fi,...,fm, g1,...,8s € K[X1,...,X,]. Betrachte den
K-Algebrenhomomorphismus

P K[Ylv"'vym] — K[le"'vxn]/(gla"'7g5)7 p= p(fla"'vfm)'
(c) Der K-Morphismus ¢*: V/(gi,...,g8s) — A" ist gegeben durch

©*(x) = (A(x),...,fm(x)) fir x € V(g1,...,8s) und der K-
Zariskiabschluss seines Bildes ist V/(J). O

Beweis fiir (c). Fiir alle x € V(g1,...,8s) gilt evy«() = evxop und
daher

(p*(X) = (ev¢*(x)(Y1), . ,evw(x)(Ym))



Satz. Seien fi,...,fm, g1,...,8s € K[X1,...,X,]. Betrachte den
K-Algebrenhomomorphismus

P K[Ylv"'vym] — K[le"'vxn]/(gla"'7g5)7 p= p(fla"'vfm)'
(c) Der K-Morphismus ¢*: V/(gi,...,g8s) — A" ist gegeben durch

©*(x) = (A(x),...,fm(x)) fir x € V(g1,...,8s) und der K-
Zariskiabschluss seines Bildes ist V/(J). O

Beweis fiir (c). Fiir alle x € V(g1,...,8s) gilt evy«() = evxop und
daher

(p*(X) = (ev¢*(x)(Y1), . ,evw(x)(Ym))
= (evx(¢(1)), - ... evx(¢(Ym)))



Satz. Seien fi,...,fm, g1,...,8s € K[X1,...,X,]. Betrachte den
K-Algebrenhomomorphismus

P K[Ylv"'vym] — K[le"'vxn]/(gla"'7g5)7 p= p(fla"'vfm)'
(c) Der K-Morphismus ¢*: V/(gi,...,g8s) — A" ist gegeben durch

©*(x) = (A(x),...,fm(x)) fir x € V(g1,...,8s) und der K-
Zariskiabschluss seines Bildes ist V/(J). O

Beweis fiir (c). Fiir alle x € V(g1,...,8s) gilt evy«() = evxop und
daher

(p*(X) = (ev¢*(x)(Y1), . ,evw(x)(Ym))
= (evx(p(Y1)), - -, evu(p(Yim)))
= (evx(h),...,evx(fm))



Satz. Seien fi,...,fm, g1,...,8s € K[X1,...,X,]. Betrachte den
K-Algebrenhomomorphismus

o KIYe o Yol > KXt Xl /(s 5)s p s (R o).
(c) Der K-Morphismus ¢*: V/(gi,...,g8s) — A" ist gegeben durch

©*(x) = (A(x),...,fm(x)) fir x € V(g1,...,8s) und der K-
Zariskiabschluss seines Bildes ist V/(J). O

Beweis fiir (c). Fiir alle x € V(g1,...,8s) gilt evy«() = evxop und
daher

o (x) = (ev¢*(x( )...,evw(x)(Ym))

= (evx(p(M)); - - -, evi((Ym)))
(ev(fi), - -, eve(fm))
(f(x), -, fm(x))



Satz. Seien fi,...,fm, g1,...,8s € K[X1,...,X,]. Betrachte den
K-Algebrenhomomorphismus
o K[Y1,..., Ym] = K[X1,.... X:]/(g1,--.,85), pr= p(Ff,-..,Tm)
(c) Der K-Morphismus ¢*: V/(gi,...,g8s) — A" ist gegeben durch
©*(x) = (A(x),...,fm(x)) fir x € V(g1,...,8s) und der K-
Zariskiabschluss seines Bildes ist V/(J). O

Beweis fiir (c). Sei h € K[Y]. Dann

hel(e" (Ve -, 8))
— Vxe V(g,...,8): h(¢*(x))=0



Satz. Seien fi,...,fm, g1,...,8s € K[X1,...,X,]. Betrachte den
K-Algebrenhomomorphismus
o K[Y1,..., Ym] = K[X1,.... X:]/(g1,--.,85), pr= p(Ff,-..,Tm)
(c) Der K-Morphismus ¢*: V/(gi,...,g8s) — A" ist gegeben durch
©*(x) = (A(x),...,fm(x)) fir x € V(g1,...,8s) und der K-
Zariskiabschluss seines Bildes ist V/(J). O

Beweis fiir (c). Sei h € K[Y]. Dann

hel(e"(Vigr, ... .8))

Vx € V(g,...,8) h(¢*(x)) =0

Vx € V(gi,...,8s): h(fi(x), .., fm(x)) =0
h(f, ... fn) € 1(V(gL, ..., &)

h(flw- 7fm)E (g17"'7g5)

1



Satz. Seien fi,...

K-Algebrenhomomorphismus

e K[Y1,...,

(c) Der K-Morphismus ¢*: V/(g,..

p*(x) =

Zariskiabschluss seines Bildes ist V/(J).

Beweis fiir (c).

[ A A

Sei h € K[Y]. Dann

hel(e*(V(sr,.--,8s))

Vx € V(g1,...,8s) : h(¢™(x)) =0

Vx € V(gi,...,8s): h(fi(x), .., fm(x)) =0
h(f, ... fm) € 1(V(gL,-..,&))

h(f, ..., fm) € (&1, --,85)
JkeN:(h(f,....f) e (gL 8)

Jk e N:h¥(f,....fn) €(gL,. .., &)
FkeN:p(h*) =0 <= FkeN:h* ckerp
JkeN:heJ < heVJ.

yfm, 81, -.,8s € K[X1,...,Xy]. Betrachte den

Ym] = K[X1,..., Xal/(g1,--,8s), p— p(f,...,
.,8s) — A™ ist gegeben durch
(fi(x),....fm(x)) fir x € V(gi1,...,8s) und der K-

O



Satz. Seien fi,...,fm, g1,...,8s € K[X1,...,X,]. Betrachte den
K-Algebrenhomomorphismus

o K[Y1,..., Ym] = K[X1,.... X:]/(g1,--.,85), pr= p(Ff,-..,Tm)
(c) Der K-Morphismus ¢*: V/(gi,...,g8s) — A" ist gegeben durch

©*(x) = (A(x),...,fm(x)) fir x € V(g1,...,8s) und der K-
Zariskiabschluss seines Bildes ist V/(J). O

Beweis fiir (c). Es folgt vJ = I(¢*(V(g1,...,gs)) und daher

V(J)) = V(VI) = V(I(e*(V(er,- -, 85) = #* (V(er,- -, &))-




Satz. Seien fi,...,fm, g1,...,8s € K[X1,...,X,]. Betrachte den
K-Algebrenhomomorphismus

o K[Y1,..., Ym] = K[X1,.... X:]/(g1,--.,85), pr= p(Ff,-..,Tm)
(c) Der K-Morphismus ¢*: V/(gi,...,g8s) — A" ist gegeben durch

©*(x) = (A(x),...,fm(x)) fir x € V(g1,...,8s) und der K-
Zariskiabschluss seines Bildes ist V/(J). O

Beweis fiir (c). Es folgt vJ = I(¢*(V(g1,...,gs)) und daher

V(J)) = V(VI) = V(I(e*(V(er,- -, 85) = #* (V(er,- -, &))-




Bemerkung. Man iiberlegt sich leicht, dass der letzte Satz im
Wesentlichen folgende Probleme I6st:

(a) Berechnung des Kerns eines Homomorphismus zwischen zwei
affinen K-Algebren.



Bemerkung. Man iiberlegt sich leicht, dass der letzte Satz im
Wesentlichen folgende Probleme I6st:

(a) Berechnung des Kerns eines Homomorphismus zwischen zwei
affinen K-Algebren.
(b) Entscheidung, ob ein Element im Bild eines Homomorphismus

zwischen zwei affinen K-Algebren liegt, und gegebenenfalls
Berechnung eines Urbilds.



Bemerkung. Man iiberlegt sich leicht, dass der letzte Satz im
Wesentlichen folgende Probleme I6st:

(a) Berechnung des Kerns eines Homomorphismus zwischen zwei
affinen K-Algebren.

(b) Entscheidung, ob ein Element im Bild eines Homomorphismus
zwischen zwei affinen K-Algebren liegt, und gegebenenfalls
Berechnung eines Urbilds.

(c) Beschreibung des K-Zariskiabschlusses des Bildes eines
K-Morphismus von affinen Varietaten.



Bemerkung. Man iiberlegt sich leicht, dass der letzte Satz im
Wesentlichen folgende Probleme I6st:

(a) Berechnung des Kerns eines Homomorphismus zwischen zwei
affinen K-Algebren.

(b) Entscheidung, ob ein Element im Bild eines Homomorphismus
zwischen zwei affinen K-Algebren liegt, und gegebenenfalls
Berechnung eines Urbilds.

(c) Beschreibung des K-Zariskiabschlusses des Bildes eines
K-Morphismus von affinen Varietaten.

Beachte namlich, dass man in (a) und in (b) GE davon ausgehen kann,
dass der K-Algebrenhomomorphismus auf einer Polynomalgebra
definiert ist und dass jeder K-Algebrenhomomorphismus

K[Y] — K[X]/(g1,---,8&s) von der im Satz gegebenen Form ist (wahle
f € KIX] mit 9(Yi) = 1.



Implizitierung rationaler Parametrisierungen

Satz. Seien fi,...,fm,81,...,8m € K[X], g :== g1 &m, sei L|K eine
Kérpererweiterung und L ein unendlicher Korper, der ein Unterkdrper
von C ist. Betrachte die Abbildung

PUAVE) oL f
P (I(X) m<X)>

a(x)"  am(x)
und das Eliminationsideal J := /N K[Y1,..., Y] des Ideals
I = (glyl - fla' .. 7ngm - fmagT - 1) g K[Tagvl/]
Dann ist V/(J) N L™ der K-Zariskiabschluss des Bildes von ¢ in L™.




Implizitierung rationaler Parametrisierungen

Satz. Seien fi,...,fm,81,...,8m € K[X], g :== g1 &m, sei L|K eine
Kérpererweiterung und L ein unendlicher Korper, der ein Unterkdrper
von C ist. Betrachte die Abbildung

PUAVE) oL f
P (I(X) m(X)>

a(x)"  am(x)
und das Eliminationsideal J := /N K[Y1,..., Y] des Ideals
I = (glyl - fla' .. 7ngm - fmagT - 1) g K[T7X7X]
Dann ist V/(J) N L™ der K-Zariskiabschluss des Bildes von ¢ in L™.

Beweis. Betrachte die Projektion
. CHHtm _ cm, (t,x,y)—y (teCxeCyeCm).

Dann gilt offensichtlich w(V/(/) N LAH7Tm) = (L™ \ V(g)). Wir wissen
schon V(J) = w(V/(I)). Falls L = C, so sind wir also bereits fertig.



Implizitierung rationaler Parametrisierungen

Satz. Seien fi,...,fm,81,...,8m € K[X], g :== g1 &m, sei L|K eine
Kérpererweiterung und L ein unendlicher Korper, der ein Unterkdrper
von C ist. Betrachte die Abbildung

P L\ V(g) — L

o (B0 600
gi(x) gm(x)
und das Eliminationsideal J := /N K[Y1,..., Y] des Ideals
I = (glyl - fla' .. 7ngm - fmagT - 1) g K[Tagvl/]
Dann ist V/(J) N L™ der K-Zariskiabschluss des Bildes von ¢ in L™.

Beweis. Den allgemeinen Fall fiihren wir mittels
3:C\V(g) — C”

R ()

auf den Fall L = C zuriick.



Implizitierung rationaler Parametrisierungen

Satz. Seien fi,...,fm,81,...,8m € K[X], g :== g1 &m, sei L|K eine
Kérpererweiterung und L ein unendlicher Korper, der ein Unterkdrper
von C ist. Betrachte die Abbildung

p: "\ V(g) — L"

fi(x fm(x
e )
und das Eliminationsideal J := /N K[Y1,..., Y] des Ideals
I'=(gY1—fi,....,&mYm — fm,gT — 1) C K[T, X, Y].
Dann ist V/(J) N L™ der K-Zariskiabschluss des Bildes von ¢ in L™.

Beweis. Wir zeigen, dass ¢(C" \ V(g)) im K-Zariskiabschluss von
©(L"\ V(g)) in A" = C" enthalten ist.



Implizitierung rationaler Parametrisierungen

Satz. Seien fi,...,fm,81,...,8m € K[X], g :== g1 &m, sei L|K eine
Kérpererweiterung und L ein unendlicher Korper, der ein Unterkdrper
von C ist. Betrachte die Abbildung

P L\ V(g) — L

o (809 )

und das Eliminationsideal J := /N K[Y1,..., Y] des Ideals
= (glyl - fla oo angm - fmagT - 1) C K[Tai(al/]
Dann ist V/(J) N L™ der K-Zariskiabschluss des Bildes von ¢ in L™.

Beweis. Wir zeigen, dass ¢(C" \ V(g)) im K-Zariskiabschluss von
o(L"\ V(g)) in A" = C" enthalten ist. Dann stimmen namlich die K-
Zariskiabschliisse von @(C" \ V(g)) und o(L"\ V(g)) in A" lberein,
und deren Schnitt mit L™ ist einerseits nach dem schon bewiesenen Fall
L = C gleich V(J)nL™



Implizitierung rationaler Parametrisierungen

Satz. Seien fi,...,fm,81,...,8m € K[X], g :== g1 &m, sei L|K eine
Kérpererweiterung und L ein unendlicher Korper, der ein Unterkdrper
von C ist. Betrachte die Abbildung

P L\ V(g) — L

o (809 )

und das Eliminationsideal J := /N K[Y1,..., Y] des Ideals
= (glyl - fla oo angm - fm:gT - 1) C K[Tai(al/]
Dann ist V/(J) N L™ der K-Zariskiabschluss des Bildes von ¢ in L™.

Beweis. Wir zeigen, dass ¢(C" \ V(g)) im K-Zariskiabschluss von
o(L"\ V(g)) in A" = C" enthalten ist. Dann stimmen namlich die K-
Zariskiabschliisse von @(C" \ V(g)) und o(L"\ V(g)) in A" lberein,
und deren Schnitt mit L™ ist einerseits nach dem schon bewiesenen Fall
L = C gleich V(J)N L™ und andererseits gleich dem K-Zariskiabschluss
von (L™ \ V(g)) in L™,



Implizitierung rationaler Parametrisierungen

Satz. Seien fi,...,fm,81,...,8m € K[X], g :== g1 &m, sei L|K eine
Kérpererweiterung und L ein unendlicher Korper, der ein Unterkdrper
von C ist. Betrachte die Abbildung

P L\ V(g) — L

o (809 )

und das Eliminationsideal J := /N K[Y1,..., Y] des Ideals
= (glyl - fla oo angm - fmagT - 1) C K[Tai(al/]
Dann ist V/(J) N L™ der K-Zariskiabschluss des Bildes von ¢ in L™.

Beweis. Sei also h € K[X] mit h € I(¢(L"\ V(g))). Zu zeigen ist h €
I{(¢(C"\V(g)))- E g #0.



Implizitierung rationaler Parametrisierungen

Satz. Seien fi,...,fm,81,...,8m € K[X], g :== g1 &m, sei L|K eine
Kérpererweiterung und L ein unendlicher Korper, der ein Unterkdrper
von C ist. Betrachte die Abbildung

P L\ V(g) — L

<= (o am)

und das Eliminationsideal J := /N K[Y1,..., Y] des Ideals
= (glyl - fla- .. 7ngm - fmagT - 1) C K[Tai(al/]
Dann ist V/(J) N L™ der K-Zariskiabschluss des Bildes von ¢ in L™.

Beweis. Sei also h € K[X] mit h € I(¢(L"\ V(g))). Zu zeigen ist h €
1(3(C™\V(g))). E g # 0. Die rationale Funktion r := h (g o gﬂ) €
K(X) verschwindet auf L™\ V/(g).



Implizitierung rationaler Parametrisierungen

Satz. Seien fi,...,fm,81,...,8m € K[X], g :== g1 &m, sei L|K eine
Kérpererweiterung und L ein unendlicher Korper, der ein Unterkdrper
von C ist. Betrachte die Abbildung

PUAVE) oL f
P (I(X) ..... ,,,(X)>

g1(x)
und das Eliminationsideal J := /N K[Y1,..., Y] des Ideals
I = (glyl - fla <o 7ngm - fmagT - 1) g K[Tagal/]
Dann ist V/(J) N L™ der K-Zariskiabschluss des Bildes von ¢ in L™.

Beweis. Sei also h € K[X] mit h € I(¢(L"\ V(g))). Zu zeigen ist h €
1(G(C™\V(g))). CE g # 0. Die rationale Funktion r := h (g ..... f—m) c

e g
K(X) verschwindet auf L"\ V(g). Wahle k € N mit gkr € K[X]. Dann
verschwindet auch g*r auf L"\ V(g) und gk*1r sogar auf L".



Implizitierung rationaler Parametrisierungen

Satz. Seien fi,...,fm,81,...,8m € K[X], g :== g1 &m, sei L|K eine
Kérpererweiterung und L ein unendlicher Korper, der ein Unterkdrper
von C ist. Betrachte die Abbildung

P L\ V(g) — L

<= (o am)

und das Eliminationsideal J := /N K[Y1,..., Y] des Ideals
= (glyl - fla- .. 7ngm - fmagT - 1) C K[Tai(al/]
Dann ist V/(J) N L™ der K-Zariskiabschluss des Bildes von ¢ in L™.

Beweis. Sei also h € K[X] mit h € I(¢(L"\ V(g))). Zu zeigen ist h €

1(3(C™\V(g))). E g # 0. Die rationale Funktion r := h (g o gﬂ) €

K(X) verschwindet auf L"\ V(g). Wahle k € N mit gkr € K[X]. Dann
verschwindet auch g*r auf L"\ V(g) und gk*r sogar auf L". Wegen
#1 = oo folgt gkt1r = 0. Somit r = 0 und daher

he I(3(C"\ V(g)))- O



Satz. Seien m € Nund h,..., In, |deale von K[X].
Fiir das Eliminationsideal J N K[X] des Ideals

J={{T1+...+Tm—-1}U{Tig|ie{l,....,m},g € l;}) CK[T,X]

gilt dann
JNK[X]=hn...0p.



Satz. Seien m € N und h,..., I |deale von K[X].
Fiir das Eliminationsideal J N K[X] des Ideals

J={Tit. .+ Tm-1JU{Tig[ic{l,...,m} g€ l}) C K[T,X]

gilt dann
JNK[X]=hn...0Ip.

Seien weiter fi, ..., fm € K[X] gegeben und
L:(fl—i-/l)ﬂﬂ(fm—l—lm):{fGK[)i(] ’ fE[l fl,...,fE/m fm}

Dann gilt
L=Ff+(hn...0lyp)=~f+(JNK[X])

fur alle f € L.



Satz. Seien m € N und h,..., I |deale von K[X].
Fiir das Eliminationsideal J N K[X] des Ideals

J={TN+. . . +Tmn-1}U{Tig|ie{l,....,m} g € li}) € KT, X]

gilt dann
JNKX]=hn...0ny.

Seien weiter f1, ..., f, € K[X] gegeben und
L:(fl—i—ll)ﬁﬂ(fm—l—lm):{feK[)j] | fE[l fl,...,fE/m fm}

Dann gilt
L=Ff+(hn...0lyp)=~f+(JNK[X])

fur alle f € L. Sei nun ferner G eine Grobnerbasis von J beziiglich der
lexikographischen Ordnung < auf [T, X] und h € K[T, X] reduziert
modulo G mit T1A4 + ...+ Tpfn % h.



Satz. Seien m € N und h,..., I |deale von K[X].
Fiir das Eliminationsideal J N K[X] des Ideals

J={TN+. . . +Tmn-1}U{Tig|ie{l,....,m} g € li}) € KT, X]

gilt dann
JNKX]=hn...0ny.

Seien weiter f1, ..., f, € K[X] gegeben und
L:(fl—i—ll)ﬁﬂ(fm—l—lm):{feK[)j] | fE[l fl,...,fE/m fm}

Dann gilt
L=Ff+(hn...0lyp)=~f+(JNK[X])

fir alle f € L. Sei nun ferner G eine Grobnerbasis von J beziiglich der
lexikographischen Ordnung < auf [T, X] und h € K[T, X] reduziert
modulo G mit T1ff + ...+ Thfn % h. Dann

L+£) < heK[X] < hel.



Satz. Seien m € Nund h,..., In, |deale von K[X].
Fiir das Eliminationsideal J N K[X] des Ideals

J={{T1+...+Tm—-1}U{Tig|ie{l,....,m},g € l;}) CK[T,X]

gilt dann
JNK[X]=hn...0p.

Beweis. Wir zeigen zundchst JOK[X] = hN...N Iy.



Satz. Seien m € Nund h,..., In, |deale von K[X].
Fiir das Eliminationsideal J N K[X] des Ideals

J=({NT+.. . +Tn—-1}U{Tig|ie{l,....m}, g € li}) C K[T,X]
gilt dann
JNK[X]=hn...0Ip.
Beweis. Wir zeigen zundchst JNK[X]=h N ...N .

' Seigehn...Nly.Danng=1-g=,(T1+...+ Tm)g =
Tig+...+ Thg =40, also g € J.



Satz. Seien m € Nund h,..., In, |deale von K[X].
Fiir das Eliminationsideal J N K[X] des Ideals

={Nh+..+Tn-1}u{Tiglie{l,...,m},g € l;}) C K[T,X]

gilt dann
JNK[X]=hn...0Ip.

Beweis. Wir zeigen zundchst JNK[X]=h N ...N .

' Seigehn...Nly.Danng=1-g=,(T1+...+ Tm)g =
Tig+...+ Thg =40, also g € J.
,C"Seige JNK[X]und i € {1,...,m}. Zu zeigen: g € I;. Es gibt
he K[X]und hy € h,...,hy € I, mit
g=hTi+...+ Ty —1)+Zm Tjih;.
Wende den KAIgebrenhomomorphlsmus o K[T,X] — K[X] mit
e(X;) = X; fir j € {1,...,n} und ©(T;) = d; fir j € {1,...,m}
an. Danng:go(g):go(h)go(Tl—f— 4+ Tm—1)+h; = h; € I

=0




Satz. Seien m € Nund h,..., I |deale von K[X]. Fir
J={{T1+...+Tm—1}U{Tig|ie{l,....,m},g € l;i}) C K[T,X]
gilt JNK[X] = hn...0ly.



Satz. Seien m € Nund h,..., I |deale von K[X]. Fir
J={Thi+...+Tm—1}U{Tig|i€{1,....m},g € l;}) C K[T, X]
gilt JNK[X] = hN...NIy. Dies haben wir gerade gesehen!



Satz. Seien m € Nund h,..., I |deale von K[X]. Fir
J={T1+... 4+ Tm—1}U{Tig|ie{l,...,m},g € l;}) C K[T,X]
gilt JINK[X] = hN...Nl,. Seien weiter f1, ..., f, € K[X] gegeben und
Li= (A+h) 0. O (ot Im) = {F € KIX] | f =4 fyo.of =) Fnl.
Danngilt L=f+(hN...Nly)=f+ (JNK[X]) fir alle f € L.



Satz. Seien m € Nund h,..., I |deale von K[X]. Fir
J={{T1+...+Tm—1}U{Tig|ie{l,....,m},g € l;i}) C K[T,X]
gilt JINK[X] = hN...Nl,. Seien weiter f1, ..., f, € K[X] gegeben und
Li= (A4 h)N. .0 (fntIm) = {F EKIX]| F=p, fir.. f =) fn).
Danngilt L=f+(hN...NIln) =f+(JNK[X]) fiir alle f € L. Dies
sieht man sofort!



Satz. Seien m € Nund h,..., I |deale von K[X]. Fir
J={T1+... 4+ Tm—1}U{Tig|ie{l,...,m},g € l;}) C K[T,X]
gilt JINK[X] = hN...Nl,. Seien weiter f1, ..., f, € K[X] gegeben und
Li= (A4 h)N. .0 (fntIm) = {F EKIX]| F=p, fir.. f =) fn).
Danngilt L=f+(hnN...NIly)=Ff+ (JNK[X]) fur alle f € L. Sei
nun ferner G eine Grébnerbasis von J beziiglich der lexikographischen
Ordnung <jex auf [T,X] und h € K[T,X] reduziert modulo G mit
T1f1+...—|—Tmfm%>h. Dann L # ) <= he K[X] <= he L.



Satz. Seien m € Nund h,..., I |deale von K[X]. Fir
J={T1+... 4+ Tm—1}U{Tig|ie{l,...,m},g € l;}) C K[T,X]
gilt JINK[X] = hN...Nl,. Seien weiter f1, ..., f, € K[X] gegeben und
Li= (A4 h)N. .0 (fntIm) = {F EKIX]| F=p, fir.. f =) fn).
Danngilt L=f+(hnN...NIly)=Ff+ (JNK[X]) fur alle f € L. Sei
nun ferner G eine Grébnerbasis von J beziiglich der lexikographischen
Ordnung <jex auf [T,X] und h € K[T,X] reduziert modulo G mit
T1f1+...+Tmfm%>h. Dann L # ) <= he K[X] <= he L.

Beweis. Zu zeigen: (a) L # 0 = h e K[X], (b) he K[X] = he L.



Satz. Seien m € Nund h,..., I |deale von K[X]. Fir

Ji=({Tit ..+ Tm—1}U{Tig| i € {1,..., m},g € I}) C K[T,X]
gilt JNK[X] = hn...Nl,. Seien weiter fi, ..., fn, € K[X] gegeben und
L=(h+h)Nn...0fmn+Im)={feK[X]|f=, A,....T =4, Tm}.
Danngilt L = f+ (L N...NIn) = f + (JN K[X]) fiir alle f € L. Sei
nun ferner G eine Grdbnerbasis von J beziiglich der lexikographischen
Ordnung <jex auf [T, X] und h € KI[T,X] reduziert modulo G mit
T1f1+...+Tmfm%>h. Dann L # () <= he K[X] <= he L

Beweis. Zu zeigen: (a) L# (0 = he K[X], (b) he K[X] = he L.
Zu (a). Gelte L # (). Wahle p € L.



Satz. Seien m € Nund h,..., I |deale von K[X]. Fir

Ji=({Tit ..+ Tm—1}U{Tig| i € {1,..., m},g € I}) C K[T,X]
gilt JNK[X] = hn...Nl,. Seien weiter fi, ..., fn, € K[X] gegeben und
L=(h+h)Nn...0fmn+Im)={feK[X]|f=, A,....T =4, Tm}.
Danngilt L = f+ (L N...NIn) = f + (JN K[X]) fiir alle f € L. Sei
nun ferner G eine Grdbnerbasis von J beziiglich der lexikographischen
Ordnung <jex auf [T, X] und h € KI[T,X] reduziert modulo G mit
T1f1+...+Tmfm%>h. Dann L # () <= he K[X] <= he L

Beweis. Zu zeigen: (a) L# (0 = he K[X], (b) he K[X] = he L.
Zu (a). Gelte L # (). W3hle p € L. Dann

m

p—(Thi+. ..+ Tmfm)=>_ Tilp—f)+(1->_ Ti)peJ.
i=1 i=1



Satz. Seien m € Nund h,..., I |deale von K[X]. Fir

Ji=({Tit ..+ Tm—1}U{Tig| i € {1,..., m},g € I}) C K[T,X]
gilt JNK[X] = hn...Nl,. Seien weiter fi, ..., fn, € K[X] gegeben und
L=(h+h)Nn...0fmn+Im)={feK[X]|f=, A,....T =4, Tm}.
Danngilt L = f+ (L N...NIn) = f + (JN K[X]) fiir alle f € L. Sei
nun ferner G eine Grdbnerbasis von J beziiglich der lexikographischen
Ordnung <jex auf [T, X] und h € KI[T,X] reduziert modulo G mit
T1f1+...+Tmfm%>h. Dann L # () <= he K[X] <= he L

Beweis. Zu zeigen: (a) L# (0 = he K[X], (b) he K[X] = he L.
Zu (a). Gelte L # (). W3hle p € L. Dann

m

p—(Thi+. ..+ Tmfm)=>_ Tilp—f)+(1->_ Ti)peJ.
i=1 i=1

Da somit p =; T1i+ ...+ Tmfym und ? eindeutig reduziert, folgt

*
— h.
pG



Satz. Seien m € Nund h,..., I |deale von K[X]. Fir

Ji=({Tit ..+ Tm—1}U{Tig| i € {1,..., m},g € I}) C K[T,X]
gilt JNK[X] = hn...Nl,. Seien weiter fi, ..., fn, € K[X] gegeben und
L=(h+h)Nn...0fmn+Im)={feK[X]|f=, A,....T =4, Tm}.
Danngilt L=f+ (hN...N0 ) = f+ (JNK[X]) fiir alle f € L. Sei
nun ferner G eine Grdbnerbasis von J beziiglich der lexikographischen
Ordnung <jex auf [T, X] und h € KI[T,X] reduziert modulo G mit
T1f1+...+Tmfm%>h. Dann L # () <= he K[X] <= he L

Beweis. Zu zeigen: (a) L# (0 = he K[X], (b) he K[X] = he L.
Zu (a). Gelte L # (). W3hle p € L. Dann

m

p—(Tihi+. ..+ Tufm)=> Ti(p—f)+ (1= Ti)pe J.
i=1 i=1

Da somit p =; T1i+ ...+ Tmfym und ? eindeutig reduziert, folgt

p % h. Nach Wahl der Monomordnung <., gilt mit p € K[X] dann
aber auch h € K[X].



Satz. Seien m € Nund h,..., I |deale von K[X]. Fir
J={T1+... 4+ Tm—1}U{Tig|ie{l,...,m},g € l;}) C K[T,X]
gilt JINK[X] = hN...Nl,. Seien weiter f1, ..., f, € K[X] gegeben und
Li= (A4 h)N. .0 (fntIm) = {F EKIX]| F=p, fir.. f =) fn).
Danngilt L=f+(hnN...NIly)=Ff+ (JNK[X]) fur alle f € L. Sei
nun ferner G eine Grébnerbasis von J beziiglich der lexikographischen
Ordnung <jex auf [T,X] und h € K[T,X] reduziert modulo G mit
T1f1+...+Tmfm%>h. Dann L # ) <= he K[X] <= he L.

Beweis. Zu zeigen: (a) L # 0 = h e K[X], (b) he K[X] = he L.
Zu (b). Gelte h € K[X]. Zu zeigen: h € L.



Satz. Seien m € Nund h,..., I |deale von K[X]. Fir
J={T1+... 4+ Tm—1}U{Tig|ie{l,...,m},g € l;}) C K[T,X]
gilt JINK[X] = hN...Nl,. Seien weiter f1, ..., f, € K[X] gegeben und
Li= (A4 h)N. .0 (fntIm) = {F EKIX]| F=p, fir.. f =) fn).
Danngilt L=f+(hnN...NIly)=Ff+ (JNK[X]) fur alle f € L. Sei
nun ferner G eine Grébnerbasis von J beziiglich der lexikographischen
Ordnung <jex auf [T,X] und h € K[T,X] reduziert modulo G mit
T1f1+...—|—Tmfm%>h. Dann L # ) <= he K[X] <= he L.

Beweis. Zu zeigen: (a) L # 0 = h e K[X], (b) he K[X] = he L.
Zu (b). Gelte h € K[X]. Zu zeigen: h € L.
Sei i€ {1,...,m}. Zu zeigen: h=,, f;.



Satz. Seien m € Nund h,..., I |deale von K[X]. Fir
J={Ti+..+Tn—-1}u{Tig|ie{l,...,m}, g € li}) C K[T, X]
gilt JINK[X] = hN...Nl,. Seien weiter f1, ..., f, € K[X] gegeben und
Li= (A4 h)N. .0 (fntIm) = {F EKIX]| F=p, fir.. f =) fn).
Danngilt L=f+(hnN...NIly)=Ff+ (JNK[X]) fur alle f € L. Sei
nun ferner G eine Grébnerbasis von J beziiglich der lexikographischen
Ordnung <jex auf [T,X] und h € K[T,X] reduziert modulo G mit
T1f1+...—|—Tmfm%>h. Dann L # ) <= he K[X] <= he L.

Beweis. Zu zeigen: (a) L # 0 = h e K[X], (b) he K[X] = he L.
Zu (b). Gelte h € K[X]. Zu zeigen: h € L.
Sei i€ {1,...,m}. Zu zeigen: h=,, f;.

Aus h— (T1fi+ ...+ Tmfm) € J folgt wie oben durch Einsetzen
von 1 fiir T; und O fiir T; fiir j # i, dass h— f; € I;. ]



