
§2.7 Eliminationsideale und deren Anwendungen



Generalvoraussetzung

In diesem Abschnitt sei stets C |K eine Körpererweiterung
und C algebraisch abgeschlossen.



Eliminationsideale

Definition. Sei I ⊆ K [X ] ein Ideal und r ∈ {0, . . . , n}.
Dann heißt das Ideal

Ir := I ∩ K [Xr+1, . . . ,Xn]

von K [Xr+1, . . . ,Xn] das r -te Eliminationsideal von I .



Geometrische Bedeutung der Eliminationsideale
Satz. Sei I ⊆ K [X ] ein Ideal, r ∈ {0, . . . , n} und
π : An → An−r , (x1, . . . , xn) 7→ (xr+1, . . . , xn). Dann gilt

V (Ir ) = π(V (I )),

das heißt V (Ir ) ist die kleinste K -Untervarietät von An−r , die π(V (I ))
umfasst.
Beweis. Es gilt V (Ir ) = V (

√
Ir ) und π(V (I )) = V (I (π(V (I ))). Daher

reicht es
√
Ir = I (π(V (I ))) zu zeigen. Aus der Definition von Ir sieht

man aber sofort
√
Ir =

√
I ∩ K [Xr+1, . . . ,Xn]. Somit ist zu zeigen:

√
I ∩ K [Xr+1, . . . ,Xn] = I (π(V (I )).

„⊆“ ist trivial: Sei f ∈
√
I ∩ K [Xr+1, . . . ,Xn] und x ∈ V (I ). Zu zeigen:

f (π(x)) = 0. Wegen V (I ) = V (
√
I ) gilt f (x) = 0, wenn man f als

Element von K [X ] auffasst. Somit
f (π(x)) = f (xr+1, . . . , xn) = f (x1, . . . , xn) = f (x) = 0.
„⊇“ Sei f ∈ I (π(V (I ))). Zu zeigen: f ∈

√
I . Mit dem Argument von

eben gilt f ∈ I (V (I )), wenn man f als Element von K [X ] auffasst.
Nach dem Nullstellensatz gilt aber I (V (I )) =

√
I , also f ∈

√
I .
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Berechnung von Eliminationsidealen

Satz. Sei I ⊆ K [X ] ein Ideal und G eine Gröbnerbasis von I bezüglich
der lexikographischen Ordnung ≤lex auf [X ]. Für r ∈ {0, . . . , n} ist
Gr := G ∩ K [Xr+1, . . . ,Xn] eine Gröbnerbasis des r -ten
Eliminationsideals Ir bezüglich ≤lex.

Beweis.
Sei r ∈ {0, . . . , n} und p ∈ Ir . Zu zeigen ist die Existenz eines
g ∈ Gr \ {0} mit LM(g)| LM(p). Da p ∈ I und G eine Gröbnerbasis
von I ist, gibt es g ∈ G \ {0} mit LM(g)| LM(p). Wegen
p ∈ K [Xr+1, . . . ,Xn] gilt LM(p) ∈ [Xr+1, . . . ,Xn] und daher auch
LM(g) ∈ [Xr+1, . . . ,Xn]. Nach Definition von ≤lex folgt daraus
g ∈ K [Xr+1, . . . ,Xn], also g ∈ Gj .

Bemerkung. Offensichtlich bleibt der Satz richtig, wenn man statt ≤lex
eine beliebige Monomordnung ≤ auf [X ] benutzt mit
X
αr+1
r+1 · · ·Xαn

n < Xi für alle r ∈ {0, . . . , n} und i ∈ {1, . . . , r}.
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K -Algebrenhomomorphismus
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p. Gilt

dann p ∈ K [Y ], so ϕ(p) = q, und andernfalls ϕ−1(q) = ∅.

Beweis für (b). Der erste Teil der Aussage folgt aus dem letzten Satz. Sei
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p
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tion kein Xi eingeschleppt werden, das heißt p0

∗−→
G∩K [Y ]
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√
J.



Satz. Seien f1, . . . , fm, g1, . . . , gs ∈ K [X1, . . . ,Xn]. Betrachte den
K -Algebrenhomomorphismus

ϕ : K [Y1, . . . ,Ym]→ K [X1, . . . ,Xn]/(g1, . . . , gs), p 7→ p(f1, . . . , fm).

(c) Der K -Morphismus ϕ∗ : V (g1, . . . , gs) → Am ist gegeben durch
ϕ∗(x) = (f1(x), . . . , fm(x)) für x ∈ V (g1, . . . , gs) und der K -
Zariskiabschluss seines Bildes ist V (J).

Beweis für (c). Sei h ∈ K [Y ]. Dann

h ∈ I (ϕ∗(V (g1, . . . , gs))

⇐⇒ ∀x ∈ V (g1, . . . , gs) : h(ϕ
∗(x)) = 0

⇐⇒ ∀x ∈ V (g1, . . . , gs) : h(f1(x), . . . , fm(x)) = 0
⇐⇒ h(f1, . . . , fm) ∈ I (V (g1, . . . , gs))

⇐⇒ h(f1, . . . , fm) ∈
√

(g1, . . . , gs)

⇐⇒ ∃k ∈ N : (h(f1, . . . , fm))
k ∈ (g1, . . . , gs)

⇐⇒ ∃k ∈ N : hk(f1, . . . , fm) ∈ (g1, . . . , gs)

⇐⇒ ∃k ∈ N : ϕ(hk) = 0 ⇐⇒ ∃k ∈ N : hk ∈ kerϕ
⇐⇒ ∃k ∈ N : hk ∈ J ⇐⇒ h ∈

√
J.



Satz. Seien f1, . . . , fm, g1, . . . , gs ∈ K [X1, . . . ,Xn]. Betrachte den
K -Algebrenhomomorphismus

ϕ : K [Y1, . . . ,Ym]→ K [X1, . . . ,Xn]/(g1, . . . , gs), p 7→ p(f1, . . . , fm).

(c) Der K -Morphismus ϕ∗ : V (g1, . . . , gs) → Am ist gegeben durch
ϕ∗(x) = (f1(x), . . . , fm(x)) für x ∈ V (g1, . . . , gs) und der K -
Zariskiabschluss seines Bildes ist V (J).

Beweis für (c). Sei h ∈ K [Y ]. Dann

h ∈ I (ϕ∗(V (g1, . . . , gs))

⇐⇒ ∀x ∈ V (g1, . . . , gs) : h(ϕ
∗(x)) = 0

⇐⇒ ∀x ∈ V (g1, . . . , gs) : h(f1(x), . . . , fm(x)) = 0
⇐⇒ h(f1, . . . , fm) ∈ I (V (g1, . . . , gs))

⇐⇒ h(f1, . . . , fm) ∈
√

(g1, . . . , gs)

⇐⇒ ∃k ∈ N : (h(f1, . . . , fm))
k ∈ (g1, . . . , gs)

⇐⇒ ∃k ∈ N : hk(f1, . . . , fm) ∈ (g1, . . . , gs)

⇐⇒ ∃k ∈ N : ϕ(hk) = 0 ⇐⇒ ∃k ∈ N : hk ∈ kerϕ
⇐⇒ ∃k ∈ N : hk ∈ J ⇐⇒ h ∈

√
J.



Satz. Seien f1, . . . , fm, g1, . . . , gs ∈ K [X1, . . . ,Xn]. Betrachte den
K -Algebrenhomomorphismus

ϕ : K [Y1, . . . ,Ym]→ K [X1, . . . ,Xn]/(g1, . . . , gs), p 7→ p(f1, . . . , fm).

(c) Der K -Morphismus ϕ∗ : V (g1, . . . , gs) → Am ist gegeben durch
ϕ∗(x) = (f1(x), . . . , fm(x)) für x ∈ V (g1, . . . , gs) und der K -
Zariskiabschluss seines Bildes ist V (J).

Beweis für (c). Es folgt
√
J = I (ϕ∗(V (g1, . . . , gs)) und daher

V (J) = V (
√
J) = V (I (ϕ∗(V (g1, . . . , gs)))) = ϕ∗(V (g1, . . . , gs)).



Satz. Seien f1, . . . , fm, g1, . . . , gs ∈ K [X1, . . . ,Xn]. Betrachte den
K -Algebrenhomomorphismus

ϕ : K [Y1, . . . ,Ym]→ K [X1, . . . ,Xn]/(g1, . . . , gs), p 7→ p(f1, . . . , fm).

(c) Der K -Morphismus ϕ∗ : V (g1, . . . , gs) → Am ist gegeben durch
ϕ∗(x) = (f1(x), . . . , fm(x)) für x ∈ V (g1, . . . , gs) und der K -
Zariskiabschluss seines Bildes ist V (J).

Beweis für (c). Es folgt
√
J = I (ϕ∗(V (g1, . . . , gs)) und daher

V (J) = V (
√
J) = V (I (ϕ∗(V (g1, . . . , gs)))) = ϕ∗(V (g1, . . . , gs)).



Bemerkung. Man überlegt sich leicht, dass der letzte Satz im
Wesentlichen folgende Probleme löst:
(a) Berechnung des Kerns eines Homomorphismus zwischen zwei

affinen K -Algebren.

(b) Entscheidung, ob ein Element im Bild eines Homomorphismus
zwischen zwei affinen K -Algebren liegt, und gegebenenfalls
Berechnung eines Urbilds.

(c) Beschreibung des K -Zariskiabschlusses des Bildes eines
K -Morphismus von affinen Varietäten.

Beachte nämlich, dass man in (a) und in (b) Œ davon ausgehen kann,
dass der K -Algebrenhomomorphismus auf einer Polynomalgebra
definiert ist und dass jeder K -Algebrenhomomorphismus
K [Y ]→ K [X ]/(g1, . . . , gs) von der im Satz gegebenen Form ist (wähle
fi ∈ K [X ] mit ϕ(Yi ) = fi ).
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Implizitierung rationaler Parametrisierungen
Satz. Seien f1, . . . , fm, g1, . . . , gm ∈ K [X ], g := g1 · · · gm, sei L|K eine
Körpererweiterung und L ein unendlicher Körper, der ein Unterkörper
von C ist. Betrachte die Abbildung

ϕ : Ln \ V (g) → Lm

x 7→
(
f1(x)

g1(x)
, . . . ,

fm(x)

gm(x)

)
und das Eliminationsideal J := I ∩ K [Y1, . . . ,Ym] des Ideals

I := (g1Y1 − f1, . . . , gmYm − fm, gT − 1) ⊆ K [T ,X ,Y ].

Dann ist V (J) ∩ Lm der K -Zariskiabschluss des Bildes von ϕ in Lm.
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Beweis. Betrachte die Projektion

π : C 1+n+m → Cm, (t, x , y) 7→ y (t ∈ C , x ∈ Cn, y ∈ Cm).

Dann gilt offensichtlich π(V (I ) ∩ L1+n+m) = ϕ(Ln \ V (g)). Wir wissen
schon V (J) = π(V (I )). Falls L = C , so sind wir also bereits fertig.
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Beweis. Den allgemeinen Fall führen wir mittels
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gm(x)

)
auf den Fall L = C zurück.
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Beweis. Wir zeigen, dass ϕ̃(Cn \ V (g)) im K -Zariskiabschluss von
ϕ(Ln \ V (g)) in An = Cn enthalten ist.

Dann stimmen nämlich die K -
Zariskiabschlüsse von ϕ̃(Cn \ V (g)) und ϕ(Ln \ V (g)) in An überein,
und deren Schnitt mit Lm ist einerseits nach dem schon bewiesenen Fall
L = C gleich V (J)∩ Lm und andererseits gleich dem K -Zariskiabschluss
von ϕ(Ln \ V (g)) in Lm.
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h ∈ I (ϕ̃(Cn \ V (g))).
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Satz. Seien m ∈ N und I1, . . . , Im Ideale von K [X ].
Für das Eliminationsideal J ∩ K [X ] des Ideals

J := ({T1 + . . .+Tm − 1} ∪ {Tig | i ∈ {1, . . . ,m}, g ∈ Ii}) ⊆ K [T ,X ]

gilt dann
J ∩ K [X ] = I1 ∩ . . . ∩ Im.

Beweis. Wir zeigen zunächst J ∩ K [X ] = I1 ∩ . . . ∩ Im.
„⊇“ Sei g ∈ I1 ∩ . . . ∩ Im. Dann g = 1 · g ≡J (T1 + . . . + Tm)g =
T1g + . . .+ Tmg ≡J 0, also g ∈ J.
„⊆“ Sei g ∈ J ∩ K [X ] und i ∈ {1, . . . ,m}. Zu zeigen: g ∈ Ii . Es gibt
h ∈ K [X ] und h1 ∈ I1, . . . , hm ∈ Im mit
g = h(T1 + . . .+ Tm − 1) +

∑m
j=1 Tjhj .

Wende den K -Algebrenhomomorphismus ϕ : K [T ,X ] → K [X ] mit
ϕ(Xj) = Xj für j ∈ {1, . . . , n} und ϕ(Tj) = δij für j ∈ {1, . . . ,m}
an. Dann g = ϕ(g) = ϕ(h)ϕ(T1 + . . .+ Tm − 1)︸ ︷︷ ︸

=0

+hi = hi ∈ Ii .
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Satz. Seien m ∈ N und I1, . . . , Im Ideale von K [X ]. Für
J := ({T1 + . . .+Tm − 1} ∪ {Tig | i ∈ {1, . . . ,m}, g ∈ Ii}) ⊆ K [T ,X ]
gilt J∩K [X ] = I1∩. . .∩Im.

Seien weiter f1, . . . , fm ∈ K [X ] gegeben und
L := (f1 + I1) ∩ . . . ∩ (fm + Im) = {f ∈ K [X ] | f ≡I1 f1, . . . , f ≡Im fm}.
Dann gilt L = f + (I1 ∩ . . . ∩ Im) = f + (J ∩ K [X ]) für alle f ∈ L. Sei
nun ferner G eine Gröbnerbasis von J bezüglich der lexikographischen
Ordnung ≤lex auf [T ,X ] und h ∈ K [T ,X ] reduziert modulo G mit
T1f1 + . . .+ Tmfm

∗−→
G

h. Dann L 6= ∅ ⇐⇒ h ∈ K [X ] ⇐⇒ h ∈ L.

Beweis. Zu zeigen: (a) L 6= ∅ =⇒ h ∈ K [X ], (b) h ∈ K [X ] =⇒ h ∈ L.

Zu (b). Gelte h ∈ K [X ]. Zu zeigen: h ∈ L.

Sei i ∈ {1, . . . ,m}. Zu zeigen: h ≡Ii fi .

Aus h − (T1f1 + . . .+ Tmfm) ∈ J folgt wie oben durch Einsetzen
von 1 für Ti und 0 für Tj für j 6= i , dass h − fi ∈ Ii .
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