§2.8 Endliche Varietaten



Generalvoraussetzung

In diesem Abschnitt sei stets C|K eine Korpererweiterung,
C algebraisch abgeschlossen und < eine Monomordnung auf [X].



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:

(a) #V (/) < oo



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:

(a) #V(I) < o0
(b) Vie {1,...,n}: INK[X] % (0)



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:
(a) #V(I) <

(b) Vie{1,..., n}:/ﬂK[X,-];é(O)

() Vie{l,....,n}: L(HN[X]#D



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:

(
(b) Vie {1,...,n}: INK[X] % (0)
((3 Vie{1,....n}: L) N[X]#0



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:
) #V(I) < o0

) Vie{l,...,n}: INK[Xj] #(0)

Y Vie{l,...,n}: L(HN[X]#0

g dimk(K[X]/1) < oo



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:

) #V(I) < o0

) Vie{l,...,n}: I NK[X;] # (0)

Y Vie{l,...,n}: L(HN[X]#0

) dimk (K[X]/1) < o0

) Jedes Primideal p von K[X] mit / C p ist maximal.

) Es gibt keine irreduziblen affinen K-Untervarietdten V und W von
V(I) mit V.C W.



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:
(a) #V(I) <o

(b) Vie {1,....,n}: 1 NK[Xj] # (0)

(€) Vie{L....n}: L(1)N[X] 0

(d) dlmK(K[X]/I) < 00

) Jedes Primideal p von K[X] mit / C p ist maximal.

) Es gibt keine irreduziblen affinen K-Untervarietdten V und W von

V(I) mit V.C W.

(e
(f

Beweis. (a) = (b) & C = K



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:

) #V(I) < o0

) Vie{l,...,n}: I NK[X;] # (0)

Y Vie{l,...,n}: L(HN[X]#0

) dimk (K[X]/1) < o0

) Jedes Primideal p von K[X] mit / C p ist maximal.

) Es gibt keine irreduziblen affinen K-Untervarietdten V und W von
V(I) mit V.C W.

Beweis. (a) = (b) & C = K. Gelte nun (a) und sei i € {1,...,n}.
Nach 2.7.2 definiert das Eliminationsideal / N K[X;] dann eine endliche
affine K-Varietat V(/ N K[X;]) (denn der Zariski-Abschluss einer endli-
chen Menge in C ist endlich, da C algebraisch iiber K ist).



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:

) #V(I) < o0

) Vie{l,...,n}: I NK[X;] # (0)

Y Vie{l,...,n}: L(HN[X]#0

) dimk (K[X]/1) < o0

) Jedes Primideal p von K[X] mit / C p ist maximal.

) Es gibt keine irreduziblen affinen K-Untervarietdten V und W von
V(I) mit V.C W.

Beweis. (a) = (b) & C = K. Gelte nun (a) und sei i € {1,...,n}.
Nach 2.7.2 definiert das Eliminationsideal / N K[X;] dann eine endliche
affine K-Varietat V(/ N K[X;]) (denn der Zariski-Abschluss einer endli-
chen Menge in C ist endlich, da C algebraisch iiber K ist).

Ware I N K[X;] = (0), so wére aber V(/ N K[X;]) = C unendlich, da C
algebraisch abgeschlossen ist [—1.2.10].



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:
(a) #V(I) <o

(b) Vie {1,....,n}: 1 NK[Xj] # (0)

(€) Vie{L....n}: L(1)N[X] 0

(d) dlmK(K[X]/I) < 00

) Jedes Primideal p von K[X] mit / C p ist maximal.

) Es gibt keine irreduziblen affinen K-Untervarietdten V und W von

V(I) mit V.C W.

(e
(f

Beweis. (b) = (c) ist trivial.



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:

(a) # ()<OO
(b) Vie{1,...,n}: INK[X;] # (0)
((s Vie{l,...,n}: L(NN[X]#0

Jedes Primideal p von K[X] mit / C p ist maximal.
Es gibt keine irreduziblen affinen K-Untervarietaten V und W von

V(I) mit V.C W.

Beweis. (c) = (d) Gelte (c). Wahle eine Grébnerbasis G von I. Nach
2.4.7(i) sind die K-Vektorraume red(G) und K[X]/I isomorph.

)
)
) dlmK(K[X]/I) < 00
)
)

(e
(f



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:

(a) # ()<OO
(b) Vie{1,...,n}: INK[X;] # (0)
((ch Vie{l,...,n}: L(NN[X]#0

Jedes Primideal p von K[X] mit / C p ist maximal.
Es gibt keine irreduziblen affinen K-Untervarietaten V und W von

V(I) mit V.C W.
Beweis. (c) = (d) Gelte (c). Wahle eine Grébnerbasis G von I. Nach
2.4.7(i) sind die K-Vektorraume red(G) und K[X]/I isomorph. Nach
2.4.11 ist

)
)
) dlmK(K[X]/I) < 00
)
)

(e
(f

redM(G) = {u € [X] | #g € G\ {0} : LM(g)|u}

eine Basis von red(G).



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:
(a) #V(I) <o

(b) Vie {1,....,n}: 1 NK[Xj] # (0)

(€) Vie{L....n}: L(1)N[X] 0

(d) dlmK(K[X]/I) < 00

) Jedes Primideal p von K[X] mit / C p ist maximal.

) Es gibt keine irreduziblen affinen K-Untervarietdten V und W von

V(I) mit V.C W.

(e
(f

Beweis. (c) = (d) Gelte (c). Wahle eine Grébnerbasis G von I. Nach
2.4.7(i) sind die K-Vektorraume red(G) und K[X]/I isomorph. Nach
2.4.11 ist

redM(G) = {u € [X] | #g € G\ {0} : LM(g)|u}

eine Basis von red(G). Also ist zu zeigen, dass redM(G) endlich ist.



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:

) #V(I) < o0

) Vie{l,...,n}: I NK[X;] # (0)

Y Vie{l,...,n}: L(HN[X]#0

) dimk (K[X]/1) < o0

) Jedes Primideal p von K[X] mit / C p ist maximal.

) Es gibt keine irreduziblen affinen K-Untervarietdten V und W von
V(I) mit V.C W.

Beweis. (c) = (d) Gelte (c). Wahle eine Grébnerbasis G von I. Nach
2.4.7(i) sind die K-Vektorraume red(G) und K[X]/I isomorph. Nach
2.4.11 ist

redM(G) = {u € [X] | #g € G\ {0} : LM(g)|u}

eine Basis von red(G). Also ist zu zeigen, dass redM(G) endlich ist.
Wegen L(I) = ({LM(g) | g € G\ {0}}) und (c) gibt es aber zu jedem
ie{l,...,n}ein g € G\ {0} mit LM(g;) € [Xj].



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:

) #V(I) < o0

) Vie{l,...,n}: I NK[X;] # (0)

Y Vie{l,...,n}: L(HN[X]#0

) dimk (K[X]/1) < o0

) Jedes Primideal p von K[X] mit / C p ist maximal.

) Es gibt keine irreduziblen affinen K-Untervarietdten V und W von
V(I) mit V.C W.

Beweis. (c) = (d) Gelte (c). Wahle eine Grébnerbasis G von I. Nach
2.4.7(i) sind die K-Vektorraume red(G) und K[X]/I isomorph. Nach
2.4.11 ist

redM(G) = {u € [X] | #g € G\ {0} : LM(g)|u}

eine Basis von red(G). Also ist zu zeigen, dass redM(G) endlich ist.
Wegen L(I) = ({LM(g) | g € G\ {0}}) und (c) gibt es aber zu jedem
ie{l,...,n}ein g € G\ {0} mit LM(g;) € [Xj].

Daraus sieht man leicht # redM(G) < oo.



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:

(a) # ()<OO
(b) Vie{1,...,n}: INK[X;] # (0)
((ch Vie{l,...,n}: L(NN[X]#0

Jedes Primideal p von K[X] mit / C p ist maximal.
Es gibt keine irreduziblen affinen K-Untervarietaten V und W von
V(I) mit V.C W.

)
)
) dlmK(K[X]/I)<oo
(e)
(f)

Beweis. (d) = (e) Gelte (d) und sei p C K[X] ein Primideal mit / C p.
Da wir einen K-Vektorraumepimorphismus K[X]/I — K[X]/p haben,
gilt auch dimy (K[X]/p) < oc.



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:
(a) #V(I) <o

(b) Vie{1,...,n}: INK[X;] # (0)

(€) Vie{L....n}: L(1)N[X] 0

(d) dlmK(K[X]/I) < 00

(e) Jedes Primideal p von K[X] mit / C p ist maximal.

(f) Es gibt keine irreduziblen affinen K-Untervarietdten V und W von

V(I) mit V.C W.

Beweis. (d) = (e) Gelte (d) und sei p C K[X] ein Primideal mit / C p.
Da wir einen K-Vektorraumepimorphismus K[X]/I — K[X]/p haben,
gilt auch dimy (K[X]/p) < co. Sei nun m C K[X] ein Ideal mit p C m.



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:

(a) # ()<OO
(b) Vie{1,...,n}: INK[X;] # (0)
((s Vie{l,...,n}: L(NN[X]#0

Jedes Primideal p von K[X] mit / C p ist maximal.
Es gibt keine irreduziblen affinen K-Untervarietaten V und W von
V(I) mit V.C W.

)
)
) dlmK(K[X]/I)<oo
(e)
(f)

Beweis. (d) = (e) Gelte (d) und sei p C K[X] ein Primideal mit / C p.
Da wir einen K-Vektorraumepimorphismus K[X]/I — K[X]/p haben,
gilt auch dimy (K[X]/p) < co. Sei nun m C K[X] ein Ideal mit p C m.

Zu zeigen: p = m.



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:

) #V(I) <0

) Vie{l,...,n}: INK[X]] #(0)

) Vie {10k L) [X] £0

) dlmK(K[X]/I) < 00

e) Jedes Primideal p von K[X] mit / C p ist maximal.

f) Es gibt keine irreduziblen affinen K-Untervarietdten V und W von
V(I) mit V.C W.

Beweis. (d) = (e) Gelte (d) und sei p C K[X] ein Primideal mit / C p.
Da wir einen K-Vektorraumepimorphismus K[X]/I — K[X]/p haben,
gilt auch dimy (K[X]/p) < co. Sei nun m C K[X] ein Ideal mit p C m.
Zu zeigen: p = m. Sei f € m. Da die Potenzen ?0,?1,7 ,... linear
abhangig in K[X]/p sind, gibt es k € Ny und ap,...,ak—1 € K mit
k4 a1 fF 14 44 € p. Dann k > 1,dal ¢ p.



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:

) #V(I) < o0

) Vie{l,...,n}: I NK[X;] # (0)

Y Vie{l,...,n}: L(HN[X]#0

) dimk (K[X]/1) < o0

) Jedes Primideal p von K[X] mit / C p ist maximal.

) Es gibt keine irreduziblen affinen K-Untervarietdten V und W von
V(I) mit V.C W.

Beweis. (d) = (e) Gelte (d) und sei p C K[X] ein Primideal mit / C p.
Da wir einen K-Vektorraumepimorphismus K[X]/I — K[X]/p haben,
gilt auch dimy (K[X]/p) < co. Sei nun m C K[X] ein Ideal mit p C m.
Zu zeigen: p = m. Sei f € m. Da die Potenzen ?0,?1,72,... linear
abhangig in K[X]/p sind, gibt es k € Ny und ap,...,ak—1 € K mit
fk+ae 1 fF14...+ag€p Dann k>1,dal ¢ p. Falls k =1, so
f+ap € p C mund daher ap € KN'm = (0) und somit f € p.



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:

) #V(I) < o0

) Vie{l,...,n}: I NK[X;] # (0)

Y Vie{l,...,n}: L(HN[X]#0

) dimk (K[X]/1) < o0

) Jedes Primideal p von K[X] mit / C p ist maximal.

) Es gibt keine irreduziblen affinen K-Untervarietdten V und W von
V(I) mit V.C W.

Beweis. (d) = (e) Gelte (d) und sei p C K[X] ein Primideal mit / C p.
Da wir einen K-Vektorraumepimorphismus K[X]/I — K[X]/p haben,
gilt auch dimy (K[X]/p) < co. Sei nun m C K[X] ein Ideal mit p C m.
Zu zeigen: p = m. Sei f € m. Da die Potenzen ?0,?1,72,... linear
abhangig in K[X]/p sind, gibt es k € Ny und ap,...,ak—1 € K mit
fk+ae 1 fF14...+ag€p Dann k>1,dal ¢ p. Falls k =1, so
f+ap € p C mund daher 30 € KN'm = (0) und somit f € p. Falls
k > 2, so ebenfalls ag € KNm = (0) und somit f(fk~1 ... 4+a1) €p,
woraus f € p oder Fx~1 4 ... 4 a; € p folgt und so weiter. . .



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:

(a) # ()<OO
(b) Vie{1,...,n}: INK[X;] # (0)
((ch Vie{l,...,n}: L(NN[X]#0

Jedes Primideal p von K[X] mit / C p ist maximal.
Es gibt keine irreduziblen affinen K-Untervarietaten V und W von

V(I) mit V.C W.
Beweis. (e) = (f) Man kann (e) offensichtlich auch so formulieren: Es
gibt keine Primideale p und q von K[X] mit v/I C p C g. Mit 1.3.10
und 1.4.22 entspricht dies genau (f).

)
)
) dlmK(K[X]/I) < 00
)
)

(e
(f



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:

) #V(I) < o0

) Vie{l,...,n}: I NK[X;] # (0)

Y Vie{l,...,n}: L(HN[X]#0

) dimk (K[X]/1) < o0

) Jedes Primideal p von K[X] mit / C p ist maximal.

) Es gibt keine irreduziblen affinen K-Untervarietdten V und W von
V(I) mit V.C W.

Beweis. (f) = (a) zeigen wir durch Kontraposition: Gelte # V/(/) = oc.
Da V() nur endlich viele irreduzible Komponenten hat, gibt es eine irre-
duzible affine K-Untervarietdt W von V/(/) mit #W = occ.



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:

) #V(I) < o0

) Vie{l,...,n}: I NK[X;] # (0)

Y Vie{l,...,n}: L(HN[X]#0

) dimk (K[X]/1) < o0

) Jedes Primideal p von K[X] mit / C p ist maximal.

) Es gibt keine irreduziblen affinen K-Untervarietdten V und W von
V(I) mit V.C W.

Beweis. (f) = (a) zeigen wir durch Kontraposition: Gelte # V/(/) = oc.
Da V/(I) nur endlich viele irreduzible Komponenten hat, gibt es eine irre-
duzible affine K-Untervarietdit W von V(/) mit #W = oo. Dann muss
die Projektion von W auf eine der Koordinatenachsen, ohne Einschran-
kung auf die letzte, auch unendlich sein, woraus I N K[X,] = (0) folgt.



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:

(a) # ()<OO
(b) Vie{1,...,n}: INK[X;] # (0)
((s Vie{l,...,n}: L(NN[X]#0

Jedes Primideal p von K[X] mit / C p ist maximal.
Es gibt keine irreduziblen affinen K-Untervarietaten V und W von
V(I) mit V.C W.

)
)
) dlmK(K[X]/I)<oo
(e)
(f)

Beweis. (f) = (a) zeigen wir durch Kontraposition: Gelte # V/(/) = oc.
Da V/(I) nur endlich viele irreduzible Komponenten hat, gibt es eine irre-
duzible affine K-Untervarietdit W von V(/) mit #W = oo. Dann muss
die Projektion von W auf eine der Koordinatenachsen, ohne Einschran-
kung auf die letzte, auch unendlich sein, woraus I N K[X,] = (0) folgt.
Betrachtet man die Korpererweiterung K|K, so folgt m(W NK") # 0
mit 7 : A" — A x — X,



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:
(a) #V(I) <o

(b) Vie {1,....,n}: 1 NK[Xj] # (0)

(€) Vie{L....n}: L(1)N[X] 0

(d) dlmK(K[X]/I) < 00

) Jedes Primideal p von K[X] mit / C p ist maximal.

) Es gibt keine irreduziblen affinen K-Untervarietdten V und W von

V(I) mit V.C W.

(e
(f

Beweis. (f) = (a) zeigen wir durch Kontraposition: Gelte # V/(/) = oc.
Da V/(I) nur endlich viele irreduzible Komponenten hat, gibt es eine irre-
duzible affine K-Untervarietdit W von V(/) mit #W = oo. Dann muss
die Projektion von W auf eine der Koordinatenachsen, ohne Einschran-
kung auf die letzte, auch unendlich sein, woraus I N K[X,] = (0) folgt.
Betrachtet man die Korpererweiterung K|K, so folgt m(W NK") # 0
mit 7 : A" = A, x — x,. Wahle nun a € 7(W N K") C K. Wahle
f € K[Xa]\ {0} mit f(a) =0.



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:

) #V(I) < o0

) Vie{l,...,n}: I NK[X;] # (0)

Y Vie{l,...,n}: L(HN[X]#0

) dimk (K[X]/1) < o0

) Jedes Primideal p von K[X] mit / C p ist maximal.

) Es gibt keine irreduziblen affinen K-Untervarietdten V und W von
V(I) mit V.C W.

Beweis. (f) = (a) zeigen wir durch Kontraposition: Gelte # V/(/) = oc.
Da V/(I) nur endlich viele irreduzible Komponenten hat, gibt es eine irre-
duzible affine K-Untervarietdit W von V(/) mit #W = oo. Dann muss
die Projektion von W auf eine der Koordinatenachsen, ohne Einschran-
kung auf die letzte, auch unendlich sein, woraus I N K[X,] = (0) folgt.
Betrachtet man die Korpererweiterung K|K, so folgt m(W NK") # 0
mit 7 : A" = A, x — x,. Wahle nun a € 7(W N K") C K. Wahle
f e K[X,]\ {0} mit f(a) = 0. Dann ist W N V(f) eine nichtleere echte
affine K-Untervarietdt von W (nichtleer, da a € 7(W) und f(a) = 0,
und echt, da #7(W) = oo und #n(W N V(f)) < o).



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:
(a) #V(I) <o

(b) Vie {1,....,n}: 1 NK[Xj] # (0)

(€) Vie{L....n}: L(1)N[X] 0

(d) dlmK(K[X]/I) < 00

) Jedes Primideal p von K[X] mit / C p ist maximal.

) Es gibt keine irreduziblen affinen K-Untervarietdten V und W von

V(I) mit V.C W.

(e
(f

Beweis. (f) = (a) zeigen wir durch Kontraposition: Gelte # V/(/) = oc.
Da V/(I) nur endlich viele irreduzible Komponenten hat, gibt es eine irre-
duzible affine K-Untervarietdit W von V(/) mit #W = oo. Dann muss
die Projektion von W auf eine der Koordinatenachsen, ohne Einschran-
kung auf die letzte, auch unendlich sein, woraus I N K[X,] = (0) folgt.
Betrachtet man die Korpererweiterung K|K, so folgt m(W NK") # 0
mit 7 : A" = A, x — x,. Wahle nun a € 7(W N K") C K. Wahle
f e K[X,]\ {0} mit f(a) = 0. Dann ist W N V(f) eine nichtleere echte
affine K-Untervarietdt von W (nichtleer, da a € 7(W) und f(a) = 0,
und echt, da #7m(W) = oo und #x(W N V(f)) < co). Wahle nun eine
irreduzible Komponente V von W N V(f). Dann V. C W C V(f). O



Endlichkeit entscheiden

Korollar. Sei G eine Grobnerbasis des Ideals / C K[X]. Dann gilt genau
dann #V/(I) < oo, wenn es fiir jedes i € {1,...,n} ein g € G\ {0}
gibt mit LM(g) € [Xj].

Beweis.

Benutze 2.8.1 und 2.4.2(j). O



Erinnerung

o Ist f € C[X] und a € C, so heifit a eine mehrfache Nullstelle von
f, wenn (X — a)? | f in C[X] oder dquivalent, wenn
f(a) =f'(a) =0.



Erinnerung

o Ist f € C[X] und a € C, so heifit a eine mehrfache Nullstelle von
f, wenn (X — a)? | f in C[X] oder dquivalent, wenn
f(a) =f'(a) =0.

e Ein Polynom f € C[X] heilt separabel, wenn f in C keine
mehrfachen Nullstellen hat oder dquivalent, wenn V/(f, ") = (.

Ist also f € K[X], so ist f separabel genau dann, wenn
(f, ) = (1) = K[X].



Erinnerung

o Ist f € C[X] und a € C, so heifit a eine mehrfache Nullstelle von
f, wenn (X — a)? | f in C[X] oder dquivalent, wenn
f(a) =f'(a) =0.

e Ein Polynom f € C[X] heilt separabel, wenn f in C keine
mehrfachen Nullstellen hat oder dquivalent, wenn V/(f, ") = (.
Ist also f € K[X], so ist f separabel genau dann, wenn
(f, ")y = (1) = K[X].

e Man nennt K vollkommen, wenn jedes irreduzible Polynom in
K[X] separabel ist. Korper der Charakteristik 0, endliche Kérper
und algebraisch abgeschlossene Kérper sind vollkommen.



Ubung

Seien A ein faktorieller Ring, s € Ny, p1, ..., ps paarweise nicht
assoziierte irreduzible Elemente von A und a4, ...,as € N.

Dann ist das Hauptideal (py - -- p*) genau dann ein Radikalideal,
wenn a1 = ... = as = 1.



Lemma. Sei f € K[X] und | := (f) C K[X].
(a) Ist f separabel, so ist / ein Radikalideal.
(b) Ist K vollkommen und /| ein Radikalideal, so ist f separabel.

Beweis.

(a) folgt sofort aus der Ubung, ebenso (b), wenn man noch
berlicksichtigt, dass zwei nicht assoziierte irreduzible Polynome in K[X]
keine gemeinsame Nullstelle in C haben kénnen. Ol



Beispiel

Nimmt man K :=[F,(T) fiir eine Primzahl p, so ist X? — T nach dem
Kriterium von Eisenstein prim und daher (XP — T) C K[X] ein
Primideal und insbesondere ein Radikalideal.

Aber XP — T ist nicht separabel, dennist a € K mit aP — T =0, so
XP—T=(X-a)P.



Lemma. Sei | C K[X] ein Ideal, s € N und py,..., ps € K[X1] mit
(pi,pj) = (1) = K[Xq] fiir alle i,j € {1,...,s} mit i # j. Dann

(1U{pr---ps}) = (1 U{pi}).

i=1



Lemma. Sei | C K[X] ein Ideal, s € N und py,..., ps € K[X1] mit
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und g ist separabel.

Beweis.

&E f normiert. Wahle dann m € Ny, paarweise verschiedene

al,...,ag € Cund ag,...,ag € Nmit f = H;i:l(X — a;)%. Es folgt
=59 ai(X —a;)¥ 1 [12i(X — aj)%, woraus man wegen

char K = 0 sieht, dass das von f und ' in C[X] erzeugte Ideal von
H?ZI(X — a;)%~1 erzeugt wird. Da h laut Voraussetzung das von f
und " in K[X] und damit auch in das davon in C[X] erzeugte Ideal
erzeugt, gilt (h) = (JT_1(X — a;)*~1) C C[X] und daher E

h= HfI:l(X —a;)% 1 Somit g = (X —a1)--- (X — a,). Entweder mit
dem Hilbertschen Nullstellensatz 1.3.9 oder mit linearer Algebra sieht
man nun leicht \/(f) = (g). Dass g separabel ist, ist klar. O



Radikalideale berechnen

Satz. Gelte char K = 0 und sei | C K[X] ein Ideal mit #V/(/) < cc.
Fiir jedes i € {1,...,n} erzeuge f; € K[Xj] das Eliminationsideal
I N K[Xi] und es seien gj, hi € K[X] mit (fi, f/) = (h;j) € K[X;] und
f; = gih;. Dann

V= (IU{g1,...,&n})-

Beweis.

Nach der letzten Proposition ist g; € K[X;] separabel mit g; € V1 fiir
i €{1,...,n}. Nach dem Satz von Seidenberg ist (/ U {gi,...,8n})
ein Radikalideal.



Interpolationslemma. Seien ¢ € Ny, x1,...,x, € K" paarweise

verschieden und yy,...,y, € K.
Dann gibt es f € K[X1,...,Xp] mit f(x;) = y; furi € {1,...,¢}.

Beweis.
E/l>1,y1=1lundy,=... =y, =0.

Induktion nach n € Ny:



Interpolationslemma. Seien ¢ € Ny, x1,...,x, € K" paarweise
verschieden und yy,...,y, € K.
Dann gibt es f € K[X1,...,Xp] mit f(x;) = y; furi € {1,...,¢}.

Beweis.
E/l>1,y1=1lundy,=... =y, =0.

Induktion nach n € Ny:

n =0 Wegen K = {0} gilt £ = 1. Setze also f := 1 € K.



Interpolationslemma. Seien ¢ € Ny, x1,...,x, € K" paarweise
verschieden und yy,...,y, € K.
Dann gibt es f € K[X1,...,Xp] mit f(x;) = y; furi € {1,...,¢}.

Beweis.
E/l>1,y1=1lundy,=... =y, =0.

Induktion nach n € Ny:

n =1 Setze
Z .

[T—o0a — x)



Interpolationslemma. Seien ¢ € Ny, x1,...,x, € K" paarweise
verschieden und yy,...,y, € K.
Dann gibt es f € K[X1,...,Xp] mit f(x;) = y; fur i € {1,...,¢}.

Beweis.
E/l>1,y1=1lundy,=... =y, =0.

Induktion nach n € Ny:

n—1—n (né€N) Schreibe x; = (x/,x”) mit x; € K"! und x!" €

1770

K fir i € {1,...,¢}. Nach allfilligem Umnummerieren gibt es k €
{1,...,¢} mit

x| =...=x4 ¢ {X¢i1, X}
Nach dem schon bewiesenen Fall n =1 gibt es
g € K[Xp] mit g(x{') =1 und g(x") =0 fiiralle i € {k+1,...,¢}.
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es weiter
he K[Xi,...,Xp—1] mit h(x{) =1 und h(x3) =...= h(x;) = 0.
Setze f := gh.



Lemma. Sei I C C[X] ein Ideal mit #V/(/) < co. Dann ist der
C-Algebrenhomomorphismus

¢: CIX]/1 = €YD, 5= (p(x)xevy (p € CIX])

surjektiv. Ist / ein Radikalideal, so ist ¢ sogar ein Isomorphismus.



Lemma. Sei I C C[X] ein Ideal mit #V/(/) < co. Dann ist der
C-Algebrenhomomorphismus

¢: CIX]/1 = €YD, 5= (p(x)xevy (p € CIX])

surjektiv. Ist / ein Radikalideal, so ist ¢ sogar ein Isomorphismus.

Beweis.
Die erste Aussage ist aus dem Interpolationslemma klar.



Lemma. Sei I C C[X] ein Ideal mit #V/(/) < co. Dann ist der
C-Algebrenhomomorphismus

¢: CIX]/1 = €YD, 5= (p(x)xevy (p € CIX])

surjektiv. Ist / ein Radikalideal, so ist ¢ sogar ein Isomorphismus.

Beweis.

Die erste Aussage ist aus dem Interpolationslemma klar. Sei nun / ein
Radikalideal. Wegen I = /I 139 I(V(I)) gilt dann mit K := C und
V= V(Il), dass K[V] = C[X]/I.



Lemma. Sei I C C[X] ein Ideal mit #V/(/) < co. Dann ist der
C-Algebrenhomomorphismus

¢: CIX]/1 = €YD, 5= (p(x)xevy (p € CIX])

surjektiv. Ist / ein Radikalideal, so ist ¢ sogar ein Isomorphismus.

Beweis.

Die erste Aussage ist aus dem Interpolationslemma klar. Sei nun / ein
Radikalideal. Wegen I = /I 139 I(V(I)) gilt dann mit K := C und

V := V(I), dass K[V] = C[X]/I. Es ist dann ¢ nichts anderes als der
K-Algebrenisomorphismus K[V] — Mork(V,A) aus 1.5.8. O



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal mit #V/(/) < occ.

(a) #V(1) < dim(KIX]/1) < oo

(b) Ist K vollkommen und / ein Radikalideal, so
£V(1) = dimic (KX]/1).
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(b) Ist K vollkommen und / ein Radikalideal, so
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Beweis.
Wahle eine Grébnerbasis G von | und sei J das von G in C[X] erzeugte
Ideal. Es gilt natirlich V(1) = V(G) = V(J).
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(a) #V(1) < dim(KIX]/1) < oo

(b) Ist K vollkommen und / ein Radikalideal, so
£V(1) = dimic (KX]/1).

Beweis.

Wahle eine Grébnerbasis G von | und sei J das von G in C[X] erzeugte
Ideal. Es gilt natiirlich V(I) = V(G) = V(J). Es ist redM(G)
[—2.4.10] sowohl eine Basis fiir den K-Vektorraum der modulo G
reduzierten Polynome aus K[X] als auch fiir den C-Vektorraum der
modulo G reduzierten Polynome aus C[X] [—2.4.1(b)].
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(a) #V(1) < dim(KIX]/1) < oo

(b) Ist K vollkommen und / ein Radikalideal, so
£V(1) = dimic (KX]/1).

Beweis.

Wahle eine Grébnerbasis G von | und sei J das von G in C[X] erzeugte
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[—2.4.10] sowohl eine Basis fiir den K-Vektorraum der modulo G
reduzierten Polynome aus K[X] als auch fiir den C-Vektorraum der
modulo G reduzierten Polynome aus C[X] [—2.4.1(b)]. Wegen 2.4.7(i)
gilt also dimk (K[X]/I) = dimc(C[X]/J), denn G ist auch eine
Grobnerbasis von J nach dem Buchberger-Kriterium 2.5.4.



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal mit #V/(/) < occ.

(a) #V(1) < dim(KIX]/1) < oo

(b) Ist K vollkommen und / ein Radikalideal, so
£V(1) = dimic (KX]/1).

Beweis.

Wahle eine Grébnerbasis G von | und sei J das von G in C[X] erzeugte
Ideal. Es gilt natiirlich V(I) = V(G) = V(J). Es ist redM(G)
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modulo G reduzierten Polynome aus C[X] [—2.4.1(b)]. Wegen 2.4.7(i)
gilt also dimk (K[X]/I) = dimc(C[X]/J), denn G ist auch eine
Grobnerbasis von J nach dem Buchberger-Kriterium 2.5.4. Ist K
vollkommen und / ein Radikalideal, so ist nach dem Korollar zum Satz
von Seidenberg auch J ein Radikalideal.



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal mit #V/(/) < occ.

(a) #V(1) < dim(KIX]/1) < oo

(b) Ist K vollkommen und / ein Radikalideal, so
£V(1) = dimic (KX]/1).

Beweis.

Wahle eine Grébnerbasis G von | und sei J das von G in C[X] erzeugte
Ideal. Es gilt natiirlich V(I) = V(G) = V(J). Es ist redM(G)
[—2.4.10] sowohl eine Basis fiir den K-Vektorraum der modulo G
reduzierten Polynome aus K[X] als auch fiir den C-Vektorraum der
modulo G reduzierten Polynome aus C[X] [—2.4.1(b)]. Wegen 2.4.7(i)
gilt also dimk (K[X]/I) = dimc(C[X]/J), denn G ist auch eine
Grobnerbasis von J nach dem Buchberger-Kriterium 2.5.4. Ist K
vollkommen und / ein Radikalideal, so ist nach dem Korollar zum Satz
von Seidenberg auch J ein Radikalideal. Wir sehen also, dass wir (E

K = C voraussetzen diirfen.



Satz. Sei | C K[X] ein Ideal mit #V/(/) < occ.

(a) #V(1) < dim(KIX]/1) < oo

(b) Ist K vollkommen und / ein Radikalideal, so
£V(1) = dimic (KX]/1).

Beweis.

Wahle eine Grébnerbasis G von | und sei J das von G in C[X] erzeugte
Ideal. Es gilt natiirlich V(I) = V(G) = V(J). Es ist redM(G)
[—2.4.10] sowohl eine Basis fiir den K-Vektorraum der modulo G
reduzierten Polynome aus K[X] als auch fiir den C-Vektorraum der
modulo G reduzierten Polynome aus C[X] [—2.4.1(b)]. Wegen 2.4.7(i)
gilt also dimk (K[X]/I) = dimc(C[X]/J), denn G ist auch eine
Grobnerbasis von J nach dem Buchberger-Kriterium 2.5.4. Ist K
vollkommen und / ein Radikalideal, so ist nach dem Korollar zum Satz
von Seidenberg auch J ein Radikalideal. Wir sehen also, dass wir (E

K = C voraussetzen diirfen. Dann folgt alles aus dem gerade
bewiesenen Lemma (und dem Satz am Anfang des Kapitels). O



Berechnung der Anzahl der Lésungen

Korollar. Sei G eine Grobnerbasis des Ideals | C K[X] mit #V/(/) < oc.

(a) #V(I) < #redM(G) < o0
(b) Ist K vollkommen und / ein Radikalideal, so #V/ (/) = # redM(G).

Beweis.
Nach 2.4.7(i) ist red(G) — K[X]/I ein
L]

K-Vektorraumisomorphismus.



Berechnung der Anzahl der Lésungen

Bemerkung.

(a) Ist G eine Grobnerbasis des Ideals / C K[X], so kann man
#redM(G) € Ng U {00} mit 2.4.11(a) leicht bestimmen.
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Bemerkung.

(a) Ist G eine Grobnerbasis des Ideals / C K[X], so kann man
#redM(G) € Ng U {00} mit 2.4.11(a) leicht bestimmen.

(b) Gelte char K = 0 und sei F C K[X] endlich.
Dann kann man #V/(F) € No U {oco} wie folgt bestimmen:
Berechne mit dem Buchberger-Algorithmus 2.5.6 eine
Grobnerbasis G des Ideals / := (F). Uberpriife durch Betrachtung
der Leitmonome von Elementen von G, ob #V/(/) = cc.



Berechnung der Anzahl der Lésungen

Bemerkung.

(a) Ist G eine Grobnerbasis des Ideals / C K[X], so kann man
#redM(G) € Ng U {00} mit 2.4.11(a) leicht bestimmen.

(b) Gelte char K = 0 und sei F C K[X] endlich.
Dann kann man #V/(F) € No U {oco} wie folgt bestimmen:
Berechne mit dem Buchberger-Algorithmus 2.5.6 eine
Grobnerbasis G des Ideals / := (F). Uberpriife durch Betrachtung
der Leitmonome von Elementen von G, ob #V/(/) = cc.
Gelte nun # V(1) < cc.
Berechne mit dem vorletzten Satz ein endliches F' C K[X] mit

(F') = V1.



Berechnung der Anzahl der Lésungen

Bemerkung.

(a) Ist G eine Grobnerbasis des Ideals / C K[X], so kann man
#redM(G) € Ng U {00} mit 2.4.11(a) leicht bestimmen.

(b) Gelte char K = 0 und sei F C K[X] endlich.
Dann kann man #V/(F) € No U {oco} wie folgt bestimmen:
Berechne mit dem Buchberger-Algorithmus 2.5.6 eine
Grobnerbasis G des Ideals / := (F). Uberpriife durch Betrachtung
der Leitmonome von Elementen von G, ob #V/(/) = cc.
Gelte nun # V(1) < cc.
Berechne mit dem vorletzten Satz ein endliches F' C K[X] mit
(F") = V/I. Berechne eine Grébnerbasis G’ von v//. Bestimme mit
2.4.11(a) #redM(G).



Berechnung der Anzahl der Lésungen

Bemerkung.

(a) Ist G eine Grobnerbasis des Ideals / C K[X], so kann man
#redM(G) € Ng U {00} mit 2.4.11(a) leicht bestimmen.

(b) Gelte char K = 0 und sei F C K[X] endlich.
Dann kann man #V/(F) € No U {oco} wie folgt bestimmen:
Berechne mit dem Buchberger-Algorithmus 2.5.6 eine
Grobnerbasis G des Ideals / := (F). Uberpriife durch Betrachtung
der Leitmonome von Elementen von G, ob #V/(/) = cc.
Gelte nun # V(1) < cc.
Berechne mit dem vorletzten Satz ein endliches F' C K[X] mit
(F") = V/I. Berechne eine Grébnerbasis G’ von v//. Bestimme mit
2.4.11(a) #redM(G).
Nach dem letzten Korollar gilt #V/ (1) = #V(V1) = # redM(G").



