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§2.8 Endliche Varietédten

In diesem Abschnitt sei stets C|K eine Korpererweiterung, C algebraisch abgeschlossen
und < eine Monomordnung auf [X].

Satz 2.8.1. Sei I C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:
(a) #V(I) < o
(b) Yie{l,...,n}: INK[X;] # (0)
() Vie{l,...,n}:L(I)N[X;] #D
(d) dimg(K[X]/I) < o0
(e) Jedes Primideal p von K[X] mit I C p ist maximal.
(f) Es gibt keine irreduziblen affinen K-Untervarietiten V und W von V(I) mit V.C W.

Beweis. (a) = (b) (E C = K. Gelte nun (a) und sei i € {1,...,n}. Nach 2.7.2 definiert
das Eliminationsideal I N K[X;] dann eine endliche affine K-Varietit V(I N K[X;]) (denn
der Zariski-Abschluss einer endlichen Menge in C ist endlich, da C algebraisch tiber K
ist). Ware I N K[X;] = (0), so wire aber V(I N K[X;]) = C unendlich, da C algebraisch
abgeschlossen ist [—1.2.10].

(b) = (c) ist trivial.

(c) = (d) Gelte (c). Wihle eine Grobnerbasis G von [. Nach 2.4.7(i) sind die K-
Vektorraume red(G) und K[X]/I isomorph. Nach 2.4.11 ist

redM(G) = {u € [X] | g € G\ {0} : LM(g) u}

eine Basis von red(G). Also ist zu zeigen, dass redM(G) endlich ist. Wegen L(I) =
({LM(g) | g € G\ {0}}) und (c) gibt es aber zu jedem i € {1,...,n} ein g; € G\ {0}
mit LM(g;) € [X;]. Daraus sieht man leicht #redM(G) < co.

(d) = (e) Gelte (d) und sei p C K[X] ein Primideal mit I C p. Da wir einen K-

Vektorraumepimorphismus K[X]/I — K[X]/p haben, gilt auch dimg(K[X]/p) < oo.
Sei nun m C K[X] ein Ideal mit p C m. Zu zeigen: p = m. Sei f € m. Da die Potenzen
70,?,?2, ... linear abhéngig in K[X]|/p sind, gibt es k € Ny und ay, ..., 4,1 € K mit
A a1 ff '+ +ag€p.Dannk >1,dal ¢ p. Fallsk=1,50 f +4a9 € p C m und
daher 49 € KNm = (0) und somit f € p. Falls k > 2, so ebenfalls 40 € KNm = (0)



und somit f(f*1+ ... +a;) € p, woraus f € p oder fF~1 + ... +a; € p folgt und so
weiter. ..

(e) = (f) Man kann (e) offensichtlich auch so formulieren: Es gibt keine Primideale p
und q von K[X] mit v/I C p C g. Mit 1.3.10 und 1.4.22 entspricht dies genau (f).

(f) = (a) zeigen wir durch Kontraposition: Gelte #V (I) = co. Da V(I) nur endlich vie-
le irreduzible Komponenten hat, gibt es dann eine irreduzible affine K-Untervarietat
W von V(I) mit #¥ = oo [—1.4.20]. Dann muss die Projektion von W auf eine der
Koordinatenachsen, ohne Einschrankung auf die letzte, auch unendlich sein, woraus
INK[X,] = (0) folgt. Wendet man Satz 2.7.2 auf die Kérpererweiterung K|K an,
wobei K den algebraischen Abschluss von K bezeichnet, so folgt 77(W N Kn) # @
mit 7 : A" — A, (x1,...,%,) — X,. Wahle nun ¢« € n(WNK') C K. Wihle
f € K[X,] \ {0} mit f(a) = 0. Dann ist WN V(f) eine nichtleere echte affine K-
Untervarietdt von W (nichtleer, da a € (W) und f(a) = 0, und echt, da #7(W) = oo
und #T1(W N V(f)) < o). Wahle nun eine irreduzible Komponente V von W NV (f).
Dann V. C W C V(f) und V und W sind irreduzibel. O

Korollar 2.8.2. Sei G eine Grobnerbasis des Ideals I C K[X]. Dann gilt genau dann #V (I) <
co, wenn es fiir jedes i € {1,...,n} ein g € G\ {0} gibt mit LM(g) € [Xi].

Beweis. Benutze 2.8.1 und 2.4.2(j). O

Erinnerung 2.8.3. Ist f € C[X] und a € C, so heifit a eine mehrfache Nullstelle von f,
wenn (X —a)? | f in C[X] [+A4.4.4, A4.4.10] oder dquivalent, wenn f(a) = f'(a) =0
[—+A4.4.11]. Ein Polynom f € C[X] heifit separabel, wenn f in C keine mehrfachen
Nullstellen hat [+A4.5.1] oder dquivalent, wenn V(f, f’) = @. Ist also f € K[X], so
ist f separabel genau dann, wenn (f, f') = (1) = K[X]. Man nennt K vollkommen,
wenn jedes irreduzible Polynom in K[X] separabel ist [+A4.5.20]. Korper der Charak-
teristik 0, endliche Koérper und algebraisch abgeschlossene Korper sind vollkommen
[—A4.5.5(a), A4.5.22].

Ubung 2.8.4. Seien A ein faktorieller Ring, s € Ny, p1, . . ., ps paarweise nicht assoziierte
irreduzible Elemente von A und a3, ..., a5 € IN. Dann ist das Hauptideal (p}' - - ps*)
genau dann ein Radikalideal, wenn &y = ... = a5 = 1.

Lemma 2.8.5. Sei f € K[X]| und I := (f) C K[X].
(a) Ist f separabel, so ist I ein Radikalideal.

(b) Ist K vollkommen und I ein Radikalideal, so ist f separabel.

Beweis. (a) folgt sofort aus ebenso (b), wenn man noch berticksichtigt, dass zwei
nicht assoziierte irreduzible Polynome in K[X] keine gemeinsame Nullstelle in C haben
konnen. O

Beispiel 2.8.6. Nimmt man K := IF,(T) fiir eine Primzahl p, so ist X? — T nach dem
Kriterium von Eisenstein [+A2.6.3] prim und daher (X? — T) C K[X] ein Primideal
und insbesondere ein Radikalideal. Aber X? — T ist nicht separabel, dennist a € K mit
a? —T=0,50 X" — T = (X — a)P [+A443].



Lemma 2.8.7. Sei I C K[X] ein Ideal, s € N und py,...,ps € K[Xq] mit (p;, p;) = (1) =
K[Xq] fiirallei,j € {1,...,s} miti # j. Dann

S

(TU{p1---ps}) = NI U{pi}).

i=1
Beweis. ,,C* ist trivial

,2"Seig e N1 (IU{pi}).- Zuzeigen: g € (IU{p1---ps}). Wéahleg; € I und r; € K[X]
mit g =¢q; +r;p; (1 <1 <s). Fir

S
fi=11pj
=1
J#
gilt fig € (IU{p1---ps}). Da K[X1] ein Hauptidealring ist, gilt ausserdem

(fi,-- fs) = (1) = K[Xq].
Dabher gibt es hy,...,hs € K[X1] mit by f1 + - - - + hsfs = 1. Es folgt

g=1g=Mmfi+ - +hsfs)g=m(fig) +... +hs(fsg) € TU{p1---ps})
0

Satz 2.8.8. [Abraham Seidenberg *1916 1t1988] Sei I C K[X] ein Ideal. Fiir jedes i €
{1,...,n} enthalte das Eliminationsideal I N K[X;] ein separables Polynom. Dann ist I ein
Radikalideal.

Beweis. Induktion nach n € INj.

n = 0 trivial

n =1 mit[2.8.5(a)

n—1—mn (n>2) Wéhle ein separables Polynom f € I N K[X;]. Falls f € K*, so sind
wir fertig. Sei also f € K[Xj] \ K. Schreibe dann f = p;---ps mits € N, p1,...,ps €
K[Xy] irreduzibel und (p;, p;) = (1) fir i # j. Nach2.8.7 gilt dann I = (;_; (I U {p;}).
Da ein Schnitt von Radikalidealen wieder ein Radikalideal ist, konnen wir daher (E
f als irreduzibel in K[X;] voraussetzen. Wihle eine Nullstelle 2 € C mit f(a) = 0,
setze L := K(a) und betrachte den K-Algebrenepimorphismus ¢: K[Xj,..., X,] —
L[Xy, ..., X, mit (X;) = aund ¢(X;) = X, furi € {2,...,n}. Man sieht dann leicht,
dass der Kern von ¢ von f erzeugt wird, denn f ist assoziiert zum Minimalpolynom
von a iiber K. Insbesondere gilt kerp C I. Da ¢ wegen L = K[a] surjektiv ist, ist
J := @(I) ein Ideal in L[Xy, ..., X,]. Wegen ker ¢ C I gilt ¢~ !(J) = I. Daher reicht es
zu zeigen, dass ] ein Radikalideal ist. Fiir jedes i € {2,...,n} enthilt aber mit I N K[X;]
auch | O INKJX;] ein separables Polynom. Nach Induktionsvoraussetzung ist also |
ein Radikalideal wie gewtiinscht. O

Korollar 2.8.9. Sei K ein vollkommener Korper und I C K[X] ein Ideal. Dann sind dquivalent:

(a) I ist ein Radikalideal mit #V (I) < oo.



(b) Fiir jedesi € {1,...,n} enthilt I N K[X;] ein separables Polynom.

(c) Fiir jedes i € {1,...,n} wird das Eliminationsideal I N K[X;] von einem separablen
Polynom erzeugt.

Beweis. (c) = (b) ist trivial.

(b) = (a) folgt aus den Sétzen und
(a) = (c) folgt aus Satz[2.8.5(b). O

Proposition 2.8.10. Gelte char K = 0. Seien f € K[X]\ {0} und g, h € K[X] mit (f,f') =
(h) und f = gh. Dann gilt \/(f) = (g) und g ist separabel.

Beweis. (E f normiert. Wiahle dann m € Ny, paarweise verschiedene a1, ...,a; € C und
a1,...,a5 € Nmit f =[], (X —a;)%. Es folgt f' = Y4 | a;(X —a;)%! [Tj2i(X —a;)%,
woraus man wegen char K = 0 sieht, dass das von f und f’ in C[X] erzeugte Ideal von
[T, (X — a;)%~ 1 erzeugt wird. Da h laut Voraussetzung das von f und f’ in K[X] und
damit auch in das davon in C[X] erzeugte Ideal erzeugt, gilt

d

(h) = <H<X— ao“f-l) C C[x]
i=1

und daher (B h = [T2,(X —a;)% . Somit ¢ = (X —a1) --- (X — a,). Entweder mit

dem Hilbertschen Nullstellensatz 1.3.9 oder mit linearer Algebra sieht man nun leicht

(f) = (g)- Dass g separabel ist, ist klar. O

Satz 2.8.11. Gelte charK = 0 und sei I C K[X] ein Ideal mit #V(I) < oo. Fiir jedes
i€{l,...,n}erzeuge f; € K[X;] das Eliminationsideal I N K[X;] und es seien g;, h; € K[X]
mit (fi, f1) = (hi) € K[X;] und f; = gih;. Dann

VI=(TU{g1,...,8:}).

Beweis. Nach [2.8.10|ist g; € K[X;] separabel mit g; € \/I fiir i € {1,...,n}. Nach
ist (U{g1,...,4n}) ein Radikalideal. O

Lemma 2.8.12 (Interpolation). Seien ¢ € Ny, x1,...,x;, € K" paarweise verschieden und
Yi,--.,Y¢ € K. Dann gibt es f € K[Xq,...,Xn| mit f(x;) =y, firi e {1,...,¢}.

Beweis. E{ >1,y; =1und y, = ... =y, = 0. Induktion nach n € Ny:
n =0 Wegen K° = {0} gilt ¢ = 1. Setze also f := 1 € K.
n =1 Setze
¢ —
fi= —HZ;Z(Xl %) ¢ Kx,)
[Tiza (31 — i)

n—1—n (n € N)Schreibe x; = (x},x/) mit x; € K" ' und x/ € K firri € {1,...,(}.




Nach allfdlligem Umnummerieren gibt es k € {1,..., ¢} mit

/! 1 1 1
xl :...:xk é{xk_._l,...,xg .

Nach dem schon bewiesenen Fall n = 1 gibt es ¢ € K[X,] mit g(x{) = 1 und
g(x’) = 0 fur alle i € {k+1,...,¢}. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es weiter
h € K[Xy,...,Xp—1] mit h(x}) = 1und h(x}) = ... = h(x;) = 0. Setze f := gh. O

Lemma 2.8.13. Sei I C C[X] ein Ideal mit #V(I) < oo. Dann ist der C-Algebrenhomo-
morphismus

9: C[X]/T—= "W, 5 (p(x))xeviry (p € CIX])
surjektiv. Ist 1 ein Radikalideal, so ist ¢ sogar ein Isomorphismus.

Beweis. Die erste Aussage ist aus [2.8.12] klar. Sei nun I ein Radikalideal. Wegen I =

v I(V(I)) gilt dann mit K := C und V := V(I), dass K[V] = C[X]/I. Es ist dann
¢ nichts anderes als der K-Algebrenisomorphismus K[V] — Morg(V,A) aus 1.5.8. O

Satz 2.8.14. Sei [ C K[X] ein Ideal mit #V (I) < oo.
(a) #V(I) < dimg(K[X]/I) < oo
(b) Ist K vollkommen und I ein Radikalideal, so #V (1) = dimg (K[X]/I).

Beweis. Wihle eine Grobnerbasis G von I und sei | das von G in C[X] erzeugte Ideal.
Es gilt natiirlich V(I) = V(G) = V(]J). Es ist redM(G) [—2.4.10] sowohl eine Basis fiir
den K-Vektorraum der modulo G reduzierten Polynome aus K[X] als auch fiir den C-
Vektorraum der modulo G reduzierten Polynome aus C[X] [—2.4.1(b)]. Wegen 2.4.7(i)
gilt also dimg(K[X]/I) = dimc(C[X]/]), denn G ist auch eine Grobnerbasis von |
nach dem Buchberger-Kriterium 2.5.4. Ist K vollkommen und I ein Radikalideal, so ist
nach auch | ein Radikalideal. Wir sehen also, dass wir (E K = C voraussetzen
diirfen. Dann folgt alles aus [2.8.13| (und [2.8.1(d)). O

Korollar 2.8.15. Sei G eine Gribnerbasis des Ideals I C K[X] mit #V (I) < oo.
(a) #V(I) < #redM(G) < o0
(b) Ist K vollkommen und I ein Radikalideal, so #V (I) = #redM(G).
Beweis. Nach 2.4.7(i) ist red(G) — K[X]/I ein K-Vektorraumisomorphismus. O

Bemerkung 2.8.16.  (a) Ist G eine Grobnerbasis des Ideals I C K[X], so kann man
#redM(G) € No U {oo} mit 2.4.11(a) leicht bestimmen.

(b) Gelte charK = 0 und sei F C K[X] endlich. Dann kann man #V(F) € Ny U
{oo} wie folgt bestimmen: Berechne mit dem Buchberger-Algorithmus 2.5.6 ei-
ne Grobnerbasis G des Ideals I := (F). Uberpriife mit anhand von G, ob
#V (1) = oo. Gelte nun #V (I) < oo. Berechne mit ein endliches F' C K[X]
mit (F') = v/I. Berechne eine Grobnerbasis G’ von v/I. Bestimme mit 2.4.11(a)
#redM(G'). Nach 2.8.15(b) gilt #V (I) = #V (/1) = #redM(G).



