§4.2 Krulldimension von Ringen

[Wolfgang Krull ¥1899 11971]



Generalvoraussetzung

In diesem Abschnitt sei stets A ein kommutativer Ring.
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dim A := sup{n € Ny | es gibt Primideale po C ... C p, C A}
€ {-1} UNp U {oo}.

Bemerkung.

(@) dmA=—-1 <= A={0} <= 1=0in A, dennist A # {0},
so besitzt A ein Primideal (sogar ein maximales Ideal).

(b) Ist A Integritdtsring, so
dimA =0 <= (0) maximales Ideal in A <= A Korper.

(c) Ist A ein Hauptidealring, der kein Korper ist, dann dim A = 1.
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Lemma. Sei A ein Unterring des kommutativen Ringes B, sei B ganz
tiber A und A habe genau ein maximales Ideal p. Dann gilt fiir jedes
maximale Ideal m von B, dass m N A = p.

Beweis.
Wende vorheriges Lemma auf A/(m N A) < B/m, um zu sehen, dass
m N A ein maximales Ideal von A ist. O
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?egflﬁ <= x € p. Esfolgt also p = g N A.
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Bemerkung.

(a) Die Voraussetzung I N A C p ist offensichtlich unverzichtbar, denn
(ICq&p=qnA) = INACqgNA=p.
(b) ,Lying over” ist der Spezialfall von ,Going up” mit / = (0).
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so gibt es Primideale qo,...,q, von B mit qo C ... C q, und
qiNA=p; firie{0,...,n}.

(b) Sind n € Ng und q1,...,q, Primideale von B mit qo C ... C q,
und setzt man p; :=q; N A fiir i € {0, ..., n}, so gilt
poC ... C pp.

Beweis.
(a) Finde gqo mit ,Lying over” und q1,q2,... mit ,Going up".
(b) folgt aus der letzten Proposition.

O

Korollar. Sei A ein Unterring des kommutativen Ringes B und B ganz
iiber A. Dann dim A = dim B.
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ai +azex + ...+ ape, # 1+ Paer + ...+ Bre, fiir o, f € N mit
a, # 0 # ag.
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Satz. Jede affine K-Algebra mit 0 £ 1 enthilt eine Polynomalgebra
iiber K, iiber der sie ganz ist.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach n € Ny fiir
alle Algebren der Form K|xi,...,xp]. n=0 v

n—1—n (neN)Sind xq,...,x, K-algebraisch unabhangig, so ist
nichts zu zeigen. Es gebe also f € K[X]\ {0} mit f(x1,...,x,) =0.
Schreibe f ="  a,X® mit a, € K. Seien ey, ..., e, € N im Moment
beliebig (spater werden wir sie in Abhdngigkeit von f festsetzen). Setze
Yo =X — Xi2,...,¥Yn = Xn — X;". Dann

f(xt,y2+x:2,...,¥n+x") = 0. Da f ¢ K zeigt diese Gleichung, dass
x1 ganz Uber K[ya, ..., yn] ist, sofern

ai +azex + ...+ ape, # 1+ Paer + ...+ Bre, fiir o, f € N mit
an # 0 # ag. Wahlt man b € N groR genug und ¢; := b fiir

i €{1,...,n}, so ist dies sicher gewahrleistet. Da die Menge der iiber
Kly2, ..., yn| ganzen Elemente von K|[xi,...,x,] einen Unterring von
K(xi,...,xn| bildet, ist K[x1,...,xn] = K[x1,¥2,...,Yn] ganz iber
Kly2,...,yn]- Nach IV ist K[y»,...,yn] ganz iiber einem Polynomring
iber K und somit auch K|[x, ..., xp]. O
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Satz. Sei A eine affine K-Algebra. Dann dim A = trdeg A < oc.

Beweis.

Ist A= {0}, so dimA = —1 = trdeg A. Sei also A # {0}. Es gilt
trdeg A < oo. Nach dem Noetherschen Normalisierungssatz ist A ganz
iber K[Xi,...,Xy] fir K-algebraisch unabhiangige Xi,...,X, € A. Es
gilt dim A = dim K[X] und trdeg A = trdeg K[X] = n. Es reicht also
dim K[X] = n zu zeigen. Es gilt dim K[X] < n. Andererseits sind

(0) C (X1) C...C (Xq,...,Xy,) Primideale in K[X], also

dim K[X] > n. O

Bemerkung. Aus dem Noetherschen Normalisierungssatz folgt sofort
das Zariski-Lemma 1.3.5 (und damit der Hilbertsche Nullstellensatz
1.3.7): Sei namlich A eine affine K-Algebra, die ein Korper ist, (E

K C A. Dann ist A ganz iiber einem Polynomring K[X1,..., X,] in
X1,...,X, €A Ist n=0, so ist A ganz iiber K woraus man leicht
sieht dass A ein endlichdimensionaler K-Vektorraum ist (benutze, dass
A endlich erzeugt ist). Ware aber n > 1, so wire X% ganz iiber
K[Xi,...,Xs], was man sofort widerlegt.



Definition. Sei V C A" eine affine K-Varietat. Dann bezeichnet man

dim V :=sup{¢ € Ny | es gibt irreduzible K-Varietaten
VoCcViC...CcV,C \/}
€ {—-1} UNg U {oo}

als die Dimension von V.



Definition. Sei V C A" eine affine K-Varietat. Dann bezeichnet man

dim V :=sup{¢ € Ny | es gibt irreduzible K-Varietaten
V()C\/lC...CVggV}
€ {-1} UNg U {oo}

als die Dimension von V.

Bemerkung. Sei V C A" eine affine K-Varietit.
(a) Es gilt

dim V = sup{¢ € Ny | es gibt Primideale po, ..., ps von K[X] mit
PoDPp1D...Dpe21(V)}
= dim(K[X]/I(V)) = trdeg(K[X]/I(V))
= teN
uPlE€No | bt i, i e {1 .0} mit
Xiys - -, Xi, K-algebraisch unabhingig

in K[X]/I(V)} < n < oc.
(b) dimV = -1 «= K[X]/I(V)={0} < V=0



