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§4.2 Krulldimension von Ringen [Wwolfgang Krull 1899 +1971]

In diesem Abschnitt sei stets A ein kommutativer Ring.

Definition 4.2.1. [—4.1.17] Die Krulldimension des Ringes A ist definiert durch
dim A := sup{n € Ny | es gibt Primideale pg C ... C p, C A} € {1} UNy U {0},
wobei das Supremum in der geordneten Menge {—1} UINp U {o0} genommen wird.

Bemerkung 42.2. (a) dimA = -1 <= A = {0} <= 1 = 0in A, denn ist
A # {0}, so besitzt A ein Primideal (sogar ein maximales Ideal) [+A2.4.13].

(b) Ist A Integritatsring, so

dimA =0 <= (0) maximales Ideal in A <= A Korper.

(c) Ist A ein Hauptidealring, der kein Korper ist, dann dim A = 1 [+A2.4.8].

Lemma 4.2.3. Seien K ein Korper, A eine kommutative K-Algebra, n € Ny, po, ..., pn Prim-
ideale von A mit pg C ... C pp und x1,...,x, € A mit x; € p; \ p;j—1 fiiri € {1,...,n}.
Dann sind x1,. .., x, algebraisch unabhingig in A.

Beweis. Induktion nach n.

n=0 Da1l & pygilt 1 # 0in A, das heifit @ ist algebraisch unabhéngig in A
[—4.1.18].

n—1—n(neN) Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf

(0) =p1/p1 Cp2/p1 C ... Cpu/p1in A/p und 0P, .., X € A/

liefert, dass xp*1, ..., X, algebraisch unabhéngig in A/p; sind. Sei nun f € K[X]\ {0}
mit f(xq,...,x,) € po. Es reicht, ¢ € K[X] \ {0} mit degg < deg f und g(x1,...,x,) €
po zu finden. Schreibe f = X9 +h mit ¢ € K[X] und h € K[Xy,...,X,]|. Dann

h(x2h, ..., %0) = F(0, %2R, ..., %P) "= F(xpP, .. ) = f(x1,...,x)" = 0 in
A/p1 und daher h = 0. Also x18(x1,...,%,) = f(x1,...,%,) € po und wegen x1 & po
dann g(xq,...,x,) € po. Beachte ¢ # 0, da sonst f = 0. O

Satz 4.2.4. Sei K ein Korper und A eine kommutative K-Algebra. Dann dim A < trdeg A.
Beweis. Direkt aus O



Lemma 4.2.5. Sei K ein Unterring des Korpers L und L ganz iiber K. Dann ist auch K ein
Karper.

Beweis. Sei x € K\ {0}. Zu zeigen: x € K*. Wahle n € N und ay,...,a, € K mit
D"+ (1)n_1 +...+a, =0.Dann x(—(a; + apx + ... + a,x" 1)) = 1. O

X X

Lemma 4.2.6. Sei A ein Unterring des kommutativen Ringes B, sei B ganz iiber A und A habe
genau ein maximales Ideal p (das heifst A ist lokal [—+Z2.6.1]). Dann gilt fiir jedes maximale
Ideal m von B, dassmN A = p.

Beweis. Wende auf A/(mN A) — B/m, um zu sehen, dass m N A ein maximales
Ideal von A ist. ]

Proposition 4.2.7 (, Lying over”). Sei A ein Unterring des kommutativen Ringes B und B
ganz iiber A. Sei p ein Primideal von A. Dann gibt es ein Primideal q von B mit p = q N A.

Beweis. S := A\ p ist eine multiplikative Teilmenge von A und von B. Betrachte die Lo-
kalisierungen As und Bs von A und B nach S [+A2.3.17] und den Homomorphismus
As — Bs, 2 = 2 (a € A,s € S) [+A2.3.18]. Dieser Homomorphismus ist injektiv und
wir konnen Ag als Unterring von Bg sehen. Man sieht leicht (direktes Argument oder
mit Z2.1.10), dass Bs ganz iiber Ag ist. Da die zu S disjunkten Primideale von A genau
den Primidealen von Ags entsprechen [—+A2.4.12], hat As genau ein maximales Ideal,
namlich g_lﬁ. Wahle ein maximales Ideal von Bs. Dieses ist von der Form g_lﬁ ftr
ein Primideal q von BmitqNS = @ [+A2.4.12] und nach gilt g_lﬁ NAgs = 3_15.
Schliefilich gilt fiir x € A einerseits
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und andererseits analog X € §_1ﬁ <= x € p.Esfolgtalsop =qnNA. O

Proposition 4.2.8 (,,Going up”). Sei A ein Unterring des kommutativen Ringes B, B ganz
iiber A, p ein Primideal von A und I ein Ideal von B mit I A C p. Dann gibt es ein Primideal
quon Bmit | Cqundp =qnNA.

Beweis. Gehe von A C B iiber zu A/(IN A) <~ B/I [+A2.4.11] und wende
an. O

Bemerkung 42.9. (a) In ist die Voraussetzung IN A C p offensichtlich unver-
zichtbar, denn

(ICq&p=qnNA) = INACqNA=np.

(b) ,Lying over” ist der Spezialfall von ,Going up” mit I = (0).



Lemma 4.2.10. Sei A ein Unterring des Integrititsrings B und qf(B) algebraisch iiber qf(A)
(zum Beispiel B ganz iiber A). Dann gilt fiir jedes Ideal I # (0) von B, dass I N A # (0).

Beweis. Sei x € B\ {0}. Zu zeigen: (x) N A # (0). Offenbar gibt es ay,...,a, € A mit
a,x" + ...+ a1x + ap = 0 mit ag # 0. a

Proposition 4.2.11. [—4.2.5] Sei A ein Unterring des Integrititsrings B und B ganz iiber
A. Dann A Kérper <= B Korper.

Beweis. <" ,—" Nach 4.2.10|sind (0) und B die einzigen Ideale von B. []

Proposition 4.2.12. Sei A ein Unterring des kommutativen Ringes B und B ganz iiber A.
Seien p und q Primideale von B mit p C q. Dannp N A C qN A.

Beweis. (E p = (0) (sonst gehe von A C B zu A/(pN A) — B/p tiber). Wende nun
4.2.10| an. O

Satz 4.2.13. Sei A ein Unterring des kommutativen Ringes B und B ganz iiber A.

(a) Sind n € No und py, ..., p, Primideale von A mit pg C ... C py, so gibt es Primideale
qo,---,qn von Bmit qo C ... C quund q; N A = p; fiiri € {0,...,n}.

(b) Sind n € Ng und q1,...,q, Primideale von B mit q9 C ... C q, und setzt man
pii=qNAfiirie{0,...,n},s0giltpy C...C py.

Beweis. (a) Finde q¢ mit ,Lying over” und q1, q2, . .. mit ,Going up”

(b) E2.12
O

Korollar 4.2.14. [—4.1.29] Sei A ein Unterring des kommutativen Ringes B und B ganz
itber A. Dann dim A = dim B.

Satz 4.2.15 (Noetherscher Normalisierungssatz). [Amalie Emmy Noether *1882 11935]
Jede affine K-Algebra [—1.1.19] mit O # 1 enthilt eine Polynomalgebra iiber K [—1.1.11],
iiber der sie ganz ist.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach n € INy fiir alle Algebren
der Form K[xy, ..., x,].

n=0v

n—1—n (neN) Sind xq,...,x, K-algebraisch unabhingig, so ist nichts zu zei-
gen. Es gebe also f € K[X]\ {0} mit f(xi,...,x,) = 0. Schreibe f = Y, 4, X" mit
a, € K. Seien e,...,e, € IN im Moment beliebig (spater werden wir sie in Abhén-
gigkeit von f festsetzen). Setze y» = x, — xP,...,yn = x, — x{". Dann gilt x, =
Yo+ P, ..., Xy = Yp +x7" und daher f(x1,y2 +xP,...,yn +x7") = 0. Da f ¢ K zeigt
diese Gleichung, dass x1 ganz iiber K[y, ..., yn| ist, sofern ay + azer + ... + ape, #
B1 + Brex + ...+ Buey fir o, p € NG mit a, # 0 # ag. Wahlt man b € IN grof8 ge-
nug und e; := b fiir i € {1,...,n}, so ist dies sicher gewéhrleistet. Da die Menge der




iiber K[y», . .., yn| ganzen Elemente von K[x1, ..., x,] einen Unterring von K[x1, ..., X,]
bildet [+Z2.1.10] ist K[x1,...,x,| = K[x1,Y2,...,yn| ganz tiber K[y, ..., y,]. Nach In-
duktionsvoraussetzung ist K[yz,...,y,]| ganz tiber einem Polynomring tiber K und
somit auch K[x1, ..., x,] wegen der Transitivitit der Ganzheit [+Z2.1.9]. O

Satz 4.2.16. Sei A eine affine K-Algebra. Dann dim A = trdeg A < co.

Beweis. Ist A = {0}, so dim A = —1 = trdeg A. Sei also A # {0}. Nach 4.1.25 gilt
trdeg A < oo. Nach ist A ganz tiber K[Xj, ..., X,| fiir K-algebraisch unabhén-

gige Xj,...,Xn € A. Nach 4.2.14] gilt dim A = dim K[X] und nach 4.1.29 trdeg A =

trdeg K[X] *12* 1 Es reicht also dim K [X] = n zu zeigen. Nach gilt dim K[X] < n.

Andererseits sind (0) C (X;) C ... C (Xj,...,X,) Primideale in K[X], also dim K[X] >

n. O

Bemerkung 4.2.17. Aus dem Noetherschen Normalisierungssatz folgt sofort das
Zariski-Lemma 1.3.5 (und damit der Hilbertsche Nullstellensatz 1.3.7): Sei namlich A
eine affine K-Algebra, die ein Korper ist, (E K C A. Dann ist A ganz {iber einem
Polynomring K[Xj,..., X,| in Xj,..., X, € A. Ist n = 0, so ist A ganz iiber K woraus
man leicht sieht dass A ein endlichdimensionaler K-Vektorraum ist (benutze, dass A
endlich erzeugt ist). Ware aber n > 1, so wire X% ganz tiber K[Xj, ..., X,], was man
sofort widerlegt.

Definition 4.2.18. [+4.2.1] Sei V C A" eine affine K-Varietidt. Dann bezeichnet man

dim V := sup{¢ € Ny | es gibt irreduzible K-Varietiten Vy C V; C ... C V, C V}
S {—1} UINp U {OO}

als die Dimension von V.
Bemerkung 4.2.19. Sei V C A" eine affine K-Varietit.

(a) Nach 1.4.22 gilt

dim V = sup{¢ € Ny | es gibt Primideale py, ..., p, von K[X] mit
poOPD...0p 21(V)}

= dim(K[X]/1(V)) "% trdeg (K[X] /1(V))

*2up{f € Ny | es gibtiy,..., i € {1,...,n} mit

Xi,, ..., Xj, K-algebraisch unabhéngig in K[X]/I(V)}

<n < oo.

(b) dimV = —1 < K[X]/I(V) = {0} < V=0



