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§3.4 Optimalitatskriterien und Finden optimaler Losungen

Bemerkung 3.4.1.  (a) 3.3.19 besagt, dass man den Optimalwert polynomialer Optimie-
rungsprobleme mit kompakter zuldssiger Menge prinzipiell durch Momentenre-
laxierungen [—3.1.7] von hohem Grad beliebig genau approximieren kann, zu-
mindest wenn man wie in 3.3.8(c) Archimedizitit hergestellt hat. Die Berechnung
optimaler Losungen, sofern sie existieren, wurde dagegen bisher kaum angespro-
chen. Ein grundlegendes Problem dabei ist, dass mit zwei Optimalldsungen xj
und xj des polynomialen Optimierungsproblems (P) nicht nur die Auswertun-
gen evy, : R[X]y — R und evy,: RX]y — R in x; und in x, Losungen der
Momentenrelaxierung (P;) vom Grad k mit Wert P* sind, sondern zum Beispiel
auch % evy, +% evy,.

(b) Das in (a) angesprochene Problem ist gleichzeitig die Ursache fiir den Erfolg
der Momentenmethode: Wahrend man sich beim , Absteigen” auf dem Graphen
der Zielfunktion eines polynomialen Optimierungsproblems sehr leicht in loka-
len Minima (,, Talern”) verfangt, die keine globalen Minima sind, besteht bei der
Momentenrelaxierung der geradlinige Weg {AL; + (1 —A)Ly | A € [0,1]} zwi-
schen zwei zuldssigen Losungen L und L, wieder aus zuldssigen Losungen. Auf
dem Weg von einem Tal in ein tiefer gelegenes Tal, muss man also nicht auf eine
Passtrasse, sondern kann sich ,hiniiberbeamen”. Eine andere Vorstellung ist ein
Tunnel zwischen zwei Tilern, wobei man im Tunnel Probleme hat zu erahnen,
wo die Enden des Tunnels liegen.

(c) In Bemerkung 3.1.10(c) haben wir gesehen, dass wir allgemeiner in einer sehr
guten Situation sind, wenn wir eine optimale Losung L einer Momentenrelaxie-
rung kennen, die eine Quadraturformel mit allen Stiitzstellen in der zuldssigen
Menge S des urspriinglichen polynomialen Optimierungsproblems (P) besitzt.
Ist dann (Aq, x1,..., A, Xx) eine solche Quadraturformel und sind (E alle A; > 0,
so gilt wegen L(1) =1, dass A; +--- + A, = 1 und aus

€S

P — i;\ip* e Zr%)\if(xi) —L(f) <P

folgt f(x;) = P*, wobei f die Zielfunktion von (P) bezeichne. Jede Stiitzstelle x;
ist also dann eine optimale Losung von (P). Erst jetzt sprechen wir das schwie-
rige und wichtige Problem an, wie wir versuchen koénnen, diese gute Situation
detektieren zu konnen und wie wir gegebenenfalls die x; ausrechnen kénnen.



(d) Sei k € Ny und L € R[X];. Wir suchen eine Quadraturformel fiir L (falls diese
existiert), also x1,...,x, € R" und Ay, ..., A, € R>p mit

r

L(p) = )_ Aip(x:) fir alle p € R[X].
i=1

Mit etwas mehr und anderen Worten: Wir suchen x11, ..., X1, - -+, X1, - - -, X € R
und a4,...,a, € R mit

r

L(p) = Zaizp(xﬂ,...,xin) fur alle p € R[X]
i=1

beziehungsweise etwas komplizierter geschrieben

p(X11,X10) m a
L(P):<< ><g>,<g>>fﬁrallep€R[X]k.
p(Xe1,eXrn) ar ar

Nochmals anders gesagt: Wir suchen x11,...,X1,...,%1,..., X% € Runda € R"

mit
L(p) = <p (( ! ),...,( ! ))a,a> fir alle p € R[X].

Also suchen wir Diagonalmatrizen D;,...,D, € R™" and a € R" mit
L(p) = (p(Dx,...,Dy)a,a) fir alle p € R[X],

wobei die Eintrage der Diagonalmatrix D; die i-ten Koordinaten der Stiitzstellen
sind und die Eintrdge von a2 Quadratwurzeln der Gewichte sind.

(e) In (c) und (d) bleiben alle Argumente sinngemafs giiltig, wenn die Quadratur-
formel gar keine Quadraturformel fiir L: R[X]; — R ist, sondern nur fir die
Einschrankung von L auf eine Untermenge von R[X]y, die f enthélt. Im Moment
beachten wir diese Erleichterung nicht weiter, obwohl sie uns spater von Nutzen
sein wird.

Lemma 3.4.2. Sie V ein euklidischer Vektorraum und seien M und N selbstadjungierte En-
domorphismen von V mit Mo N = N o M. Dann ist jeder Eigenraum von M invariant unter
N, das heifit N(ker(M — Aidy)) C ker(M — Aidy) fiir alle A € R.

Beweis. (E A = 0. Sei v € ker M. Dann M(N(v)) = N(M(v)) = N(0) = 0. Also
N(v) € ker M. O

Satz 3.4.3. Seien V ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum, n € No und My, ..., M,
kommutierende (das heifit M; o M; = M; o M;) selbstadjungierte Endomorphismen von V.
Dann gibt es eine Orthonormalbasis von V, die nur aus gemeinsamen Eigenvektoren der M,;
besteht.



Beweis. Induktion nach n:

n=0v

n—1—mn (n & N) Ausder Selbstadjungiertheit von M; folgt mit linearer Algebra,
dass V die orthogonale Summe der Eigenrdume von M; ist. Da nach [3.4.2]jeder Eigen-
raum von M; invariant unter Mo, ..., M, ist, besitzt nach Induktionsvoraussetzung
jeder solche Eigenraum eine Orthonormalbasis, die nur aus gemeinsamen Eigenvek-
toren der M, ..., M, besteht. Setzt man diese Basen zusammen, so erhilt man eine
Basis wie gewiinscht. O

Korollar 3.4.4 (simultane Diagonalisierung kommutierender symmetrischer Matrizen).
Seien r,n € No und My,..., M, € SR™" mit MiM; = M;M; fiir alle i,j € {1,...,n}.
Dann gibt es eine orthogonale Matrix P € R"™" derart, dass P*M;P fiir jedes i € {1,...,n}
eine Diagonalmatrix ist.

Bemerkung 3.4.5.  (a) Unter Beachtung der gerade behandelten simultanen Diago-
nalisierung konnen wir Bemerkung [3.4.1fe) fortfithren: Sei k € Ny und L €
R[X];. Eine Quadraturformel fiir L zu finden, heiflt, kommutierende Matrizen
My, ..., M, € SR™" und einen Vektor v € R" zu finden mit

(%) L(p) = (p(My,...,M,)v,0) fir alle p € R[X]x.

wobei die Eigenwerte von M; die i-ten Komponenten der r Stiitzstellen lie-
fern. Abstrakter ausgedriickt: Wir suchen einen endlichdimensionalen euklidischen
Raum V, kommutierende selbstadjungierte Endomorphismen My, ..., M, von V
und einen Vektor v € V mit (%), wobei die Dimension von V die Anzahl der
Stiitzstellen ist.

(b) Sei L € R[X]* und gelte L(p?) > 0 fiir alle p € R[X]\ {0}. Dann finden wir
ganz einfach einen unendlichdimensionalen euklidischen Raum V, kommutierende
selbstadjungierte Endomorphismen Mj, ..., M, von V und einen Vektor v € V
mit

L(p) = (p(My, ..., M,)v,v) fir alle p € R[X].

Es wird ndmlich V := R[X] vermoge
(p.q):==L(pg) (paeV)
zu einem euklidischen Vektorraum, die ,Multiplikationsoperatoren”
M;: V=V, p—Xip
sind selbstadjungiert und kommutieren und mit v := 1 € R[X] = V gilt
L(p) = (p(My,...,My)v,v) firallep € V.

Diese geniale Konstruktion stammt von Gelfand, Neumark und Segal (GNS)
[Israel Moissejewitsch Gelfand *1913 12009, Mark Aronowitsch Neumark *1909
11978, Irving Ezra Segal *1918 11998].



(c) Das Hauptproblem mit der Konstruktion in (b) ist, dass V' dort unendlichdi-
mensional ist. Wir werden dies versuchen zu 16sen, indem wir den Multiplikati-
onsoperator modifizieren durch Anwendung einer orthogonalen Projektion nach
der Multiplikation, um den Grad zu ,schropfen”. Diese Modifikation kann aller-
dings leicht die Eigenschaft des Kommutierens zerstoren. Ein kleineres Problem
ist, dass wir in (b) L(p?) > O fiir alle p € R[X] \ {0} brauchten, weil ein Ska-
larprodukt positiv definit sein muss. Wir wiirden gerne nur L(p?) > 0 fiir alle
p € R[X] voraussetzen. Dieses Problem werden wir durch Ubergang zu einem
Quotienten losen.

Notation und Proposition 3.4.6. Sei d € Ny und L € R[X]3, mit L(LR[X]3) C Rx.
Dann ist

U :={p € R[X]s | ¥q € R[X]a: L(pq) = 0} = {p € R[X]a | L(p?) = 0}

ein Untervektorraum von R[X] 4, den wir als GNS-Kern von L bezeichnen und wir bezeichnen
den Quotientenraum Vi, := R[X];/ Uy als den GNS-Darstellungsraum von L. Durch

(P.9)L:=L(pq)  (p,q€R[X]s)

wird ein Skalaprodukt auf Vi definiert, welches wir als das GNS-Skalarprodukt von L be-
zeichnen. Dadurch wird Vi, zu einem endlichdimensionalen euklidischen Raum. Wir nennen
die orthogonale Projektion 7ty von Vi auf den Unterraum {p | p € R[X];_1} die GNS-
Trunkierung von L (beachte deg0 = —co <= d — 1). Dann ist fiir jedes i € {1,...,n}

My T VL — Ve, p— m(Xip) (r e RX]4-1)

ein selbstadjungierter Endomorphismus von 711,Vy, den wir den i-ten trunkierten GNS-
Multiplikationsoperator von L nennen.

Beweis. Fiir allet € R und p,q € R[X]; gilt
0 < L((p+tq)*) = L(p?) + 2tL(pq) + £*L(q°),

weshalb das Polynom L(g?)T? +2L(pq)T + L(p?) € R[T], im Fall L(pg) # 0 den
Grad 2 und Diskriminante 4L(pq)* — 4L(p*)L(g?) < 0 hat. Es gilt also die Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung

L(pq)* < L(p*)L(q*) fiir alle p,q € R[X],.

Hieraus folgt sofort {p € R[X]; | Vg € R[X]4: L(pq) = 0} = {p € R[X],s | L(p?) = 0}.
Dass Uj, ein Untervektorraum von R[X]; ist, folgt direkt daraus, dass L linear ist.
Es ist klar, dass (.,.); eine wohldefinierte symmetrische Bilinearform ist, die wegen
L(XR[X]?) C Rx positiv semidefinit ist. Hieraus folgt, dass (.,.); sogar positiv de-
finit und daher ein Skalarprodukt ist, denn ist p € R[X]; mit (p,p)r = 0, so gilt
L(p*) = 0 und daher p € U, das heilt p = 0. Sei nun i € {1,...,n}. Um zu zeigen,



dass M, wohldefiniert ist, miissen wir 711 (X;p) = 0 fiir alle p € R[X];_1 N UL zeigen,
was aber nach Wahl von g € R[X];_1 mit § = 7. (X;p) aus

@)L = (Xip,q) = L(Xipq) = L(p(Xiq)) = (P, Xiq)L = 0

folgt. Um schlieSlich zu zeigen, dass M| ; selbstadjungiert ist, seien p,q € R[X];_1.
Dann gilt

VIS Vi

(Mpi(p),9)r = (m(Xip), §) = (Xip, m. (@) * =~ (Xip, §)1 = L(Xipq)
— L(p(Xiq)) = (7, Xig)r " 2" (), K1 = (B, (X)) = (P, Moi(@))1.
O

Bemerkung 3.4.7. Sei d € No und L € R[X];, mit L(LR[X]3) C Rxo. Sei p € R[X],.
Dann gilt
pemVy <= p=mn.(p) < pe€R[X];1+ UL

Lemma 3.4.8. Sei d € No und L € R[X]}, mit L(LR[X]3) C Rx derart, dass die trun-
kierten GNS-Multiplikationsoperatoren von L kommutieren. Dann gilt fiir alle p € R[X],

P(ML,lf . ,ML,n)(T) = ﬂL(f).

Beweis. (E sei p ein Monom, etwa p = X* mit « € IN{}, |a| < d. Wir fithren Induktion
nach k := |a| € {0,...,d}.

k=0 idn, (1) =1=m(1) v

k—1—k (1<k<d) Schreibe p = X;q mit g € R[X]. Dann q = XP fiir ein
B € NI mit |B| = k—1, also q(Mpp,...,Mp,)(1) = 7.(7) = 7 nach Induktionsvor-
aussetzung und Bemerkung Es folgt

P(ML,L c. ,ML,H)(T> = (ML,i o q(ML,1, . ,ML,n))(T> = ML,i(q(ML,lr . ,ML,n)(T))
= MLi(q) = m(Xiq) = mL(P).

O]

Satz 3.4.9. Seid € Ny und L € R[X]}, mit L(LR[X]3) C R derart, dass die trunkierten
GNS-Multiplikationsoperatoren von L kommutieren und betrachte den Unterraum

m
WL = {sz‘%’ | m € No, p; € R[X]g,q; € R[X]g_1 + UL} 2 R[X]zq-1
i=1
von R[X]p4. Dann besitzt L|w, eine Quadraturformel [—2.3.5].

Beweis. Analog zu [3.4.5(a) [[3.4.1(e)] reicht es zu zeigen, dass fiir alle g € Wy, gilt

L(g) = (§(Mp1,...,Mpu)1, 1)L



Hierzu reicht es zu zeigen, dass fiir alle p € R[X]; und q € R[X];_1 + Uy gilt

L(pg) = (p(Mp1,...,Mpy)q(Mp1, ..., ML), 1)1

Da die GNS-Multiplikationsoperatoren M ; selbstadjungiert sind und kommutieren,
ist dies gleichbedeutend mit

L(pq) = (p(Mp1,...,Mp,)1,9(Mp1, ..., Mp,)1)L

fur alle p € R[X]; und g € R[X];_1 + Ur. Mit Lemma und Bemerkung[3.4.7 heifit
dies nichts anderes als

L(pq) = (mL(p), 9)L

fiir alle p € R[X]; und g € R[X];-1 + Ur. Da 7y als orthogonale Projektion selbstad-
jungiert ist, gilt schliefSlich

73" 2 L(pg).

(e (), q)r = (P, e (@)

Beispiel 3.4.10. Die GNS-Multiplikationsoperatoren von

L: R[X), Xals = R, p s 2(p(~1,0) + p(1,0) + p(0,~1) + p(0,1))

kommutieren nicht: Man priift leicht nach, dass 1, v/2X;, V/2X5 eine Orthonormalbasis
von 71.V;, bilden. Wir behaupten, dass My 1(Mp»(X1)) # Mr,(Mp1(X41)). In der Tat
gilt X1 X, € U und daher

My (Mp(X1)) = Mpa(m(X2Xq)) = Mpa(m(0)) =0
und andererseits

]VIL,l(Yl):TfL(Xi%):<T X7>L1+<\/>X1, > \[X1+<\[Xz, > V2X;
-0 0

und daher ML,Q(MLJ (X71)> = ML 2(%) 1X2 12\/§X2 75 0.
Definition 3.4.11. Sei d € Ny und L € R[X];, mit L(LR[X]3) € R>o. Man nennt L
ﬂach, wenn R[X]d—l + UL = ]R[X]d [ |

Proposition 3.4.12. Seid € Ny, L € R[X];; mit L(LR[X]%) € Rso und L' := LIR(x]y -
Dann gilt Uy = U NR[X] ;-1 und folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) L ist flach.



(b) VL=V
() Va e Nj : (Ja| =d = Fp e R[X];1: X" —pel)
(d) Die kanonische Abbildung
Vi =R[X]g1 /Uy — R[X]a/UL =V,
ist ein Isomorphismus.
(e) dimVy =dim V.
(f) Die ,Momentenmatrizen” [—3.1.12(f)] (L(Xﬂﬁ))\a\,\ﬁ\éd—l und (L(Xa+ﬂ))|a|,\ﬁ|§d
haben denselben Rang.
Beweis. U = Uy NR[X];_1 und (a) <= (b) <= (c) <= (d) <= (e) sind klar.
(e) «= (f) (L(X**F )jal,|p|<a ist die Darstellungsmatrix der Bilinearform
R[X]s x R[X]s = R, (p,q) — L(pq)

beziiglich der Monombasis und damit die Darstellungsmatrix der linearen Abbil-
dung R[X]; — R[X]%, p — (9 — L(pq)) beziiglich der Monombasis und der da-
zu dualen Basis. Der Kern dieser linearen Abbildung ist U;, weswegen die Matrix
den Rang dimR[X]; — dimU; = dim(R[X]/U;) = dim(V;) hat. Analoges gilt fiir
(L(X*P) o) 11 <a-1- =

Satz 3.4.13. Seid € N und L € R[X]3; mit L(y R[X]3) C Rxo. Ist L flach, so kommutie-
ren die GNS-Multiplikationsoperatoren von L.
Beweis. Seien L flach, i,j € {1,...,n} und p € R[X];_1. Zu zeigen:

Mpi(My;(P)) = ML;j(MLi(P)).
Schreibe X;p = p’ + ¢’ und X;p = p” +¢" mit p’, p” € R[X]s_; und ¢',9"” € Ur. Dann
gilt My ;(p) = . (Xip) = me(p’) + m(q') = p’ +0 = p’ und analog My j(p) = p”. Es
ist also 71 (X;p”) = 7L (X;p’) zu zeigen. Hierzu reicht es

(m(Xip”), f) = (m(Xip'), fi
fir alle f € R[X], zu zeigen. Sei also f € R[X]; und ¢ € R[X]; 1 mit g = 71.(f).
Dann

(L (Xip"), fHr = (Xip”, o (f)) = (Xip”, 3) = L(Xip"g) = (p", Xig)L
= (Xjp, Xig)L = L(XjpXig) = L(X;pX;8) = (Xip, Xjg)L

= (P, Xjg)L = L(p'X;g) = (Xjp, g)r = (Xjp, mo(f))L = (mn(X;p'), )L

0

Satz 3.4.14 (Curto und Fialkow). [Raul Curto, Lawrence Fialkow] Sei d € Ny und
L € R[X]3; mit L(LR[X]3) € Rxo. Ist L flach, so besitzt L eine Quadraturformel.

Beweis. [3.4.9,[3.4.11|und 3.4.13 O




