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Ubungsblatt 8 zur Kommutativen Algebra

Aufgabe 1. (4P) (Primarzerlegung berechnen) Zeige, dass das Ideal (X2, XY) im Ring
R[X, Y] mehrere unverkiirzbare Priméirzerlegungen hat.

Aufgabe 2 (4P) (Eindeutigkeit der Zerlegung eines kommutativen artinschen Rings)
Zeige, dass die Zerlegung von kommutativen artinschen Ringen in lokale artinsche
Ringe von Aufgabe 4 auf Blatt 5 beziehungsweise aus 3.2.11 (vergleiche auch Aufgabe
3 auf Blatt 5 und 2.3.2) bis auf Isomorphie und Reihenfolge der Faktoren eindeutig ist:
Sind [T;Z; A; = [1j; B; zueinander isomorphe Produkte von kommutativen lokalen
artinschen Ringen A; und Bj, so gilt m = n und es gibt o € S, mit A; = B, ;) fiir alle
ied{l,...,n}

Hinweis: Verwende die Eindeutigkeit der Primérzerlegung von (0) in A.

Aufgabe 3 (4P) (Annihilatoren und Schnitt von priméren Idealen)
Sei R ein kommutativer Ring, I C R ein Ideal und

[=PN---NPyNQ1N---NQy

eine unverkiirzbare Primédrzerlegung von [ mit zugehorigen Primidealen
Pl P91, -, qn. Es gelte {p1, ..., pm} S {p1, .- P 91, - oo, G J™

(a) Zeige, dass ein f € R existiert mit f ¢ p; fiir allei € {1,...,m} und f € q; fiir
allej e {1,...,n}.

(b) Betrachte die multiplikative Menge S := {1, f, f%,...} C R. Zeige
PiN---NP, =01(S7),
wobei 1: R — S~1R der kanonische Ringhomomorphismus sei.

(c) Sei R noethersch und f wie in (a). Zeige, dass dann P; N - - - N P, der Annihilator
einer Restklasse einer Potenz von f modulo I ist.

Aufgabe 4 (4P) (symbolische Potenz) Sei R ein noetherscher Ring und p ein Primideal
in R. Dann definiere fiir n € IN die symbolische Potenz p(™) = ;~1((p"),), wobei
t: R — R, der kanonische Ringhomomorphismus sei. Zeige:

(@) (p™)p ist pp-primér.



(b) p™ ist p-primar.

(c) p™ ist die p-primédre Komponente in jeder Primérzerlegung von p”.

(d) p(mtm) ist die p-primdre Komponente in jeder Primérzerlegung von p(mp (),
(e) Es gilt genau dann p = p", wenn p" primadr ist.

Hinweis: Fiir (b) kann man sich iiberlegen, dass Urbilder von priméren Idealen unter
Ringhomomorphismen wieder primér sind.

Abgabe bis Freitag, den 3. Juni 2016, 10:00 Uhr in den Briefkasten Nr. 17 neben F411.



