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4 Hohe und Tiefe

In diesem Kapitel seien wieder alle Ringe kommutativ.

4.1 Die Hohe eines Moduls beziiglich eines Ideals

Definition 4.1.1. Sei R ein Ring und I C R ein Ideal.

(a) Ist M ein R-Modul, so ist die Hohe von M beziiglich I (oder I-Hohe von M) gege-
ben durch

ht; M := inf{htp | p (minimales [—1.3.5]) Primoberideal von (I + ann M)/ ann M
"M 1(R/ann M) in R/ ann M} € No U {o0} [—2.1.3],

(b) Die Hohe von I wird definiert als die Hohe des R-Moduls R beziiglich I, also
htI := inf{htp | p (minimales [—1.3.5]) Primoberideal von I in R} € INg U {co}
(beachte anng R = 0), was im Fall I € spec R mit Definition 2.1.3 konsistent ist.

Bemerkung 4.1.2. Sei R ein Ring, I C R ein Ideal und M ein R-Modul.

(@) ht; M = ht((I + ann M)/ ann M)

(b) Ist ] C R ein weiteres Ideal und gilt JM = 0, so ht; M = ht(;j,; M, wobei
rechts M als R/J-Modul aufgefasst wird, denn der Annihilator von M als R/ ]J-
Modul ist (ann M) /] (beachte ] C ann M) und der kanonische Isomorphismus
(R/])/((annM)/J) — R/ ann M bildet

(((I+])/])+ ((annM)/])) /((ann M)/])

=(I+annM)/]

auf (I +annM)/ann M ab.

Satz 4.1.3. Sei R ein Ring, I C R ein Ideal und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann
Vvann(M/IM) = /I + ann M.

Beweis. ,2" klar, da ann(M/IM) D [ + ann M

,C" Zu zeigen: ann(M/IM) C v/I+ann M. Sei a € ann(M/IM). Dann gilt fiir den
Endomorphismus f: M — M, x — ax, dass im f C IM. Nach dem Satz von Cayley-
Hamilton 1.1.16 gibt es also n € N und a; € I mit f" +a;f" ' +... +a,idy = 0, das
heiflt a” +a1a" 1+ ...+ 4, € ann M. Esfolgta"” € [+ann M, alsoa € /I +ann M. [




Satz 4.1.4. Sei R ein noetherscher Ring, I C R ein Ideal und M ein endlich erzeugter R-
Modul. Dann htf M = c0 <— IM = M.

Beweis.

htt M = & I+annM =R <= l1l€l+annM <= 1€ VI+annM
e VItannM =R 22 | /ann(M/IM) = R

<— leJann(M/IM) <= 1€ ann(M/IM) < M C IM
<~ IM =M.

O]

Satz 4.1.5. [—2.4.6] Sei R ein noetherscher Ring, I C R ein Ideal, a € I und M ein endlich
erzeugter R-Modul. Dann gilt

ht; M —1 < htj(M/aM) < ht; M (wobei 0o — 1 := o0).

Liegt zudem a in keinem der minimalen Primoberideale von ann M (welche nach 2.2.19 genau
die endlich vielen minimalen zu M assoziierten Primideale sind), so gilt genauer

ht;(M/aM) =hty M — 1 (wobei wieder co — 1 := o).

Beweis. Nach gilt \/ann(M/aM) = +/(a) + ann M. Daher gilt fiir alle p € specR,
dass

(%) ann(M/aM) Cp < Jann(M/aM) Cp <= 4/(a) +annM C p
<< ae€p&annM Cp

und wegen a € [ auch
(%) [+ann(M/aM) Cp <= I+annM C p.
Aus () sieht man mit 1.3.7 und 2.1.3 leicht, dass
ht(p/ann(M/aM)) = ht(p/((ann M) + (a))) = ht((p/ ann M)/ (a))
und dann wegen 2.4.6
(% * %) ht(p/ann M) — 1 < ht(p/ ann(M/aM)) < ht(p/ ann M)

fur alle p € specR mit a € p und annM C p, wobei in der ersten Ungleichung
Gleichheit herrscht, falls a in keinem der minimalen Primoberideale von ann M liegt.
Weiter gilt nach Definition und 1.3.7

ht; M = inf{ht(p/ann M) | p € specR,[+annM C p}



und

ht;(M/aM) = inf{ht(p/ ann(M/aM)) | p € specR, [ +ann(M/aM) C p}

() inf{ht(p/ ann(M/aM)) | p € specR,[ +annM C p}.

Es folgt hty M = co <= ht;(M/aM) = co und mit (* * %) sogar die ganze Behaup-
tung. [

Korollar 4.1.6. Sei R ein noetherscher Ring, I C R ein Ideal, M ein endlich erzeugter R-
Modul und a € I kein Nullteiler fiir M [—1.2.9]. Dann gilt ht;(M/aM) = ht; M — 1 (mit

00 —1:= ).
Bewetis. und 2.2.5 O

Definition 4.1.7. Sei R ein Ring, M ein R-Modul, » € INy und 44,...,4, € R. Man
sagt, dass a1, ...,a, eine Nichtnullteilerfolge fiir M bilden, wenn fiir kein i € {1,...,r}
a; ein Nullteiler [—1.2.9] fur M/ Z};i ajM ist. Ist zusétzlich I C R ein Ideal und
ai,...,a, € I, so sagt man, ay, ..., a, bilden eine Nichtnullteilerfolge in I fiir M.

Bemerkung 4.1.8. Sei R ein Ring, M ein R-Modul, € Ny, a1,...,4- € Rund 0 <s <.

(@) ai,...,a, bilden eine Nichtnullteilerfolge fiir M genau dann, wenn 4y, ...,as und
Asy1, ..., a4, jeweils eine solche fir M und M/ Y7 ; a;M bilden, denn ist i € {s +
1,...,r}, so gilt

s i-1 s i—1
(M/ ZajM) /Y a (M/ ZakM) =M/ aiM,
j=1 j=s+1 k=1 j=1

denn ;;;H aj (M/ Yp—y axM) = ( ;;i ajM> / Yg_1 aM.

(b) [—+4.1.2(b)] Ist ] C R ein weiteres Ideal und gilt JM = 0, so bilden ay,...,a,
offensichtlich genau dann eine Nichtnullteilerfolge fiir den R-Modul M, wenn
a1, ...a, eine solche fiir den R/ J-Modul M bilden.

(c) Ist M =0, so bilden a4, ..., a, stets eine Nichtnullteilerfolge fiir M.

(d) Istr > 1 und a; € R*, so bilden a4, ..., a, wegen (a), (c) und a;M = M ebenfalls
eine Nichtnullteilerfolge fiir M.

(e) 1,0 bilden eine Nichtnullteilerfolge fiir M nach (d), aber 0,1 nur falls M = 0.

Satz 4.1.9. Seien R ein noetherscher Ring, I C R ein Ideal, M ein endlich erzeugter R-Modul,
r € No und ay, ..., a, eine Nichtnullteilerfolge in I fiir M. Dann gilt

.
ht; (M/ ZaiM> =httM—r (mit oo — r := 00).
i=1



Beweis. direkt aus Korollar und Definition O

Korollar 4.1.10. Seien R ein lokaler noetherscher Ring mit maximalem Ideal m und ay, . .., a,
eine Nichtnullteilerfolge in m fiir den R-Modul R. Dann gilt

dim (R/(ay,...,a,)) = (dimR) —r.

Beweis.
dim (R/(ay,...,a,)) 2%; ht (m/ i%ad%) . 11() hto/ yr  ar (R/ i%ad%)
i= =
BLAO) e, (R/ i ﬂiR) = (hta R) —
i=1
-1.1(0) (htm) —r i%; (dimR) —r.

4.2 Die Tiefe eines Moduls beziiglich eines Ideals

Definition 4.2.1. EI[ a)] Sei R ein Ring, I C R ein Ideal und M ein R-Modul. Die
Tiefe von M beziiglich I (oder I-Tiefe von M) ist gegeben durch

dpt, M :=sup{r € No | 3ay,...,a, € I : ay, ..., a, ist Nichtnullteilerfolge fiir M}
€ Ny U {OO}

Satz 4.2.2. Sei R ein noetherscher Ring, I C R ein Ideal und M ein endlich erzeugter R-
Modul. Dann gilt
dptI M S htl M.

Beweis. Nach Satz gilt ht; M = ht; (M/ Y_;a;M) +r > 0+ r = r fiir alle Nicht-
nullteilerfolgen ay, ..., a, in I fiir M. O

Satz 4.2.3. Seien R ein Ring, I C R ein Ideal und M ein endlich erzeugter R-Modul mit
IM = M. Dann gilt dpt; M = co.

Beweis. Sei ay, ..., a, eine Nichtnullteilerfolge in I fiir M. Wir zeigen, dass es ein a € I
gibt so, dass a3, ...,a,,a wieder eine Nichtnullteilerfolge fiir M ist. Zu zeigen ist also
die Existenz eines Nichtnullteilers a € I fiir den Modul N := M/ Y} ;a;M. Aus IM =
M folgt offensichtlich IN = N. Nach dem Nakayama-Lemma 1.1.17 gibt es ein b € R
mit 1 —b € I und bN = 0. Setze a := 1 — b € I. Dann gilt fiir alle x € N mit ax = 0,
dass x =x —0=x—ax = (1—a)x = bx = 0. Also ist a kein Nullteiler fiir M. O

'In zukiinftigen Versionen dieses Skripts sollte nach dieser Definition die Bemerkung kommen.



Korollar 4.2.4. [—4.1.4] Seien R ein noetherscher Ring, I C R ein Ideal und M ein endlich
erzeugter R-Modul. Dann gilt dpt; M = co <= [IM = M.

Beweis. “<=" folgt aus Satz und “==" aus den Sitzen und O

Lemma 4.2.5. Sei R ein Ring, M ein R-Modul, a € R kein Nullteiler fiir M, p € ass(M/aM)
und b € p kein Nullteiler fiir M. Dann gilt p € ass(M/bM).

Beweis. Wiahle gemaf Definition 2.2.3 ein x € M mit p = anny;/,u(X). Wegen b € p
gibt es ein y € M mit bx = ay. Wir behaupten p = anny/sp (). Zu zeigen ist hierzu
fur allec € R

cx € aM < cy € bM.

“="Ist cx € aM, so cbx € abM und daher acy = cay € abM. Da a kein Nullteiler fiir
M ist, folgt cy € bM.

“<="Ist cy € bM, so cay € abM und daher bcx = cbx € baM. Da b kein Nullteiler fiir
M ist, folgt cx € aM. O

Proposition 4.2.6. Sei R ein Ring, S C R multiplikativ und M ein R-Modul. Sei ay, . .., a,
eine Nichtnullteilerfolge fiir M und seien sq,...,s, € S. Dann bilden g—;, een, ‘;—: eine Nicht-

nullteilerfolge fiir S~ M.
Beweis. Seii € {1,...,r}. Zu zeigen ist, dass {' kein Nullteiler fiir den Modul
L 1 S
Stm/ 21 575* M= s (M/ gajM)
= =

ist, wobei die Isomorphie aus 1.2.13 mit Z;-*i ?S‘lM Z; % ul’S IM=s5"1 ] 1 a;M

folgt. Sei daher x € M/ Zl_l ajM und s € S mit £ = 0. Es ist £ = 0 zu zeigen.
Wahle t € S mit ta;x = 0. Da a; nach Voraussetzung kein Nullteiler fiir den Modul
M/ ] 1a]M ist, folgt tx = 0 und daher ¥ = & = 0. O

Satz 4.2.7 (Matsumura). Sei R ein noetherscher Ring, M ein endlich erzeugter R-Modul, a
ein Nichtnullteiler fiir M und p € ass M. Dann ist jedes minimale Primoberideal von p + (a)
assoziiert zum R-Modul M /aM.

Beweis. Sei q ein minimales Primoberideal von p + (2). Dann ist Ry nach 1.2.12(f)
noethersch, M, nach 1.2.12(e) ein endlich erzeugter R,-Modul, 7 € Ry nach ein
Nichtnullteiler fiir Mg, pq € ass(M,) nach 2.2.10 und g4 ein minimales Primoberideal
von (p+(a))q = pq + (1), wie man mit 1.2.19 leicht zeigt. Wenn wir qq € ass(M,/{M,)
zeigen konnen, so folgt nach 1.2.13 wegen { M, = (aM),, dass Mq/{Mq = (M/aM)
und daher qq € (ass(M/aM),). Mit 1.2.20 und 2.2.10 folgt dann q € ass(M/aM). Des-
halb kénnen wir R durch R, ersetzen und von nun an voraussetzen, dass R lokal mit
maximalem Ideal q ist.

Betrachte nun den Untermodul N := {y € M | p C ann(y)} von M. Sicher ist N # 0,
denn wihlt man x € M mit p = ann(x), dann 0 # x € N. Da q ein minimales



Primoberideal von p + (a) ist, welches alle anderen Primideale von R enthilt, ist es das
einzige Primoberideal von p + (4) und damit insbesondere gleich /p + (a) [—1.3.6].
Da R noethersch ist, gibt es ein n € N mit q" C p + (a) [—+1.3.10]. Insbesondere ist
"N C (p+ (a))N CpN+aN C0+aM = aM.

Angenommen es gilt sogar N C aM. Fiir den Untermodul P := {y € M | ay € N}
von M gilt dann N = aP. Es folgt apP = pN = 0 und damit sogar pP = 0, da a
kein Nullteiler fiir M ist. Also P C N und damit N = aP C aN C gN C N, das
heifst N = gN. Das Nakayama-Lemma in seiner zweiten Fassung 1.1.21 (beachte 1.1.9)
widerspricht nun N # 0.

Wihle nun n € IN minimal mit "N C aM. Dann gilt ¢" !N ¢ aM. Wahle z €
q" !N\ aM. Dann qz C aM, also [ := {b € R | bz € aM} 2 q. Weil I ein Ideal von R
mit 1 ¢ I und q ein maximales Ideal von R ist, folgt ¢ = {b € R | bz € aM}, das heif3t
q = anny/,m(2). Also q € ass(M/aM) wie gewiinscht. O

Satz 4.2.8 (Vertauschungssatz fiir Nichtnullteilerfolgen). Seien R ein lokaler noetherscher
Ring mit maximalem Ideal m, M ein endlich erzeugter R-Modul, ay, . .. ,a, eine Nichtnulltei-
lerfolge in m fiilr M und o € S,. Dann ist auch a, ), ..., a4, eine Nichtnullteilerfolge in m
fiir M.

Beweis. (E ist ¢ eine Nachbartransposition, da jedes Element von S, ein Produkt sol-
cher ist. Mit a) konnen wir uns dann leicht auf den Fall » = 2 zurtickziehen. Zu
zeigen ist:

(a) a ist kein Nullteiler fir M.
(b) a; ist kein Nullteiler fiir M/a, M.

Wir zeigen beides mittels 2.2.5.

Fir (a) sei p € ass M. Zu zeigen ist ap ¢ p. Wegen p + (a1) C m gibt es nach 1.3.5
und 1.3.7 ein minimales Primoberideal q von p + (a1). Nach dem Satz von Matsumura
gilt g € ass(M/a;M). Nach 2.2.5 gilt a; ¢ q, denn a5 ist nach Voraussetzung kein
Nullteiler fiir M/a; M. Also gilt erst recht a, & p.

Fiir (b) sei p € ass(M/ayM). Wére a; € p, so wire p € ass(M /a3 M) wegen (a) und
Lemma was a4, € ann(M/a;M) C p widerspréiche, denn dann wire a, nach 2.2.5
ein Nullteiler fiir M /a1 M. O

Lemma 4.2.9. Sei R ein noetherscher Ring, M ein R-Modul und ay, ..., a, eine Nichtnull-
teilerfolge fiir M. Sei ag € R fiir keinen der Moduln M/ Yy ajM mit i € {0,...,r} ein
Nullteiler. Dann ist ag, a1, . . ., a, auch eine Nichtnullteilerfolge fiir M.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach r € INo.

r =0 trivial

r =1 Nach 2.2.5 liegt a9 in keinem zu M/a1M assoziierten Primideal, wahrend es
wegen ap € ann(M/agM) selbstverstandlich in jedem zu M/ayM assoziierten Prim-
ideal liegt. Insbesondere ass(M/agM) Nass(M/a;M) = @. Da weder ay noch a; ein



Nullteiler fiir M ist, gilt nach Lemma dass a; ¢ p fur alle p € ass(M/agM). Nach
2.2.5 ist a; also kein Nullteiler fiir M/agM. Also ist ag, a; eine Nichtnullteilerfolge fiir
M.

1,r—1—r (r>2) Nach Induktionsvoraussetzung ist ay, ..., 4,1 eine Nichtnull-
teilerfolge fiir M. Es bleibt zu zeigen, dass a, kein Nullteiler fiir M/ Z]r;é ajM ist. Wir
zeigen hierzu sogar, dass ay,...,a4,-1,4a0,4, eine Nichtnullteilerfolge fiir M ist, denn
dann ist insbesondere 4, kein Nullteiler fiir M/ ():]’-;11 ajM + agM) = M/ Z]r;(l) ajM.
Hierzu ist wegen a) nur zu zeigen, dass ag, a, eine Nichtnullteilerfolge fiir N :=
M/ ]r;ll ajM ist. Durch Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf den Modul N
reicht es hierfiir zu zeigen, dass ap weder ein Nullteiler fiir N noch fiir N/a,N ist. Bei-
des folgt direkt aus der Voraussetzung, letzteres wegen N/a,N = M/} ya;M. O

Definition 4.2.10. Seien R ein Ring, M ein R-Modul, I C R ein Ideal und ay,...,a,
eine Nichtnullteilerfolge in I fiir M heifst verlingerbar, wenn es ein a € I gibt derart, dass
ai, ..., a,,a eine Nichtnullteilerfolge fiir M ist.

Satz 4.2.11 (Hauptsatz tiber Nichtnullteilerfolgen). Seien R ein noetherscher Ring, I C R
ein Ideal, M ein endlich erzeugter R-Modul, r € INg und ay, ..., a, eine Nichtnullteilerfolge
in I fiir M. Dann sind dquivalent:

(a) r =dpt; M
(b) ay,...,a, ist nicht verlingerbar als Nichtnullteilerfolge in I fiir M.

Beweis. (a) == (b) ist klar nach Definition [4.2.1] Wir zeigen (b) = (a) durch Indukti-
on nach r:

=0 Vv

r=1 Gelte (b). Es ist r < dpt; M trivial. Um dpt; M < r = 1 zu zeigen, sei b € I kein
Nullteiler fiir M. Zu zeigen ist, dass jedes Element von I ein Nullteiler fiir M/bM ist,
was nach 2.2.5 zu I C (Jass(M/bM) &quivalent ist. Nach Voraussetzung (b) ist jedes
Element von I ein Nullteiler fiir M /a1 M, was wieder nach 2.2.5 mit I C |Jass(M /a3 M)
gleichbedeutend ist. Da ass(M/a; M) nach 2.2.18 endlich ist, gibt es gemafl 1.3.4 ein
p € ass(M/a;M) mit I C p. Aus Lemma [4.2.5]folgt nun p € ass(M/bM),dab eI C p.
Also I Cp C [Jass(M/bM).

L,r=1—=r (r>2) Gelte (b). Wieder ist ¥ < dpt; M trivial. Um dpt, M < r zu
zeigen, sei by, ..., bs eine weitere Nichtnullteilerfolge in I fiir M. Zu zeigen ist s < r.
(E s > 1. Dazu reicht es zu zeigen, dass es ein ¢ € I gibt derart, dass

(%) c,a1,...,a,_1 eine nicht verlangerbare Nichtnullteilerfolge in I fiir M und

(%x) ¢, by, ..., bs_1 eine Nichtnullteilerfolge in I fiir M

ist, denn dann ist mit[£.1.8(a) ay,...,a,_; eine nicht verlingerbare Nullteilerfolge in I
fir M/cM und by, ...,bs_; eine Nichtnullteilerfolge in I fiir M/cM, so dass aus der
Induktionsvoraussetzung angewandt auf den endlich erzeugten R-Modul M /cM folgt
s —1 <r—1und daher s <r.Um (%) und (*x) zu zeigen, reicht es nach Lemma
zu zeigen, dass es ein ¢ € I gibt mit



(O) cist fur keinen der r +s Moduln M/ Z§:1 ajMmiti € {0,...,r—1} und M/ Z§:1 biM
miti € {0,...,s — 1} ein Nullteiler und

(O) jedes Element von I ist ein Nullteiler fiir M/ (cM + ]’;11 ajM),

wobei ([J) die Bedingung ,nicht verldngerbar” in () sicherstellt. Wir zeigen zunéchst,
dass jedes ¢ € I mit () automatisch auch (OJ) erfiillt: Erfiille ¢ € I die Bedingung
(O)- Nach Bemerkung [4.1.8(a) und Voraussetzung (b) ist 4, eine nicht verldngerbare
Nichtnullteilerfolge in I fiir den R-Modul N := M/ Z]r-;% ajM, der nach Induktions-
voraussetzung daher Tiefe 1 beziiglich I hat. Da ¢ wegen () kein Nullteiler fiir N
ist, ist auch c eine nicht verldngerbare Nichtnullteilerfolge in I fiir N. Es gibt in I also
keinen Nullteiler fiir N/cN = M/ (cM + ]r;11 ajM).

Schlieflich zeigen wir die Existenz von ¢ € I mit (). Nach 2.2.5 ist diese gleichbe-
deutend zu

r—1 i s—1 i
I1Z U (U ass (M/ Za]-M> U U ass (M/ Zb]-M>> .
i—0 =1 i—0 =1
Da zu jedem endlich erzeugten Modul tiber R nach 2.2.18 nur endlich viele Prim-
ideale assoziiert sind, reicht es dazu nach 1.3.4 schon zu zeigen, dass I in keinem
der zu einem der oben genannten r + s Moduln assoziierten Primideale enthalten ist.
Tatsdchlich gilt nach 2.2.5 sogar

i
ai € I\ Jass (M/ Z@-M) firi € {0,...,7 — 1} und
=1

bi1 € I\Uass (M/ Zb]M> furi € {O,...,S—l}.
=1

J
U

Satz 4.2.12. [—#4.1.9] Sei R ein noetherscher Ring, I C R ein Ideal, M ein endlich erzeugter
R-Modul, r € N und ay, . .., a, eine Nichtnullteilerfolge in I fiir M. Dann gilt

r
dpt, (M/ Za,'M> =dpt, M—r  (mitco—r:= ).
i=1
Beweis. Schreibe N := M/ Y} ;a;M und sei zunichst dpt; M = oco. Nach gilt
dann IM = M. Daraus folgt sofort IN = N, woraus wieder mit[4.2.4]folgt dpt; N = oo.
Sei nun dpt; M < co. Dann kann man ay, ..., a, offenbar zu einer nicht verlangerbaren
Nichtnullteilerfolge a4, ..., a,,b1,...,bs in I fiir M ergdnzen fiir ein s € INy. Nach dem
Hauptsatz tiber Nichtnullteilerfolgen gilt dann r 45 = dpt; M. Nach[4.1.§(a) ist
b1, ..., bs eine nicht verldngerbare Nichtnullteilerfolge in I fiir N, woraus wieder mit
dem Hauptsatz folgt s = dpt; N. O



5 Cohen-Macaulay-Ringe

In diesem Kapitel seien wieder alle Ringe kommutativ.

5.1 Die Krulldimension eines Moduls

Satz 5.1.1. [—>2.2.15] Sei M ein R-Modul und I C R ein Ideal mit IM = 0, so dass M auch
als R/ I-Modul aufgefasst werden kann. Dann gilt I C p fiir alle p € supp M und

suppr,; M = {p/I | p € suppy M}.

_ IM=0 22.13
Beweis. Istp € suppM,sogilt] C annM C p. Wegen

spec(R/I) 127 {p/1|p €specR,ICp}
reicht es zu zeigen, dass fiir alle p € spec R mit I C p gilt:
p/1 € suppg, (M) <= p € suppg(M).
Sei also p € spec R mit I C p. Nach Definition 2.2.11 bleibt zu zeigen
My;1=0 < M, =0,

wobei M links als R/I-Modul und rechts als R-Modul aufgefasst wird. Hierzu reicht
es fiir alle x € M zu zeigen, dass

T=0in M, < T =0inM,
Dies ist einfach. O

Proposition 5.1.2. Sei M ein R-Modul. Dann gilt fiir alle p € supp M und q € spec R mit
p C q, dass q € supp M.

Beweis. Zu zeigen ist, dass fiir alle p,q € spec R mit p C q gilt
M;=0 = M, =0.
Tatsdchlich gilt allgemeiner fiir alle multiplikativen Mengen S,T C Rmit T C S
T7'M=0= S'M=0:

In der Tat: Seien S, T C R multiplikativ, T C S mit T1M = 0 und sei x € M. Wegen
{=0in T-M gibteseins € T C S mit sx =0, was 7 = 0 in S~ IM zeigt. O

10



Proposition 5.1.3. [—+2.2.8, 1.1.5(b)] Sei 0 — N i> M 2 P — 0 eine exakte Sequenz von

R-Moduln [—1.1.4(d)]. Dann gilt supp M = (supp N) U (supp P).
Beweis. Nach 1.2.12(a) besteht fiir alle p € spec R die exakte Sequenz

0N, 3 M, % p, 0.
von Ry-Moduln, wegen der M, =0 <= (N, =0& P, = 0) gilt. O

Definition 5.1.4. [—2.1.1] Sei M ein R-Modul. Die Krulldimension (kurz Dimension) von
M ist definiert durch

dim M := dimg M := sup{n € Ny | 3po,...,ps EsuppM :po C p1 C ... C pu}
S {—1} UNyU {OO},

wobei das Supremum wieder in der geordneten Menge {—1} U Ny U {c0} genommen
wird. Beachte dabei die Warnung d) unten.

Bemerkung 5.1.5. Sei M ein R-Modul.

)

(@) dimM = -1 B4 suppM:Q)z'ﬁf M=0

221
(b) dimM < dim R

(c) Die Krulldimension von R als R-Modul ist wegen 2.2.12(b) nichts anderes als die
Krulldimension von R als Ring.

(d) Ist R ein Korper und damit M ein R-Vektorraum, so gilt stets dimV < 0, da
specK = {(0)}. Der Dimensionsbegriff fiir Vektorrdume aus der linearen Alge-
bra hat daher mit dem hiesigen Dimensionsbegriff kaum etwas zu tun. Um nicht
durcheinanderzukommen, reservieren wir in diesem Skript die Abkiirzung dim
ausschliefSlich fiir die Krulldimension und erwédhnen explizit, wenn wir die Di-
mension im Sinne der linearen Algebra meinen, etwa indem wir von der ,,Vek-
torraumdimension” reden.

Proposition 5.1.6. Sei M ein R-Modul. Dann gilt
dim M = sup{dim(R/p) | p € supp M},
wobei das Supremum wieder in der geordneten Menge {—1} UINg U {oo} genommen wird.
Beweis. Fiir p € supp M gilt nach 1.3.7 und 2.1.1
dim(R/p) =sup{n € No | Ip1,...,pn €specR:p Cp; C ... C pu}
und wegen daher
dim(R/p) =sup{n € Ny | Ip1,...,pp EsuppM :p Cp1 C ... C pn},

wobei die Suprema natiirlich wieder in {—1} UNy U {c0} genommen werden. Daraus
folgt leicht die Behauptung. O
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Proposition 5.1.7. Es gebe eine exakte Sequenz 0 — N — M — P — 0 von R-Moduln.
Dann gilt dim M = max{dim N, dim P}.

Beweis.
dimMsup{dim(R/p) | p € supp M}

L sup{dim(R/p) | p € (supp N) U (supp P)}
= max{sup{dim(R/p) | p € supp N}, sup{dim(R/p) | p € supp P}}

max{dim N, dim P}

Proposition 5.1.8. Ist M ein R-Modul und I C R ein Ideal mit IM = 0, so gilt
dimg M = dimg,; M,
wobei rechts M als R/ I-Modul aufgefasst wird.
Beweis. 5.1.lund 1.3.7 O

Satz 5.1.9. Ist M ein endlich erzeugter R-Modul, so gilt dim M = dim(R/ ann M).
Beweis. 2.2.13 und 1.3.7 ]

5.2 Cohen-Macaulay-Moduln

Bemerkung 5.2.1. Ist R ein lokaler noetherscher Ring mit maximalem Ideal m und M
ein endlich erzeugter R-Modul. Falls M # 0, so gilt

dideim(R/ ann M) 2149) ht(m/ ann M) 2134w ht, M
ann MCm ann MCm

2.1.3 245
und daher 0 < dimM < oo.

Definition 5.2.2. Sei R ein lokaler noetherscher Ring mit maximalem Ideal m und M
ein R-Modul. Dann nennen wir

dptM :=dpt, M € NoU {oo}
[—{4.2.T] die Tiefe von M.

Bemerkung 5.2.3. Sei R ein lokaler noetherscher Ring mit maximalem Ideal m und M
ein endlich erzeugter R-Modul. Dann gilt

dptM=c0 222 M =M 22 M=o

12



Satz 5.2.4. Sei R ein lokaler noetherscher Ring mit maximalem Ideal m und M ein endlich
erzeugter R-Modul. Falls M # 0, so gilt

0<dptM < dimM < co.

Zum Vergleich: Falls M = 0, so gilt dpt M = oo und dim M = —1.

Beweis. Ist M # 0,500 < dptM 22 dpt M < hty M 2 dim M < 0. Ist M = 0,
s0 dpt M2 co und dim MEEY 1. O

Definition 5.2.5. [—5.2.4] Ein endlich erzeugter Modul iiber einem lokalen noether-
schen Ring heifst ein Cohen-Macaulay-Modul (kurz: CM-Modul), wenn seine Tiefe und
Krulldimension tibereinstimmen.

Beispiel 5.2.6. Endlich erzeugte nulldimensionale Moduln tiber lokalen noetherschen
Ringen sind CM-Moduln.

Satz 5.2.7. Sei R ein lokaler noetherscher Ring mit maximalem Ideal m, M ein endlich erzeug-
ter R-Modul, d,r € Ng und ay, ..., a, eine Nichtnullteilerfolge in m fiir M [—{4.1.7]]. Dann
sind dquivalent:

(a) M ist ein CM-Modul der Krulldimension d
(b) M/ Yi_4a;M ist ein CM-Modul der Krulldimension d — r
Beweis. Aus der zweiten Fassung des Nakayama-Lemmas 1.1.21 erhdlt man leicht
r
M=0 < M/) aM=0.
i=1

Ausserdem ist mit M auch M/ };_; a;M endlich erzeugt. Nun folgt unter Beachtung
von Bemerkung alles leicht aus den Satzen 4.1.9|und 4.2.12| O

Bemerkung 5.2.8. E[ b)] Sei R ein Ring, I C R ein Ideal und M ein R-Modul. Ist
] € R ein weiteres Ideal und gilt JM = 0, so dpt; M = dpt( 1+))/] M, wobei rechts M
als R/ J-Modul aufgefasst wird. Dies folgt sofort aus [4.1.§(b).

Proposition 5.2.9. Seien R ein lokaler noetherscher Ring mit maximalem Ideal m, I C m ein
Ideal von R und M ein R-Modul mit IM = 0. Dann sind dquivalent:

(a) M ist ein CM-Modul iiber R.
(b) M ist ein CM-Modul iiber R/ 1.

Beweis. R/1 ist ein lokaler noetherscher Ring mit maximalem Ideal m/I. Benutze nun
(5.1.8/ und 5.2.8 und beachte, dass M trivialerweise als R-Modul genau dann endlich
erzeugt ist, wenn er als R/I-Modul endlich erzeugt ist. O

IDiese Bemerkung sollte in zukiinftigen Versionen dieses Skripts besser nach Definition kommen.
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Satz 5.2.10 (Ungemischtheitssatz). Sei M ein CM-Modul iiber R mit dim M = d. Fiir alle
p € ass M gilt dann dim(R/p) = d.

Beweis. Es ist M # 0 und somit d € INy. Wir machen Induktion nach d:
d=0 Wegen dim(R/annM)™ 2 dim M = 0,13.7 und 2.2.19 gilt

ass M = (ass M)™" = {m}.
Nach 2.1.2(b) gilt dim(R/m) = 0, da R/m nach A2.4.4(b) ein Korper ist.

d—1—d (deN) Seip e assM. Dann gilt natiirlich ann M C p und daher

dim(R/p) < dim(R/ ann M) "L dim M = 4.

Zu zeigen bleibt dim(R/p) > d. Wegen dpt, M = dptM =d > 1 gibt es eina € m,
welches kein Nullteiler fiir M ist. Nach Satz ist M/aM ein CM-Modul der Krull-
dimension d — 1. Das Ideal p + (a) C m besitzt nach 1.3.5 und 1.3.7 ein minimales Pri-
moberideal q. Der Satz von Matsumura liefert q € ass(M/aM). Die Induktions-
voraussetzung angewandt auf M/aM und q liefert dim(R/q) = d — 1. Sicher gilta ¢ p,
denn nach 2.2.5 ist jedes Element von p ein Nullteiler fiir M. Daraus folgt p C g. Aus
Definition 2.1.1 und 1.3.7 folgt daher dim(R/p) > dim(R/q)+1= (d—1)+1=d. O

Korollar 5.2.11. Ist M ein CM-Modul iiber R, so gilt ass M = (ass M )™,

5.3 Kettenringe

Proposition 5.3.1. Sei R ein noetherscher Ring. Dann gibt es in (der beziiglich Inklusion
halbgeordneten Menge) spec R keine unendliche Kette, das heifst R besitzt nicht unendlich
viele paarweise beziiglich Inklusion vergleichbare Primideale.

Beweis. Angenommen C ist eine ist eine unendliche Kette in spec R. Besitzt C kein
grofites Element, so dann erhélt man leicht eine aufsteigende Kette

prCp2Cp3C...

von Primidealen von R 4. Besitzt C hingegen ein grofites Element p, so htp = oo
im Widerspruch zu 2.4.5, da C als unendliche Kette natiirlich beliebig lange endliche
Ketten enthilt 4. O

Bemerkung 5.3.2. Sei M eine halbgeordnete Menge. Man zeigt leicht, dass in M jede
Kette in einer maximalen Kette enthalten ist. Im allgemeinen Fall wendet man hierzu
das Zornsche Lemma an auf die durch Inklusion halbgeordnete Menge der Ketten in
M. Wenn es in M keine unendlichen Ketten gibt [ =(5.3.1]], so kann man das auch leicht
ohne das Zornsche Lemma bewerkstelligen.
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Notation 5.3.3. [—1.2.14] Ist M eine durch < halbgeordnete Menge und sind a,b € M,
so schreiben wir

Mb:={ceM|a=<c=b}
My:={ceM|a=c}und
M :={ceM|c=b}

Definition 5.3.4. [—5.3.1] Wir nennen einen noetherschen Ring R einen Kettenring,
wenn fiir alle p,q € specR und alle maximalen Ketten C und D in (specR); gilt
#C = #DJ

Satz 5.3.5. Quotienten und Lokalisierungen von Kettenringen sind wieder Kettenringe.
Beweis. 1.2.12(f), 1.2.19 und 1.3.7 O

Proposition 5.3.6. Sei R ein noetherscher Ring mit der Eigenschaft, dass fiir alle maximalen
Ketten C und D in spec R gilt #C = #D. Dann ist R ein Kettenring.

Beweis. Seien p,q € specR und C und D maximale Ketten in (specR)y. Zu zeigen
ist #C = #D. Gilt p € q, so gilt (specR); = @ und damit C = @ = D. Gilt p =
q, so gilt (specR)} = {p} und damit C = {p} = D. Also &E p C ¢. Wihle nun
gemadfs Bemerkung eine maximale Kette A in (spec R)? und eine maximale Kette
B in (specR)q. Nach Proposition sind A, B, C und D jeweils endliche Mengen.
Offenbar gilt ANC = {p}, BNC ={g} und ANC = @. Also gilt

#C =#(AUCUB) —#(AUB)+2 und analog
#D =#(AUDUB) —#(AUB) +2.

Es reicht daher #(A U C U B) = #(A U D U B) zu zeigen. Dies folgt aus der vorausge-
setzten Eigenschaft von R, dass AUCU B und A U D U B maximale Ketten in spec R
sind. Wir zeigen dies nur fiir AUCU B, da es fiir AU D U B dann analog geht:
Sei hierzu v € specR derart, dass A UC UBU {t} eine Kette in specR ist. Wegen
{p,q} CAUCUBgiltdannt C p,p C v C qoder q C v. Also gilt AU {t} C (specR)?,
CU{r} C (specR); oder BU {t} C (specR),. Wegen der Maximalitit von A, C und
B, folgt dann v € A, v € C oder v € B. O

Satz 5.3.7. Sei M ein CM-Modul iiber R. Dann ist R/ ann M ein Kettenring und fiir jede
maximale Kette C in spec(R/ ann M) gilt #C = (dim M) + 1.

Beweis. Setze d := dim(R/ ann M) EL dim M @] INo. Nach Proposition [5.3.6| reicht
es zu zeigen, dass fiir alle maximalen Ketten C in spec(R/ann M) gilt #C = d + 1.
Hierbei ist ,<” trivial. Mit 1.3.7 ist also zu zeigen, dass fiir alle maximalen Ketten C
in {p € specR |ann M C p} gilt #C > d + 1. Dies zeigen wir durch Induktion nach d:

%In einer spateren Version dieses Skripts wire es eventuell schoner, Kettenringe iiber die in Satz m
unten vorausgesetzte Eigenschaft zu definieren und dann die Eigenschaft aus dieser Definition in

Satz @] zu zeigen.
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d =0 Kklar nach Definition 2.1.1

d—1—d (deN) SeiC eine maximale Kette in {p € specR | ann M C p}. Wegen
M # 0 gilt 1 ¢ ann M und daher ann M C m, wobei m das maximale Ideal des lokalen
noetherschen Ringes R bezeichne. Schreibe C = {po,...,p/} mit ¢ := #C — 1 und
po € ... C ps. Dann gilt p; = m und wegen d > 1 somit ¢ > 1. Wir behaupten, dass es
ein a € R gibt mit den folgenden Eigenschaften:

(@) M/aM ist ein CM-Modul iiber R mit dim(M/aM) =d — 1.

(b) C\ {po} ist eine maximale Kette in {p € specR | ann(M/aM) C p}.

Wenn wir das gezeigt haben, folgt mit der Induktionsvoraussetzung angewandt auf
M/aM, dass #C —1 = #(C\ {po}) > (d —1) +1 = d und daher #C > d + 1 wie
gewiinscht. Hierzu reicht es ein a € R zu finden mit:

(c) a € pp und a ist kein Nullteiler fiir M.

(d) p; ist ein minimales Primoberideal von ann(M/aM).

In der Tat impliziert (c) nach Satz die Bedingung (a). Dies bliebe sogar richtig,
wenn man in (¢) nur a € m statt a € p; fordern wiirde. Weil mit (b) automatisch
a € ann(M/aM) C p; gilt, brauchen wir aber ohnehin a € p;. Fiir das Folgende halten
wir fest, dass wegen der Maximalitdt von C gilt

(%) po € {p € specR |ann M C p}™ ass M)™" C ass M.

Als néchstes zeigen wir die tiberraschende Tatsache, dass jedes a2 wie in (c) automatisch
(d) erfullt: Erfiille a also (c) und damit wie bereits bemerkt (a). Wegen (*) und 2.2.5
gilt dann a € po. Wieder wegen der Maximalitdt von C ist daher p; ein minimales
Primoberideal von pg + (4) in R. Aus dem Satz von Matsumura folgt also

p1 € ass(M/aM) [%] (ass(M/aM))™,
a
was nach 2.2.19 die Bedingung (d) impliziert.
Um schliefllich ein 2 € R mit (c) zu finden, ist nach 2.2.5 zu zeigen, dass p; <
Uass M 5210 U((ass M)™n). Ware p; C J((ass M)™"), so gidbe es wegen der aus

2.2.19 folgenden Endlichkeit von ass M nach 1.3.4(c) ein q € (ass M)™" mit p; C q im
Widerspruch zu (*) und po C p;. O

Definition 5.3.8. [—.2.5] Ein Ring heifit ein Cohen-Macaulay-Ring (kurz: CM-Ring),
wenn er ein CM-Modul iiber sich selbst ist, das heif3t wenn er lokal und noethersch ist
und wenn seine Tiefe als Modul iiber sich selbst [+5.2.2] und seine Krulldimension
(als Modul iiber sich selbst oder als Ring [—{5.1.5(c)]) tibereinstimmen

Beispiel 5.3.9. Nach c) und sind nulldimensionale lokale noethersche Ringe
stets CM-Ringe. Insbesondere sind Kérper CM-Ringe.

Korollar 5.3.10. [—5.3.7] Sei R ein CM-Ring. Dann ist R ein Kettenring und fiir jede ma-
ximale Kette C in spec R gilt #C = (dim R) + 1.
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5.4 CM-Ringe und Parametersysteme

Korollar 5.4.1. [—5.2.9] Seien R ein lokaler noetherscher Ring mit maximalem Ideal m und
I C mein Ideal von R. Dann sind dquivalent:

(a) R/1I ist ein CM-Modul iiber R.
(b) R/I ist ein CM-Ring.

Korollar 5.4.2. [—{5.2.7]] Sei R ein lokaler noetherscher Ring mit maximalem Ideal m, d,r €
INo und ay, . .., a, eine Nichtnullteilerfolge in m fiir den R-Modul R. Dann sind dquivalent:

(a) R ist ein CM-Ring der Krulldimension d.
(b) R/(ay,...,a) ist ein CM-Ring der Krulldimension d — r.

Satz 5.4.3. Sei R ein lokaler noetherscher Ring mit Parametersystem [—82.5] ay,...,a,.
Dann ist R genau dann ein CM-Ring, wenn ay, ..., a, eine Nichtnullteilerfolge fiir den R-
Modul R bilden.

Beweis. Bilden aj,...,a, eine Nichtnullteilerfolge fiir den R-Modul R, so gilt
622 . 251
n < dptR < dimR"=n

und daher dptR = dim R, was geméfS Definition bedeutet, dass R ein CM-Ring
ist. Fiir die umgekehrte Richtung fithren wir Induktion nach n € INy:

n—1—=n (neN) SeiR ein CM-Ring. Zu zeigen ist gemifl Bemerkung a):

(a) aq ist kein Nullteiler fiir den R-Modul R.
(b) ay,...,a, bilden eine Nichtnullteilerfolge fiir den R-Modul R/a;R.

Wir zeigen (a) mittels 2.2.5. Sei hierzu p € ass M. Zu zeigen ist a; ¢ p. Nach dem
Ungemischtheitssatz gilt dim(R/p) = n, weshalb die Restklassen von ay, ..., a,
in R/p ein Parametersystem fiir den lokalen noetherschen Ring R/p bilden, wie man
leicht sieht. Nach 2.5.4(e) gilt insbesondere dim((R/p)/(a1)) = n — 1, was unmoglich
mit a; € p vereinbar wire.

Nun zeigen wir (b). Nach Korollar und (a) ist R/ (a1) ein CM-Ring der Krulldi-
mension n — 1 und die Restklassen von ay, ..., a, bilden nach 2.5.4(e) ein Parameter-

system davon. Mit Induktionsvoraussetzung folgt, dass die Restklassen von ay, ..., a,
in R/ (a1) eine Nichtnullteilerfolge fiir den R/ (a;)-Modul R/ (a;) bilden. Daraus folgt

(b) mit Bemerkung 4.1.8(b). O
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5.5 Lokalisierung von CM-Ringen

Satz 5.5.1. Sei M ein CM-Modul und p € supp M. Dann ist auch My, ein CM-Modul.

Beweis. Wir bemerken vorweg, dass mit dem R-Modul M auch der R,-Modul M, nach
1.2.12(e) endlich erzeugt ist. Weiter ist mit dem Ring R nach 1.2.12(f) auch der Ring R,
noethersch. Beachte auch, dass R, nach 1.2.23 lokal mit maximalem Ideal p, ist. Wegen
gilt dim(R/p) < k := dim M < co. Wir fithren Induktion nach k:

k = dim(R/p) Es gilt offenbar p € (supp M)™". Nach 2.2.16 folgt daraus

pp € (supp M,)™™".

Nach 2.2.13 ist somit p, ein minimales Primoberideal von ann(M,). Weil p, das ma-
ximale Ideal des lokalen Ringes R, ist, ist p, sogar das einzige Primoberideal von
ann(M,). Nach 2.2.13 gilt also supp(M,) = {p,} und es folgt mit

dim M, = dim(R,/p,) "2 0,

womit nach M, ein CM-Modul ist.
k—1—k (keN, k>dim(R/p)) Nach dem Ungemischtheitssatz5.2.10| gilt

dim M = dim(R/q)

fir alle q € ass M, wiahrend dim M = k > dim(R/p) gilt. Also ist p in keinem der nach
2.2.18 nur endlich vielen zu M assoziierten Primideale enthalten. Mit 1.3.4(c) folgt
p Z Uass M. Nach 2.2.5 gibt es also ein a € p, welches kein Nullteiler fiir M ist. Nach
ist M/aM ein CM-Modul der Dimension (dim M) — 1. Wir wollen die Indukti-
onsvoraussetzung auf M/aM und p anwenden und zeigen dazu p € supp(M/aM):
Es gilt ann M + (a) C p und daher nach [4.1.3/sogar ann(M/aM) C p. Nach 2.2.13 gilt
also tatsédchlich p € supp(M/aM). Nach Induktionsvoraussetzung ist somit

1.2.13
(M/aM), = My/(aM), = My/ 1M,

—_

ein CM-Modul. Nun ist § € p, nach kein Nullteiler fiir M,, weshalb M, nach
ein CM-Modul ist. O

Korollar 5.5.2. Lokalisierungen von CM-Ringen nach Primidealen sind wieder CM-Ringe.

5.6 Regulare lokale Ringe sind Integritdtsringe

Sprechweise 5.6.1. Sei R ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m und M ein R-Modul.
Dann ist M/mM in nattirlicher Weise ein R/m-Vektorraum. Wir nennen diesen den
Restklassenraum von M.

Proposition 5.6.2. Sei R ein lokaler Ring, M ein endlich erzeugter R-Modul und x1,...,x, €
M. Dann sind dquivalent:
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(a) M wird durch x4, ...,x, erzeugt.
(b) Der Restklassenraum von M wird durch die Restklassen der x1, ..., x, erzeugt.

Beweis. (a) = (b) ist trivial. Fiir (b) = (a) benutzen wir die zweite Fassung 1.1.21
des Nakayama-Lemmas: Gelte (b). Dann gilt fiir N := M/ Y ; Rx;, dass mN = N,
wobei m das maximale Ideal von R bezeichne, und daher N = 0, da mit M auch N
endlich erzeugt ist. Also M = )" ; Rx;. O

Sprechweise 5.6.3. Sei M ein R-Modul. Wir sagen, dass x1,...,x, € M ein minimales
Erzeugendensystem von M bilden, wenn x1, ..., x, ein Erzeugendensystem von M bil-
den, aber x1,...,X;_1,Xj41,..., X, fur kein i € {1,...,n} ein Erzeugendensystem von
M bilden. Wir nennen ein Element x € M basisch, wenn es x1,...,x, € M gibt so, dass
X,X1,...,X, ein minimales Erzeugendensystem von M bilden.

Beispiel 5.6.4. Sei V ein K-Vektorraum. Dann bilden xi,...,x, € V genau dann ein
minimales Erzeugendensystem von V, wenn sie eine Basis von V bilden [+LA6.2.1(c)].
Weiter ist wegen des Basisergdnzungssatzes [—+LA6.2.20] ein Element x € V genau
dann basisch, wenn V endlichdimensional [+LA6.2.25(c)] im Sinne der linearen Al-
gebra ist und x # 0 gilt.

Satz 5.6.5. Sei R ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m und M ein endlich erzeugter R-
Modul. Dann gilt:

(a) Elemente x1,...,x, € M bilden genau dann ein minimales Erzeugendensystem von M,
wenn ihre Restklassen eine Basis des Restklassenraumes von M bilden.

(b) Es gibt ein minimales Erzeugendensystem x1,...,x, von M und fiir jedes solche ist n
stets die Vektorraumdimension des Restklassenraumes von M.

(c) Ein Element x € M ist genau dann basisch, wenn x ¢ mM.

Beweis. 5.6.2,,5.6.3,5.6.4 O

Definition 5.6.6. Sei R ein lokaler noetherscher Ring mit maximalem Ideal m. Dann
nennt man

edimR := min{n € Ny | Jay,...,a, Em:m = (ay,...,a,)} € Ny
die Einbettungsdimension von R.
Satz 5.6.7. Sei R ein lokaler noetherscher Ring mit maximalem Ideal m.

(a) Die Einbettungsdimension von R stimmt mit der Vektorraumdimension des R /m-Vektorraums
m/m? iiberein.

(b) Die Krulldimension von R ist hochstens so grof8 wie die Einbettungsdimension von R,
das heifit dim R < edim R.
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Beweis. (a) folgt aus b) und (b) aus dem Hohensatz von Krull 2.4.4. O

Definition 5.6.8. Ein requlirer lokaler Ring ist ein lokaler noetherscher Ring R mit
dim R = edim R.

Bemerkung 5.6.9. Die nulldimensionalen reguldren lokalen Ringe sind genau die Kor-
per.

Satz 5.6.10. Sei R ein requlirer lokaler Ring mit maximalem Ideal m und a € m \ m?. Dann
ist R/ (a) wieder ein requliirer lokaler Ring ist mit (dim R/ (a)) +1 = dim R.

Beweis. Es ist a nach Voraussetzung ein basisches Element des R-Moduls m, weswegen
es ay,...,a, € m gibt derart, dass 4,4y, ...,4a, ein minimales Erzeugendensystem des
R-Moduls m bilden. Es gilt nun
5.6.5(b
1+ 723 edim RES dim R,

Betrachte den kanonischen Epimorphismus R — R/m, a — a. Nach 1.3.7 ist R/(a)
ein lokaler noetherscher Ring mit maximalem Ideal m/Ra = (a,...,a,). Es gilt also

. 2.1.4(a) 246
n=(dimR)—-1"="(htm) —1 < ht(m/Ra)

2.1.4(a)

b)
=" dim(R/(a))

edim(R/(a)) <n

A

O

Lemma 5.6.11. Sei R ein lokaler noetherscher Ring mit maximalem Ideal wm und es gebe ein
Hauptideal in (specR) \ (spec R)™™. Dann ist R ein Integrititsring.

Beweis. Wiahle 2 € R mit (a) € (specR) \ (spec R)™". Dann gilt natiirlich 2 € m.
Wegen (a) € specR kénnen wir gemif 1.3.5 p € (spec R)™" mit p C (a) wihlen.
Wegen (a) ¢ (spec R)™" gilt a ¢ p. Zu zeigen ist p = (0). Nach der zweiten Fassung
1.1.21 des Nakayama-Lemmas reicht es zu zeigen, dass mp = p. Sei also b € p. Zu
zeigen ist b € mp. Wegen p C (a) gibt es c € R mit b = ca. Wegen a € m reichtes b € p
zu zeigen. Dies folgt aber ausca =b € punda & p. O

Lemma 5.6.12. Sei R ein lokaler noetherscher Ring mit maximalem Ideal m und dim R > 0.
Dann gilt
m Z m? U|_J(spec R)™™.

Beweis. Als noetherscher Ring besitzt R nach 2.2.22 nur endlich viele minimale Prim-
ideale. Nach 1.3.4(c) reicht es daher zu zeigen, dass m ¢ m? und m ¢ p fiir al-
le p € (specR)™". Aus dimR > 0 folgt aber sogar m> C m und p C m fiir alle
p € (spec R)™1, denn letzteres folgt sofort aus dim R > 0 und ersteres sieht man wie
folgt: Ware m = m?, so folgte aus der zweiten Fassung 1.1.21 des Nakayama-Lemmas
m = (0) ebenfalls im Widerspruch zu dim R > 0. O
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Satz 5.6.13. Regulire lokale Ringe sind Integrititsringe.

Beweis. Wir zeigen durch Induktion nach n € Ny, dass alle regulédren lokalen Ringe R
mit dim R = n Integritdtsringe sind.

n =0 ist klar nach

n—1—mn (nelN) SeiR ein regulirer lokaler Ring mit maximalem Ideal m und
dim R = n. Wegen n > 1 kdnnen wir nach Lemma 5.6.12| ein

aem)\ (mz U J(spec R)mm)

wihlen. Lemma besagt, dass R/(a) wieder ein regulédrer lokaler Ring ist mit
dim(R/(a)) = n — 1. Nach Induktionsvoraussetzung ist daher R/(a) ein Integritéts-
ring und daher (a) ein Primideal. Da ausserdem (a) in keinem minimalen Primideal
enthalten ist, haben wir sogar (a) € (specR) \ (spec R)™". Nach Lemma ist also
R ein Integritdtsring. O

Satz 5.6.14. Regulire lokale Ringe sind CM-Ringe.

Beweis. Wir zeigen durch Induktion nach n € Ny, dass alle regulédren lokalen Ringe R
mit dim R = n CM-Ringe sind.

n =0 istklar nach

n—1—n (n€IN) SeiR ein reguldrer lokaler Ring mit maximalem Ideal m und

dim R = n. Wegen n > 1 konnen wir nach Lemma eina € m\ m? wihlen, was
wegen a # 0 nach Satz natiirlich kein Nullteiler in R ist. Lemma besagt,
dass R/ (a) wegen a € m* \ m wieder ein regulédrer lokaler Ring ist mit dim(R/(a)) =
n — 1. Nach Induktionsvoraussetzung ist daher R/ (a) ein CM-Ring. Mit[5.4.2]ist dann
auch R ein CM-Ring. O

5.7 Lokalisierung von Polynomringen

Lemma 5.7.1. Sei R ein requlirer lokaler Ring mit maximalem Ideal wm und p ein Primideal
des Polynomrings R[X] so, dass p N R = wm. Dann ist auch R[X], ein reguliirer lokaler Ring.

Beweis. Mit R ist auch R[X] noethersch nach dem Hilbertschen Basissatz [—+A2.7.8]
und damit auch R[X], nach 1.2.12(f). Es ist R[X], lokal mit maximalem Ideal p, nach
1.2.23. GemaB 5.6.8|bleibt zu zeigen dim(R[X],) = edim(R[X],). Wir zeigen dazu, dass
esn € {d,d+ 1} gibt mit

n < dim(R[X],) 22 edim(R[X],) < 1,

wobei d := dim R = edim R € INy. Hierzu reicht es offenbar zu zeigen, dass es n €
{d,d + 1} gibt mit

(%) htp>n & 3p1,...,pn ER[X]:p=(p1,...,Pn)-
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Fiir jedes Ideal I von R bezeichne (I)g[x] das davon erzeugte Ideal in R[X], welches of-
fensichtlich gerade aus den Polynomen mit Koeffizienten aus I besteht und fiir welches
daher (I)g;x) R = I gilt. Ist I € spec R, so gilt offensichtlich (I )r[x] € spec R[X], denn
wir haben eine kanonische Ringisomorphie R[X]/(I)gjx] = (R/I)[X] und (R/I)[X]
ist als Polynomring iiber dem Integritdtsring R/I wieder ein Integritatsring. Wegen
dimR = d konnen wir pg,...,ps € specR wahlen mit po C p; C ... C pgy = m.
Es gilt dann offensichtlich (po)g;x] C (P1)rjx] C --- C (pa)r[x)- Weiter kénnen wir
wegen edim R = d Elemente a3,...,4; € R mit m = (ay,...,a;) wahlen. Offensicht-
lich wird dann das Ideal p = (m)g[x] in R[X] ebenfalls von ay,...,a; erzeugt. Gilt
nun p = (m)g(x], so sieht man sofort dass (x) fiir n := d gilt. Gelte also von nun an
p # (m )R[X Dann zeigen wir, dass () fiir n := d 41 gilt. Wegen m = pN R C p gilt
(m)g(x) C p. Somit

(Po)rix] C (P1)r[x] C -+ C (Pa)rx) = (M)Rx) C P
und daher htp > d + 1. Betrachte nun den kanonischen Ringepimorphismus
¢: R[X] — (R/m)[X],
dessen Kern (m)gyj in p enthalten ist, weswegen p = ¢~ '(¢(p)) gilt. Da R/m ein
Korper ist, ist (R/m)[X] ein Hauptidealring [ +LA10.2.2]. Daher ist das Ideal ¢(p) ein
Hauptideal in (R/m)[X]. Wegen der Surjektivitit von ¢ koénnen wir also p € R[X]
wihlen mit ¢(p) = (¢(p)). Dann ist das Bild des von p in R[X] erzeugten Hauptideals

gleich ¢(p) und daher p = ¢~ (@(p)) = (p) +kerg = (p) + (m)gy = (p,a1,...,a4).
O

Lemma 5.7.2. Sei R ein Ring und p ein Primideal des Polynomrings R[X] so, dass Rynr ein
reguliirer lokaler Ring ist. Dann ist auch R[X], ein regulirer lokaler Ring.

Beweis. Betrachte die multiplikative Menge S := R\ p in R. Dies ist auch eine multi-
plikative Menge in R[X] und man sieht leicht, dass man einen kanonischen Ringiso-
morphismus

¢: (ST'R)[X] = STH(R[X])
hat [+LA3.2.13, A2.2.7, A2.3.7,1.2.3]. Wegen pN S = @ ist S~!p nach 1.2.19 ein Prim-
ideal von S~!(R[X]) und damit q := ¢~ !(S~!p) ein Primideal von (S~'R)[X]. Es gilt
nun

Iso.
pﬂRezspec R ¢ 2.2\._,14

((Rpnr) [X])g (ST'R)[X])q = (STHRIX]))s

Rprr=S"1R
Da Rynr nach 1.2.23 ein lokaler Ring mit maximalem Ideal (p N R)ynr ist und
(%) dN Rpar = (PN R)pr

gilt, wie wir gleich nachpriifen werden, ist der linksstehende Ring nach Lemma
ein reguldrer lokaler Ring und damit auch der dazu isomorphe rechtsstehende Ring.
Fiir den Nachweis von () reicht es zu beobachten, dass

qu — q)( )eS p — eS‘lp — JtES:tacp < acyp
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gilt fiir allea € Rund s € S. O

Satz 5.7.3. Sei K ein Korper. Ist n € INg und p € specK[Xj, ..., Xy], so ist K[X1,..., Xn]p
ein requlirer lokaler Ring.

Beweis. Induktion nach n € INy:

n=0 Istp € specK, sop = (0) und K[X,..., Xu]p 2 qf(K) = K ist ein Korper

und damit ein reguldrer lokaler Ring [—5.6.9].

n—1—n (neN) EsgiltK[Xy,...,X,] = R[X,] mit R := K[Xy, ..., X,_1]. Nach
Lemma [5.7.2 reicht es daher zu zeigen, dass Rynr ein reguldrer lokaler Ring ist fiir
alle p € specR[X,|. Dies aber klar aus der Induktionsvoraussetzung, denn pN R €
spec R. O

Korollar 5.7.4. Ist K ein Korper, n € INg und p € specK[Xj, ..., Xy], so ist K[X1, ..., Xulp
ein CM-Ring.

Beweis. und O
Korollar 5.7.5. Polynomringe in endlich vielen Variablen iiber Korpern sind Kettenringe.

Beweis. Sei R ein solcher Polynomring. Nach dem Hilbertschen Basissatz [—+A2.7.9,
AAGI1.1.21] ist R dann noethersch. Aus Definition [5.3.4] ersieht man zusammen mit
1.2.20 jetzt sofort, dass es reicht zu zeigen, dass jede Lokalisierung von R nach einem
Primideal ein Kettenring ist. Nach ist aber eine solche Lokalisierung sogar ein
CM-Ring und damit nach ein Kettenring. O
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