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Ubungsblatt 12 zur Linearen Algebra I

Aufgabe 1: Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und es seien U und W Unterrdume
von V mit V =U@®W. Nun sei u = (uq,...,u) eine Basis von U und w = (wq,...,wy) eine Basis
von W. Betrachte ferner das (k + ¢)-Tupel

e !/ /
vi= (Up, ..., Uk, U, ., Up)
von Vektoren von V.
(a) Zeige, dass v eine Basis von V ist.

(b) Sei f: V — V eine lineare Abbildung mit f(U) C U und f(W) C W. Zeige, dass dann die
Darstellungsmatrix M (f,v) von f beziiglich der Basis v die Blockgestalt
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mit A € K¥** und B € K¢ hat, wobei die beiden Nullen jeweils fiir eine Nullmatrix mit der
jeweils geeigneten Anzahl von Zeilen und Spalten stehe.

Aufgabe 2: Es sei n € Ng und 0 € S,, (also o: {1,...,n} — {1,...,n} bijektiv). Beschreibe die
Darstellungsmatrix A := M(f,e) der linearen Abbildung

T Lo(1)
f:R" - R", D=
In Lo(n)

beziiglich der Standardbasis e des R™ und zeige, dass ihre Determinante gleich dem Vorzeichen der
Permutation o ist, das heif3t

det(M(f,e)) = sgn(o).

Aufgabe 3: Die duflerst sportliche Tina wohnt im idyllischen Dorf Znatsnok, wo es aufler ihrem
Wohnhaus T noch die Dorflinde L, den Marktplatz M sowie das Wohnhaus F ihres Freundes gibt.
Diese sind wie folgt durch Straflen miteinander verbunden:

Jeder dieser Strecken ist genau einen Kilometer lang (auch wenn es auf dem schematischen Plan
anders erscheint). Tina lduft ausschlieBlich auf den Strafien und zwar immer von einem Endpunkt
zum anderen.



(a) Gib in vier Tabellen jeweils an, wie viele Wege der Linge 0, 1, 2 und 3 Kilometern es zwischen
je zweien der Orte T, L, M und F gibt.

(b) Berechne die Potenzen A° = I, A! = A; A2 = AA und A® = AAA der Matrix

c Z4><4
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(c) Stelle eine Vermutung iiber den Zusammenhang der Eintrige von A™ und den Wegen der Lénge
n Kilometer fiir n € Ny zwischen zwei Orten von Znatsnok auf und beweise sie.

(d) Tina l&uft jeden Tag einen Weg von genau tausend Kilometern Léinge (sie ist ja duBerst sport-
lich) zwischen ihrem Haus und dem ihres Freundes (dabei darf sie auf dem Weg auch mehrmals
bei ihrem Freund oder bei ihr zuhause vorbeikommen). Befindet sie sich in ihrem Haus, lduft sie
zu ihrem Freund und bleibt dort bis zum néchsten Morgen. Befindet sie sich bei ihrem Freund,
lduft sie zu sich und bleibt dort bis zum néchsten Morgen. Dabei benutzt sie keinen Weg zwei-
mal (auch nicht denselben riickwirts), weil ihr sonst langweilig wird. Zu Beginn befindet sie
sich in ihrem Haus. Wenn es keine neuen Wege mehr gibt, bleibt sie fiir immer in dem Haus,
in dem sie sich befindet. Wird sie zum Schluss bei sich oder bei ihrem Freund wohnen?

Aufgabe 4: Es sei K ein Korper.

A1
(a) Seien ay,...,a, € K. Bestimme die Determinante der n x n-Matrix (O g )

w0
(b) Es seien m € Ny und A; € K™>*™ . A, € K" X" quadratische Matrizen mit Eintrégen
in K, deren Dimensionen die Summe n haben. Bestimme die Determinante der n x n-Matrix

Aq

Ay

Am

in Abhéngigkeit von m, ni,...,n,, und det(A4;),...,det(Ay,).
Zusatzaufgabe fiir Interessierte: Es sei K ein endlicher Korper, n € Ny und A € K™*". Zeige:

A ist genau dann invertierbar, wenn ein k € N mit A* = I,, existiert.

Bei jeder Aufgabe sind bis zu 10 Punkte zu erreichen. Abgabe bis Montag, den 12. Februar 2018,
um 9:55 Uhr in das Postfach Ihrer/s TutorIn/s in der 4. Etage des F-Gebaudes.



