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Nachklausur zur Linearen Algebra I, Losungsvorschlag

Aufgabe 1. (a) 1,4

Aufgabe 3. (a) Die Begleitmatrix des Polynoms X3 4+ X2 + X 4+ 1 € Q[X]
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c) Der Ring F3[X]/(X?) hat vier Elemente, nimlich 0 =0, 1 = T, X und X + 1. Seine
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Ideale sind {0} = (0), F5[X]/(X?) = (1) und {0, X} = (X).
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Aufgabe 4. Gesucht sind drei Vektoren z, y, z € R? derart, dass die Matrix M = (z y 2),
deren Spalten z, y und z sind, die angegebene Gleichung erfiillt. Da Matrixmultiplikation
geméfs Vorlesung ,simultanes Multiplizieren mit Spaltenvektoren ist“, sind daher z,y, z €
R3 gesucht derart, dass

(%) Ar=b, Ay=c und Az=d,

wobei
01 2 1 0 1
A=1[1 2 3],b:=10],c:=[1] undd 1
1 4 6 2 0 -1



Es sind also drei inhomogene lineare Gleichungssysteme mit derselben linken Seite zu
16sen. Dies kann man laut Vorlesung effizient bewerkstelligen, indem man die Koeffi-
zientenmatrix des zugehorigen homogenen linearen Gleichungssystems um drei Spalten
erweitert, die den rechten Seiten entsprechen (vergleiche auch Verfahren zur Berechnung
der Inversen einer Matrix). Die erweiterte Koeffizientenmatrix (A | b ¢ d) fithren wir also
durch erlaubte Zeilenoperationen in eine Matrix der Form (A’ | b ¢ d’) mit A’ € R3*3
in reduzierter Stufenform und ¥, ¢/, d € R? iiber:

01 2]1 0 1 12 3/0 1 1
1 23[01 1 |2% 20121 0 1
1 46[(20 -1) 292 \o 2 3|2 -1 -2
12 3]0 1 1
BEBTR A g 1 9 |1 0 1
e 00 —1/0 -1 —4
10 —1]-2 1 -1
AEDTRR A g 1 9 |1 0 1
Zo=4 \g0 1|0 1 4
100|-2 2 3
ACBAB A 91 0] 1 -2 -7
B2\ g9 1|0 1 4
Wir sehen also, dass (x) dquivalent ist zu
) 2 3
(%) Isz=1 11|, Isy=1[-2 und Iszz = | =7
0 1 4
2 2 3
Daher kann man M := [ 1 —2 —7 | wahlen (und dies ist die einzige mogliche Wahl,
0 1 4

was aber hier irrelevant ist).
Aufgabe 5. Setze V := R[X]/(p). Aus der Vorlesung wissen wir, dass
[V =V, g— Xq

wohldefiniert und linear ist. Es folgt (a), denn f2 = f o f ist ebenfalls linear und es gilt
2@ = f(f@) = f(Xq) = X?q.

(b) Das Minimalpolynom von g kann nicht den Grad 0 haben, da V' kein Nullvektor-
raum ist. Es kann auch nicht Grad 1 haben, denn nicht jeder Vektor # 0 aus V ist ein
Eigenvektor von g (zum Beispiel 1, denn g(T) = X2 ¢ span(1)). Wenn wir g% —g—idy = 0
zeigen konnen, so ist also (b) gezeigt. Das rechnen wir nach: Fir alle ¢ € R[X] gilt

(*—g—idv)(@) =¢*@) —9(@) —7=X*q— X?q—q=X*q—X?q—q=p3=0=0.




(c) Aus der Vorlesung wissen wir, dass (1, X, X2, X3) und daher auch v : (1 Xi X, X3)
eine Basis von R[X]/(p) ist. Wegen g(1) = X2, g(YQ) X1=T+X2 ¢g(X)= X3 und
g(X3) = X5 =P X 4 X3 il

01 00
1100
0 011
und dies ist eine symmetrische Matrix.
-X 1 0 0 )
. . 1 1-X 0 0 Blockdiagonal- -X 1 .
(DXg =Xy =det | o g7y gestalt (det< 11 —X>> -

0 0 1 -X
(X(X-1)-12=(X-X-1)>2
(e) Wenn man im R-Vektorraum V' die Vektoren durch die jeweiligen Bilder unter
coord,: V — R* austauscht (das heift in seiner Vektoradditionstabelle und in seiner
Skalarmultiplikationstabelle), so erhiilt man den R-Vektorraum R*, denn coord, ist nach
Vorlesung ein Vektorraumisomorphimus. Nach Definition der Darstellungsmatrix gilt
noch mehr: Bei diesem Austauschprozess geht der Vektorraumendomorphismus g iiber
in den Vektorraumendomorphismus fj/(4.). Da die Definition der Diagonalisierbarkeit
eines Vektorraumendomorphismus offensichtlich nur auf strukturelle Eigenschaften zu-
riickgreift, ist daher g genau dann diagonalisierbar, wenn fj(4,.) diagonalisierbar ist,
also wenn die Matrix M(g,v) diagonalisierbar ist. Letzteres ist nach dem allerletzten
Resultat der Vorlesung der Fall, da die reelle Matrix M (g,v) nach (c) symmetrisch also
selbstadjungiert ist.
a

Aufgabe 6. Schreibe A = b). Dann gilt f(v1) = avi + cve, f(v2) = buy + dve,

d
f(vs) = avs + cvy, f(vg) = bug + dvy, f(vs) = avs + cvg und f(vg) = bvs + dvg. Daraus
folgt

a b 0 0 0 0

c d 00 00

00 a b 00 A10]0
M(f,ﬂ)— == 0 A 0

00 ¢cd 0O 0lTola

000 0 a b

00 0 0 ¢ d

Aufgabe 7. Sei zunéchst n gerade, etwa n = 2m mit m € Ny. Wahle eine Basis v =
(v1,...,v,) von V und betrachte die durch

©(v;) = Vigm und ©(Vity) =0 fiir i € {1,...,m}

definierte lineare Abbildung ¢: V' — V. Dann gilt offensichtlich im ¢ = span(vy, 41, .. .,v,) C
ker ¢. Die Dimensionsformel fiir die lineare Abbildung f lautet

dim(ker ¢) + dim(im¢) = dim V' = n.



Offensichtlich gilt dim(im @) = m und daher auch dim(ker p) = m. Mit im¢ C ker¢
folgt daraus im ¢ = ker (.

Sei nun umgekehrt ¢ ein Endomorphismus von V' mit im ¢ = ker . Setze dann m :=
dim(im ¢) = dim(ker ¢). Wieder mit der Dimensionsformel gilt dann m + m = n. Daher
ist n gerade.

Aufgabe 8. Aus A? = 0 folgt fa(fa(z)) = A(Az) = A%z = 0z = 0 fiir alle z € K™,
das heift im(fa) C ker(fa) und daher dim(im(f4)) € dim(ker(f4)). Es folgt mit der
Dimensionsformel fiir die lineare Abbildung f4, dass

2dim(im(f4)) < dim(ker(fa)) + dim(im(f4)) = dimV =n.

Daher rank A = dim(im(f4)) < 5.

—-X 2 1
Aufgabe 9. (a) x4 =det(A — XI3) =det| 0 —-1-X -1 |=(-X?(1+X))+
1 2 —X

(-2)4+0—(-1-X)—2X-0=-X?—-X3-2+41+X-2X=-X>-X?-X -1

(b) Es gilt x4 = —(X24+1)(X +1) = (X —2)(X +7)(X +1). Daher sind die Nullstellen
von x4 und damit die Eigenwerte von A genau %, —72und —1.

(c) Wegen x4 = (X —2)(X + 2)(X + 1) hat jeder Eigenwert von A die algebraische
Vielfachheit 1. Da die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts stets zwischen 1 und
seiner algebraischen Vielfachheit liegt, hat jeder Eigenwert von A auch die geometrische
Vielfachheit 1. Also zerfallt das charakteristische Polynom von A und fiir jeden Eigenwert
von A stimmen algebraische und geometrische Vielfachheit {iberein. Geméfs der Vorlesung

ist daher A diagonalisierbar.
(d) Nach Cayley-Hamilton gilt x4(A) = 0 und daher

0=(A-I3)(—xa(A) = (A—I3)(A* + A+ A+ I3) = A* — L.
(e) Wegen ya(A) =0 gilt A(—A%? — A—I3) = I3 und deshalb A~! = —A2 — A —[3 =
1 0 -2 0 2 1 1 00 -2 =21
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