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und denselben Leitkoeffizienten haben. Dann hat fy := f — aX¥g einen
kleineren Grad als f und es gibt nach Induktionsvoraussetzung

(go, r) € K[X]? mit deg r < degg und fy = gqo + r. Es folgt
f="f4+aXke = g(gg + aXk)+r = gg+ r fiir g := qo + aXk. ]
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Beweis.
Sei [ ein Ideal von K[X]. Ist I = {0}, so ist / = (0). Also bleibt nur der
Fall zu betrachten, dass es ein g € K[X] \ {0} gibt mit g € /. Wir
wahlen ein solches g von kleinstméglichem Grad und behaupten

I = (g). Die Inklusion | 2 (g) ist klar. Um | C (g) zu beweisen, sei

f €. Zu zeigen ist f € (g). Wahle g, r € K[X] mit degr < deg g und
f =gq+r.Dann gilt r = f — gqg € | und nach Wahl von g muss r =0
gelten. Dann aber f = gq € (g). O
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Leitkoeffizient von p gleich 1 ist.

Korollar
Sei | ein Ideal von K[X] mit | # {0}. Dann gibt es genau ein
normiertes p € K[X] mit | = (p).

Beweis.

Die Existenz ist klar. Zur Eindeutigkeit: Seien p, g € K[X] normiert mit
(p) =1 =(q). Dann deg p > deg(q) wegen p € (g) und

deg g > deg(p) wegen g € (p), also deg p = deg q. Weiter gilt

p— q € (p) und daher p — g = 0 oder deg(p — q) > deg p. Letzteres
ist unmoglich, also gilt p = q. O
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Zu (a). Seien also ag,...,a,—1 € K mit Zz;é a;iﬁ = 0. Zu zeigen
ist ag = ... = ap_1 = 0. Schreibt man h;z =0 aXk e K[X], so ist
h =0 zu zeigen. Nun gilt h = Z;(l) ag Xk =0 und daher h € (p).
Wegen degh < n = deg p folgt h = 0.

Zu (b). Sei f € K[X]. Zu zeigen ist, dass es ein r € K[X] mit

degr < nund f =7 in K[X]/(p) gibt. Man findet (g, r) € K[X]? mit
degr < degg und f = pg+ r. Dann f — r € (p) und daher f =7 in
K[X]/(p) wie gewiinscht. O
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Sei p=X"+a,_1 X"+ + a1 X + ap € K[X] mit
ag,...,an_1 € K ein normiertes Polynom. Dann ist

f: KIX]1/(p) = KIX1/(p), 9 Xq (q € KIX])

wohldefiniert und linear. Die Darstellungsmatrix C, := M(f, v) von f
beziiglich der Basis v := (1, X,..., X""1) von K[X]/(p) nennen wir
die Begleitmatrix von p. Es gilt

O O ............... 0 730
1 0 : —a1
0 1 : —a
C. — - :
Tl o o
0 Qv 0 1 —ap




Satz

Sei p € K[X] ein normiertes Polynom vom Grad n. Dann ist p bis auf
das Vorzeichen das charakteristische Polynom seiner eigenen
Begleitmatrix, das heilSt

p=(—1)"xc,
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(a) Ist f eine Selbstabbildung der Menge M, so definiert man
fk-=fo...of e MM
—_——

k-mal

fiir jedes k € Ng, wobei 0 := idy;. Insbesondere ist f* € End(V)
fir jeden VR V und jedes f € End(V) erklart.

(b) Ist n € Ng und A € K", so definiert man

A=A Ae KM,

k-mal

wobei A := [,

Beispiel
Ist ¢ € R und k € Ny, so gilt fiir die Drehung R, € End(R?)

(Rw)k = R/«p-



Erinnerung
Sei V ein K-VR. Dann ist End(V) := Hom(V, V) ein K-VR und fiir
alle f,g,h € End(V) und X € K gilt

fo(g+h)=fog+foh,
(f+g)oh=foh+goh und

(AM)og=A(fog)="Fo(A\g).
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(a) Sei V ein K-VR und f € End(V). Dann ist

Kl[f]:= {Zakfk | neNo,ao,...,a,,eK}

k=0

zusammen mit der punktweisen Addition und der
Hintereinanderschaltung als Multiplikation ein kommutativer Ring.

b) Sei n € Ng und A € K"™" Dann ist
(

K[A] := {ZakAk | ne€No,ag,...,a, € K}

k=0

zusammen mit der Addition und Multiplikation von Matrizen ein
kommutativer Ring.



Satz und Definition

(a) Sei V ein K-VR und f € End(V). Dann gibt es genau einen
Ringhomomorphismus : K[X] — K[f] mit

¥ (Z aka> = Z af~
k=0 k=0

fiir alle n € Ng und ao, ..., a, € K. Ist p € K[X], so schreibt man
auch p(f) statt 1(p) (,p ausgewertet in f"). Dass 1) ein
Ringhomomorphismus ist, heilft dann (p + q)(f) = p(f) + q(f),
1(f) =idy und (pq)(f) = p(f) o q(f) fiir alle p,q € K[X].
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(a) Sei V ein K-VR und f € End(V). Dann gibt es genau einen
Ringhomomorphismus : K[X] — K[f] mit

¥ (Z aka> = Z af~
k=0 k=0

fiir alle n € Ng und ao, ..., a, € K. Ist p € K[X], so schreibt man
auch p(f) statt 1(p) (,p ausgewertet in f"). Dass 1) ein
Ringhomomorphismus ist, heilft dann (p + q)(f) = p(f) + q(f),
1(f) =idy und (pq)(f) = p(f) o q(f) fiir alle p,q € K[X].

Beweis.
(a) Uberpriife zunichst, dass p: K — K[f], a+ aidy ein
Ringhomomorphismus ist. Dann erhdlt man ¢ : K[X] — K[f] mit

n

”an :” ag)fk = agidy) o Fk
¢<kz_;k > ;@(k) > (akidy)

K=0 i dy ofk)=a, £k



Satz und Definition

(b) Sein € Ng und A€ K"*". Dann gibt es genau einen
Ringhomomorphismus : K[X] — K[A] mit

¥ (Z aka> = Z a A
k=0 k=0

fiir alle n € No und ao, ..., a, € K. Ist p € K[X], so schreibt man
auch p(A) statt ¥ (p) (,p ausgewertet in A”). Dass i) ein
Ringhomomorphismus ist, heit dann (p + q)(A) = p(A) + q(A),
1(A) = In und (pq)(A) = (p(A))(q(A)) fir alle p, q € K[X].
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(b) Fiir jede quadratische Matrix A iiber einem Kérper gilt x a(A) = 0.
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Satz (Cayley-Hamilton)

(a) Fiir jeden Endomorphismus f eines endlichdimensionalen VRs gilt
xr(f) = 0.
(b) Fiir jede quadratische Matrix A iiber einem Kérper gilt x a(A) = 0.

Beweis.

(a) Sei V ein endlichdimensionaler VR, f € End(V) und v € V. Zu
zeigen ist (x¢(f))(v) = 0. Wir wahlen das kleinste m € Ny derart, dass
v, f(v),...,f™(v) linear abhédngig sind. Dann gibt es ag,...,am-1 € K
mit f™(v) + am_1f""1(v) + - + a1f(v) + av = 0.



Satz (Cayley-Hamilton)

(a) Fiir jeden Endomorphismus f eines endlichdimensionalen VRs gilt
xr(f) = 0.
(b) Fiir jede quadratische Matrix A iiber einem Kérper gilt x a(A) = 0.

Beweis.

(a) Sei V ein endlichdimensionaler VR, f € End(V) und v € V. Zu
zeigen ist (x¢(f))(v) = 0. Wir wahlen das kleinste m € Ny derart, dass
v, f(v),...,f™(v) linear abhédngig sind. Dann gibt es ag,...,am-1 € K
mit f™(v) + am_1f""Y(v) + -+ a1f(v) + apv = 0. Da
v,f(v),...,f™1(v) linear unabhingig sind, findet man eine Basis
v=_(v,f(v),..., f=Y(V), Vi - ., Vi) von V.

] )



Satz (Cayley-Hamilton)

(a) Fiir jeden Endomorphismus f eines endlichdimensionalen VRs gilt
xr(f) = 0.
(b) Fiir jede quadratische Matrix A iiber einem Kérper gilt x a(A) = 0.

Beweis.

(a) Sei V ein endlichdimensionaler VR, f € End(V) und v € V. Zu
zeigen ist (x¢(f))(v) = 0. Wir wahlen das kleinste m € Ny derart, dass
v, f(v),...,f™(v) linear abhédngig sind. Dann gibt es ag,...,am-1 € K
mit f™(v) + am_1f""Y(v) + -+ a1f(v) + apv = 0. Da
v,f(v),...,f™1(v) linear unabhingig sind, findet man eine Basis
v=_(v,f(v),..., fmY(v), Vi, ..., vy) von V. Setzt man nun

pi=X"4+am 1 X" L4+ 4 a1 X + ag, so ist

M(F,v) = < < j\)

fiir ein A € K(n—m)x(n—m) O



Bemerkung

(a) Im Beweis von Cayley-Hamilton haben wir Teil (b) sofort aus Teil
(a) gewonnen. Geht man umgekehrt von Teil (b) aus, so gewinnt
man daraus sofort Teil (a).



Bemerkung

(a) Im Beweis von Cayley-Hamilton haben wir Teil (b) sofort aus Teil
(a) gewonnen. Geht man umgekehrt von Teil (b) aus, so gewinnt
man daraus sofort Teil (a).

(b) Was ist mit folgendem ,Beweis"? Ist n € No und A € K™, so
setzen wir in die Gleichung x4 = det(A — Xl,) fiir X die Matrix A
ein und erhalten xa(A) = det(A — Al,) = det(A— A) = det(0) =0



Definition

(a) Sei V ein K-Vektorraum und f € End(V'). Dann heillt der Kern
l¢ := ker 1) des Ringhomomorphismus ¢: K[X] — K|[f], p— p(f)
das |deal der algebraischen Identitdten von f.
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(a) Sei V ein K-Vektorraum und f € End(V'). Dann heillt der Kern
l¢ := ker 1) des Ringhomomorphismus ¢: K[X] — K|[f], p— p(f)
das |deal der algebraischen Identitdten von f.

(b) Sei n € Ng und A€ K"*". Dann heifit der Kern /4 := ker 1) des

Ringhomomorphismus ¢ : K[X] — K[A], p — p(A) das Ideal der
algebraischen Identitaten von A.



Definition

(a) Sei V ein K-Vektorraum und f € End(V'). Dann heillt der Kern
l¢ := ker 1) des Ringhomomorphismus ¢: K[X] — K|[f], p— p(f)
das |deal der algebraischen Identitdten von f.

(b) Sei n € Ng und A€ K"*". Dann heifit der Kern /4 := ker 1) des
Ringhomomorphismus ¢ : K[X] — K[A], p — p(A) das Ideal der
algebraischen Identitaten von A.

Bemerkung
Der Satz von Cayley-Hamilton besagt:

(a) Ist f ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektorraums,
so gilt xr € Ir und daher insbesondere /¢ # {0}.



Definition

(a) Sei V ein K-Vektorraum und f € End(V'). Dann heillt der Kern
l¢ := ker 1) des Ringhomomorphismus ¢: K[X] — K|[f], p— p(f)
das |deal der algebraischen Identitdten von f.

(b) Sei n € Ng und A€ K"*". Dann heifit der Kern /4 := ker 1) des
Ringhomomorphismus ¢ : K[X] — K[A], p — p(A) das Ideal der
algebraischen Identitaten von A.

Bemerkung
Der Satz von Cayley-Hamilton besagt:

(a) Ist f ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektorraums,
so gilt xr € Ir und daher insbesondere /¢ # {0}.

(b) Ist A€ K™" so gilt ya € 4 und daher insbesondere /4 # {0}.



Definition

(a) Sei V ein K-Vektorraum und f € End(V) mit /¢ # {0}. Dann
heilt das eindeutig bestimmte normierte Polynom pf € K[X] mit
lf = (p1¢) das Minimalpolynom von f.



Definition

(a) Sei V ein K-Vektorraum und f € End(V) mit /¢ # {0}. Dann
heilt das eindeutig bestimmte normierte Polynom pf € K[X] mit
lf = (p1¢) das Minimalpolynom von f.

(b) Sei n € Ng und A € K™". Dann heilt das eindeutig bestimmte
normierte Polynom pa € K[X] mit /4 = (1a) das Minimalpolynom
von A.



Definition

(a) Sei V ein K-Vektorraum und f € End(V) mit /¢ # {0}. Dann
heilt das eindeutig bestimmte normierte Polynom pf € K[X] mit
lf = (p1¢) das Minimalpolynom von f.

(b) Sei n € Ng und A € K™". Dann heilt das eindeutig bestimmte
normierte Polynom pa € K[X] mit /4 = (1a) das Minimalpolynom
von A.

Bemerkung

(a) Sei V ein Vektorraum mit n:=dim V < oo und f € End(V). Dann
gibt es r € K[X] mit xr = usr. Insbesondere gilt deg(uf) < n.



Definition

(a) Sei V ein K-Vektorraum und f € End(V) mit /¢ # {0}. Dann
heilt das eindeutig bestimmte normierte Polynom pf € K[X] mit
lf = (p1¢) das Minimalpolynom von f.

(b) Sei n € Ng und A € K™". Dann heilt das eindeutig bestimmte
normierte Polynom pa € K[X] mit /4 = (1a) das Minimalpolynom
von A.

Bemerkung

(a) Sei V ein Vektorraum mit n:=dim V < oo und f € End(V). Dann
gibt es r € K[X] mit xr = usr. Insbesondere gilt deg(uf) <

(b) Sei n € Ng und A€ K™". Dann gibt es r € K[X] mit xa = par.
Insbesondere gilt deg(ua) < n.

n.



Beispiel
In den folgenden Beispielen benutzen wir, dass fiir einen
Endomorphismus f eines zweidimensionalen K-VRs V offensichtlich

gilt:
Xf# pur <= IANEK:f=XAidy.



Beispiel
In den folgenden Beispielen benutzen wir, dass fiir einen
Endomorphismus f eines zweidimensionalen K-VRs V offensichtlich
gilt:

Xf#pusr < INeK:f=X\idy.

(a) Sei ¢ € R. Dann gilt

XR, = X% —2(cosp)X + 1 und
xr, fallsyp & {nm|neclZ}
R, = X —1 falls ¢ = nr fiir ein gerades n € Z

X +1 falls ¢ = nr fiir ein ungerades n € Z



Beispiel
In den folgenden Beispielen benutzen wir, dass fiir einen
Endomorphismus f eines zweidimensionalen K-VRs V offensichtlich
gilt:

Xf#pusr < INeK:f=X\idy.

(a) Sei ¢ € R. Dann gilt

XR, = X% —2(cosp)X + 1 und
xr, fallsyp & {nm|neclZ}
R, = X —1 falls ¢ = nr fiir ein gerades n € Z

X +1 falls ¢ = nr fiir ein ungerades n € Z
Nach Cayley-Hamilton gilt

(Ry)? —2(cos )R, +idge = 0, also
Ray(v) —2(cos )R, (v) +v = 0 fiiralle v € R?



Beispiel
In den folgenden Beispielen benutzen wir, dass fiir einen
Endomorphismus f eines zweidimensionalen K-VRs V offensichtlich

gilt:
Xf# pur <= IANEK:f=XAidy.

(b) Es gilt us = xs = (X — 1)(X + 1) = X? — 1 und Cayley-Hamilton
besagt S? = idg2 (,zweimal spiegeln ist keinmal spiegeln").



Beispiel
In den folgenden Beispielen benutzen wir, dass fiir einen
Endomorphismus f eines zweidimensionalen K-VRs V offensichtlich

gilt:
Xf# pur <= IANEK:f=XAidy.

(b) Es gilt us = xs = (X — 1)(X + 1) = X? — 1 und Cayley-Hamilton
besagt S? = idg2 (,zweimal spiegeln ist keinmal spiegeln").

(c) Es gilt up = xp = X(X — 1) = X2 — X und Cayley-Hamilton
besagt P? = P (,zweimal projizieren ist einmal projizieren®).



Beispiel

In den folgenden Beispielen benutzen wir, dass fiir einen
Endomorphismus f eines zweidimensionalen K-VRs V offensichtlich
gilt:

Xf?é/lf < El)\EKZf:)\id\/.

(b) Es gilt us = xs = (X — 1)(X + 1) = X? — 1 und Cayley-Hamilton
besagt S? = idg2 (,zweimal spiegeln ist keinmal spiegeln").

(c) Es gilt up = xp = X(X — 1) = X2 — X und Cayley-Hamilton
besagt P? = P (,zweimal projizieren ist einmal projizieren®).

(d) Sei a € R. Dann gilt

X1, = (X-12=X?>-2X+1  und

{XE falls a £ 0

B1s = X—1 fallsa=0"



Beispiel
In den folgenden Beispielen benutzen wir, dass fiir einen
Endomorphismus f eines zweidimensionalen K-VRs V offensichtlich
gilt:

Xf#pusr < INeK:f=X\idy.

(b) Es gilt us = xs = (X — 1)(X + 1) = X? — 1 und Cayley-Hamilton
besagt S? = idg2 (,zweimal spiegeln ist keinmal spiegeln").

(c) Es gilt up = xp = X(X — 1) = X2 — X und Cayley-Hamilton
besagt P? = P (,zweimal projizieren ist einmal projizieren®).

(d) Sei a € R. Dann gilt

X1, = (X-12=X?>-2X+1  und
)X falls a # 0
AT = X—-1 falsa=0"

Cayley-Hamilton sagt hier T2 = 2T, — idg2 (,zweimal scheren ist
scheren, verdoppeln und Ausgangsvektor abziehen").



Beispiel
In den folgenden Beispielen benutzen wir, dass fiir einen
Endomorphismus f eines zweidimensionalen K-VRs V offensichtlich

gilt:
Xf# pur <= IANEK:f=XAidy.

(e) Ist Ac K™, soist xf, = xa und g, = pia.



Beispiel
In den folgenden Beispielen benutzen wir, dass fiir einen
Endomorphismus f eines zweidimensionalen K-VRs V offensichtlich

gilt:
Xf# pur <= IANEK:f=XAidy.

(e) Ist Ae K™", soist xr, = xa und pf, = pa.

(f) Sei d € No. Wegen xp@) = (—X)9*! besagt Cayley-Hamilton hier,
dass DYt (p) = (D(D)9+1(p) = 0 fiir alle p € K[X]y, das heilt
ein Polynom vom Grad < d wird nach (d + 1)-maligem Ableiten
das Nullpolynom.



Beispiel
In den folgenden Beispielen benutzen wir, dass fiir einen
Endomorphismus f eines zweidimensionalen K-VRs V offensichtlich

gilt:
Xf# pur <= IANEK:f=XAidy.

(e) Ist Ae K™", soist xr, = xa und pf, = pa.

(f) Sei d € No. Wegen xp@) = (—X)9*! besagt Cayley-Hamilton hier,
dass DYt (p) = (D(D)9+1(p) = 0 fiir alle p € K[X]y, das heilt
ein Polynom vom Grad < d wird nach (d + 1)-maligem Ableiten
das Nullpolynom.

(g) Ea,,..a, ist kein Endomorphismus!



Beispiel
In den folgenden Beispielen benutzen wir, dass fiir einen
Endomorphismus f eines zweidimensionalen K-VRs V offensichtlich

gilt:
Xf# pur <= IANEK:f=XAidy.

(e) Ist Ae K™", soist xr, = xa und pf, = pa.

(f) Sei d € No. Wegen xp@) = (—X)9*! besagt Cayley-Hamilton hier,
dass DYt (p) = (D(D)9+1(p) = 0 fiir alle p € K[X]y, das heilt
ein Polynom vom Grad < d wird nach (d + 1)-maligem Ableiten
das Nullpolynom.

(g) Ea,,..a, ist kein Endomorphismus!

(h) Es gilt uc = xc = X2 — 1 und Cayley-Hamilton besagt C? = id¢
(,zweimal komplex konjugieren ist keinmal komplex konjugieren).



