§11.3 Diagonalisierung symmetrischer und
hermitescher Matrizen
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f selbstadjungiert
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Vx,y € K":
Vx,y € K":
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Es gilt f = vec, ofy(f ) © coord, [=7.1.1] und daher

f ovec, = vecy ofyf,). Da v eine ONB ist, ist vec, nach 11.2.24 ein
Isomorphismus von VRen mit Skalarprodukt. Es gilt daher

f selbstadjungiert

Vv,w e V: (f(v),w) = (v, f(w))

Vx,y € K": (f(vecy(x)), vec (y)) = (vecy(x), f(vecy(y)))

Vx,y € K": (vec,(M(f, v)x),vec,(y)) = (vec,(x),vec,(M(f,v)y)
Vx,y € K": (M(f,v)x,y) = (x, M(f, v)y)

M(f,v) selbstadjungiert

1reny



Proposition
Seien K ein kommutativer Ring, m,n,r € Ng, A € K™ und
B € K™". Dann gilt:

(a) (AB)T = BTAT
(b) (AB)* = B*A* falls K = K
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Lemma
Sei A € K™" und x,y € K". Dann gilt (A*x,y) = (x, Ay).
Beweis.

11.1.3(a 11.1.3(a
(A*x,y) 13(3) (A*x)*y = x*(A*)'y = x*Ay = (x, Ay)



Lemma
Sei A € K™" und x,y € K". Dann gilt (A*x,y) = (x, Ay).

Beweis. 11.1.3(a) 11.1.3(a)
(A, y) =" (AX)y =x"(A)y =x"Ay ~=""(x,Ay)

Proposition
Fiir A € K™ gilt

A selbstadjungiert <= A* = A.



Lemma
Sei A€ K™" und x,y € K". Dann gilt (A*x,y) = (x, Ay).

Beweis. 11300 11300
1.1.3(a .1.3(a
(A',y) =" (Ax)"y = x*(A")'y = x*Ay =" (x,Ay)

Proposition
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Lemma
Sei A € K"™" selbstadjungiert und A € C mit xa(\) = 0.
Dann gilt \ € R.

Beweis.
Wir konnen K = C annehmen. Dann ist A ein Eigenwert von A,

das heifit es gibt x € C"\ {0} mit Ax = Ax. Es folgt

11.1.1(2)

1114 (x, ) = (x, Ax) = (Ax,x) =" (Ax,x) = A*(x, x)

A(x, x)
und daher A = A\* nach 11.1.1(6). O
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Korollar (benutzt Fundamentalsatz)

Sei A € K™ selbstadjungiert. Dann gibt es eine reelle Diagonalmatrix
D € R"™" und eine orthogonale Matrix P € K"*" mijt A= P*DP.
Insbesondere ist A diagonalisierbar.

Beweis.

Wahle ONB v von K", die aus Eigenvektoren von A zu reellen
Eigenwerten besteht. Nach Satz 11.2.26 ist P := M(e, v) [—7.1.10]
dann orthogonal und daher

« 114237(1‘) Pfl 7.2.11

P M(v,e).

Also
7.1.4(e) 7.25

wobei D := M(fa, v) eine reelle Diagonalmatrix ist. O



