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§5.4 Kreisteilungskorper

Proposition 5.4.1. (a) Sind a,n € Z, so
a" e (z/(n)* <= (a,n)=(1).
(b) Istn € N, so
(Z/(n))* ={a |a€{0,...,n—1},(a,n) = (1)}

Beweis. (a) Seiena,n € Z.Ista"™ € (Z/(n))*, so gibtes s € Z mitsa™ = 1 und daher
auch t € Z mitsa+tn = 1.Ist (a,n) = (1), so gibtes s,t € Z mit sa+tn = 1 und
daher s"g™" = 1. O

Definition 5.4.2. Die Abbildung
p:IN—-N, n—#2Z/(n))*
heifdt die Eulersche ¢-Funktion [Leonard Euler *1846 11912].
Proposition 5.4.3. (a) Vm,n € N: ((m,n) = (1) = ¢(mn) = ¢(m)p(n))
(b) VpeP:Vk € N: (p") = (p—1)p*"
(c) Vn e N: ¢(n) = anT]p (1 — %)
pln

Beweis. (a) Sind m,n € IN mit (m,n) = (1), so gilt nach dem Chinesischen Restsatz
2.85
Z/(mn) =2 Z/(m) x Z/(n)

und daher [—2.8.7]
(Z/(mn))* =(Z/(m))" x (Z/(n))".
(b) Sind p € P und k € N, so

o) 2 a0, =1} [ pta}y =#({0,...,p" — 13\ {0,p,..., " — p})
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(c) Sei n € IN. Schreibe n = py' - - - pi* mit m € Ny, p1, ..., pm € IP paarweise verschie-
den und &y, ...,&,; € N. Dann
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Bemerkung 5.4.4. Sei G eine multiplikativ geschriebene geschriebene endliche zyklische
Gruppe der Ordnung n. Sei a € G mit G = (a). Dann ist

Z/(n) =G, k—d  (keZ)
wohldefiniert und ein Gruppenisomorphismus. Fiir alle k € Z gilt
(kn)=(1) < ke (Z/(n)* < G=(a").
Definition 5.4.5. Sei K ein Korper und ¢ € K. Man nennt {
e eine Einheitswurzel in K, wenn dn € N : (" =1,
e eine n-te Einheitswurzel, wenn {" =1 (n € IN) und
e eine primitive n-te Einheitswurzel in K, wenn { in K* die Ordnung n hat (n € IN).
Bemerkung 5.4.6. Sei K ein Korper.
(a) Die Einheitswurzeln in K bilden eine Untergruppe von K*.

(b) Ist n € IN, so bilden die n-ten Einheitswurzeln in K eine zyklische Untergruppe
von K*, deren Ordnung n teilt (X" — 1 hat nur endlich viele Nullstellen, aber
endliche Untergruppen von K* sind zyklisch [ 4.4.19] und nach Lagrange teilt
die Ordnung eines Erzeugers n).

Beispiel 5.4.7. Sei n € IN. Die n-ten Einheitswurzeln in C sind

2%kt

en (ked{0,...,n—1}).

Istk € Z,soiste n eine primitive n-te Einheitswurzel in C genau dann, wenn

(k,n) = (1).

Proposition 5.4.8. Sei K ein Korper, p := charK € {0} UIP und n € IN. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(@) K besitzt eine primitive n-te Einheitswurzel.



(b) K besitzt n n-te Einheitswurzeln.
(c) ptnund X" —1 zerfillt in K[X].
Beweis. (a) = (b) trivial

(b) = (a) klar mit 5.4.6(b).

Setzt man f := X" — 1,50 f' = nX"~! und daher
f separabel <= f #0 < n#0inK < p{n.
Hieraus folgt (b) <= (c). O

Proposition 5.4.9. Sei R ein faktorieller Ring und K sein Quotientenkorper. Dann liegt jeder
normierte Teiler in K[X| eines normierten Polynoms aus R[X| schon in R[X].

Beweis. Sei f € R[X normiert und seien g,h € K[X] mit f = gh und g normiert. Zu
zeigen ist ¢ € R[X]. Betrachte fiir jedes p € Pg [ 2.4.1] die p-Bewertung v, auf K
[ 2.5.3] und ihre Gauf-Fortsetzung w, auf K(X) [— 2.5.7]. Es ist h natiirlich auch
normiert und damit w, (k) < 0 fiir alle p € Pr. Es folgt

0 = wy(f) = wy(gh) 2" wp(g) +wy(h) < wy(g)

fur alle p € Pg und damit ¢ € R[X]. O
Definition und Proposition 5.4.10. Sei n € IN. Dann heifst

D, = [T &x-0-= ﬁ (X—eZkﬁ)EZ[X]

¢ primitive n-te k=0
Einheitswurzel in C (kn)=(1)

das n-te Kreisteilungspolynom und sein Zerfallungskorper [— 4.3.4] tiber Q der n-te
Kreisteilungskorper.

Beweis. Zu zeigen ist ®, € Z[X]. Da ®, in Q[X] offensichtlich ein normierter Teiler
von X" — 1 € Z[X] ist, reicht es nach 5.4.9 ®, € Q[X] zu zeigen. Da Q|Q galoissch ist,
reicht es nach 5.1.4(c) zu zeigen, dass fiir alle ¢ € Aut(Q|Q) fiir den Ringhomomor-
phismus [— 2.2.7]

#: Qx| - Q[x], : ;r;(@ (a€Q)

gilt ¢(®,) = ;. Dies folgt aber daraus, dass jedes solche ¢ die primitiven n-ten
Einheitswurzeln in Q permutiert. O

Bemerkung 5.4.11. Sei n € IN und  eine primitive n-te Einheitswurzel in C. Dann ist
Q(¢) der Zerfallungskorper von X" — 1 und damit auch der n-te Kreisteilungskorper.



Satz 5.4.12. Sein € IN.
(a) D, ist irreduzibel in Q[X].

(b) Der n-te Kreisteilungskorper ist galoissch iiber Q mit Galoisgruppe G == (Z/(n))*. Fiir
jede primitive n-te Einheitswurzel { in C ist

G — (Z/(n)*, ¢ kfalls k € Z mit ¢(g) = ¥
ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Sei { eine primitive n-te Einheitswurzel in C. Dann ist natiirlich f := irrg({)
ein Teiler von @, in Q[X]. Wir zeigen f = ®,, womit auch (a) gezeigt ist. Mit 5.4.4
reicht es hierfiir zu zeigen, dass fiir jede primitive n-te Einheitswurzel z in C und alle
p € P mit p {n gilt

f(z2) =0 = f(zF) =0.

Sei hierzu z € C und p € P mit f(z) = 0 und f(zP) # 0. Zu zeigen: p | n. Schrei-
be X" —1 = fg mit ¢ € Q[X]. Nach 549 gilt f,g € Z[X]. Wegen f(z") # 0 und
(fg)(zF) = 0 folgt g(z") = 0, das heifSt z ist Nullstelle von g(X”). Wegen f = irrg(z)
gibt es h € Q[X] mit g(X?) = fh. Wieder mit 5.4.9 erhdlt man h € Z[X]. Wir redu-
zieren nun die Koeffizienten modulo p, das heifst wir wenden den Ringhomomorphis-
mus ¢: Z[X] — F,[X], X — X an und benutzen den Frobeniushomomorphismus
P, x): Fp[X] = Fp[X] [ 4.43], um X" —1 = ¢(f)p(g) und p(g)" = p(g(XF)) =
Y(fh) = ¢(f)P(h) zu erhalten. Wegen ¢(f) | (¢(g))? ist X" — 1 nicht separabel iiber
IF,. Wegen (X" —1)" = nX"~! € F,[X] gilt dann aber n = 0 in IF,[X], das heiit p | n
wie gewiinscht.

(b) Als Zerféallungskorper von X" — 1 tiber Q ist der n-te Kreisteilungskorper Q({)
galoissch tiber Q. Wendet man 5.4.4 auf die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln in C
an, so sieht man, dass die Abbildung wohldefiniert ist. Sie ist auch injektiv und wegen

1420 degirrg(¢) 2 deg(®,) = g(n)

daher auch surjektiv. O
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Bemerkung 5.4.13. Die fiir alle n € IN giiltige Formel

Xt—1=Jlx-0=I1 JI ~X-0=]]%
ceC deN { primitive deN
=1 d|n d-te Einheitswurzel dln

liefert ein rekursives Berechnungsverfahren fiir ®,. Zum Beispiel gilt

X2 -1 X2-1  X0+1

@ — =
27 0,0,0:0,05 (X6 —1)Dy o,

und &, = % =Xl = X2+ 1L Also Py = 5L = X - X2+ 1.



