§9 Determinanten

§9.1 Definition und Eigenschaften von Determinanten

In diesem Kapitel sei stets K ein kommutativer Ring.



Definition
Sei o € S,,. Ein Fehlstand von o ist ein Paar (i,j) € {1,...,n}? mit
i<jundo(i)>a()j).



Definition
Sei o € S,,. Ein Fehlstand von o ist ein Paar (i,j) € {1,...,n}? mit
i <jundo(i) > o(j). Hat o genau m Fehlstande, so definieren wir das

Vorzeichen (oder Signum) von o durch sgno := (—1)" € {-1,1} C Z.



Definition

Sei o € S,,. Ein Fehlstand von o ist ein Paar (i,j) € {1,...,n}? mit

i <jundo(i) > o(j). Hat o genau m Fehlstande, so definieren wir das
Vorzeichen (oder Signum) von o durch sgno := (—1)" € {-1,1} C Z.

Beispiel
o:{1,....,5} = {1,...,5}, 1—2,2—3, 3—1 4—5 5+— 4hat
genau die Fehlstande



Definition

Sei o € S,,. Ein Fehlstand von o ist ein Paar (i,j) € {1,...,n}? mit

i <jundo(i) > o(j). Hat o genau m Fehlstande, so definieren wir das
Vorzeichen (oder Signum) von o durch sgno := (—1)" € {-1,1} C Z.

Beispiel
o:{1,...,5} = {1,...,5}, 1+>2, 253, 31, 45, 5+ 4 hat
genau die Fehlstande (1,3), (2,3) und (4,5) und daher Vorzeichen



Definition

Sei o € S,,. Ein Fehlstand von o ist ein Paar (i,j) € {1,...,n}? mit

i <jundo(i) > o(j). Hat o genau m Fehlstande, so definieren wir das
Vorzeichen (oder Signum) von o durch sgno := (—1)" € {-1,1} C Z.

Beispiel

o {1,...,5y > {1,...,5}, 12, 233, 351, 45, 5+ 4 hat
genau die Fehlstande (1,3), (2,3) und (4,5) und daher Vorzeichen
(—1)3 = —1.



Definition

Sei o € S,,. Ein Fehlstand von o ist ein Paar (i,j) € {1,...,n}? mit

i <jundo(i) > o(j). Hat o genau m Fehlstande, so definieren wir das
Vorzeichen (oder Signum) von o durch sgno := (—1)" € {-1,1} C Z.

Beispiel

o {1,...,5y > {1,...,5}, 12, 233, 351, 45, 5+ 4 hat
genau die Fehlstande (1,3), (2,3) und (4,5) und daher Vorzeichen
(—1)3 = —1.

Definition
¢ fallsi=k
Die Permutationen 7p: {1,....,n} — {1,....n}, i—=< k fallsi="/¢
i sonst

mit k, ¢ € {1,...,n} und k # ¢ heiBen Transpositionen.



Satz
Vo, 7 € S, :sgn(ooT) = (sgno)(sgnT)
Beweis.
Ist o € Sy, so gilt
o() — oli
o T[40 10
icj 471

denn das Produkt auf der rechten Seite hat den Betrag 1



Satz
Vo, 7 € S, :sgn(ooT) = (sgno)(sgnT)
Beweis.
Ist o € Sy, so gilt
o(j) —oli
sgn o = H Ma
icj 471!
denn das Produkt auf der rechten Seite hat den Betrag 1 und dasselbe
Vorzeichen wie sgn o.



Satz
Vo, 7 € S, :sgn(ooT) = (sgno)(sgnT)
Beweis.
Ist o € Sy, so gilt
o(j) —oli
sgn o = H Ma
icj 471!
denn das Produkt auf der rechten Seite hat den Betrag 1 und dasselbe
Vorzeichen wie sgn o. Nun gilt

an(oor) — (200 o)

i<j J=!




Satz
Vo, 7 € S, :sgn(ooT) = (sgno)(sgnT)
Beweis.
Ist o € Sy, so gilt
o(j) —oli
sgn o = H Ma
icj 471!
denn das Produkt auf der rechten Seite hat den Betrag 1 und dasselbe
Vorzeichen wie sgn o. Nun gilt

Sgn(O' o T) = H O-(T(J)j : IO-(T(I))
B RGO L UELUN

L0 ey e




Satz
Vo, 7 € S, :sgn(ooT) = (sgno)(sgnT)
Beweis.
Ist o € Sy, so gilt
o(j) —oli
sgn o = H Ma
icj 471!
denn das Produkt auf der rechten Seite hat den Betrag 1 und dasselbe
Vorzeichen wie sgn o. Nun gilt

Sgn(O' o T) = H O-(T(J)j : IO-(T(I))
B RGO L UELUN

L0 ey e

denn in der Liste (7(1),7(2)),(7(1),7(3)),...,(7(n —1),7(n)) taucht
fur jedes (i,j) € {1,..., n} entweder genau einmal (/,j) oder genau
einmal (j, i) auf (ob ersteres oder letzteres ist egall). O



Korollar
Jede Transposition hat Vorzeichen —1.

Beweis.

Sei iy € S, eine Transposition. Dann kann man o € S,, wahlen mit
o(k) =1 und o(¢) = 2. Es gilt dann o o T4y = 712 0 0. Daraus folgt
(sgno)(sgn Tke) = (sgn T12)(sgn o) und somit sgn 74, = sgn 712. Nun
hat aber 712 nur den Fehlstand (1,2) und daher Vorzeichen —1.



Korollar
Jede Transposition hat Vorzeichen —1.

Beweis.

Sei iy € S, eine Transposition. Dann kann man o € S,, wahlen mit
o(k) =1 und o(¢) = 2. Es gilt dann o o T4y = 712 0 0. Daraus folgt
(sgno)(sgn Tke) = (sgn T12)(sgn o) und somit sgn 74, = sgn 712. Nun
hat aber 712 nur den Fehlstand (1,2) und daher Vorzeichen —1. O

Lemma
Jede Permutation o € S, ist Hintereinanderschaltung endlich vieler
Transpositionen.

Beweis.

Dies entspricht der Tatsache, dass man n nebeneinander angeordnete
Objekte durch paarweise Vertauschungen in jede beliebige Reihenfolge
bringen kann. O



Satz
Fiir jedes n € Ng und e € K gibt es genau eine Funktion

5((9"): K™ — K mit folgenden Eigenschaften:



Satz
Fiir jedes n € Ng und e € K gibt es genau eine Funktion
5((9"): K™ — K mit folgenden Eigenschaften:

(a) Fiir alle i und ay,...,ai—1,b,c,ait1,...,an € K" gilt
ai ai ai

aji—1 ai—1 aj—1
S [ b+c|=6] b |+ ¢

aj41 di+1 di+1
dp an dp




Satz
Fiir jedes n € Ng und e € K gibt es genau eine Funktion
5((9"): K™ — K mit folgenden Eigenschaften:

(a) 5 ist additiv in den Zeilen.
(b) Fdar alle i, a1,...,ap € K" und \ € K gilt

a1 al
aj—1 aj—1
n n
6((9 ) )\a,- = )\65__, ) aj
ai+1 i+1

an an



Satz

Fiir jedes n € Ng und e € K gibt es genau eine Funktion
5((9"): K™" — K mit folgenden Eigenschaften:

(a) 5 ist additiv in den Zeilen.

(b) 5 st homogen in den Zeilen.



Satz
Fiir jedes n € Ng und e € K gibt es genau eine Funktion

5((9"): K™ — K mit folgenden Eigenschaften:

(ab) 5 ist linear in den Zeilen.



Satz
Fiir jedes n € Ng und e € K gibt es genau eine Funktion

5((9"): K™" — K mit folgenden Eigenschaften:

(ab) 5 ist linear in den Zeilen.
(c) Fiir alle A € K™ mit zwei identischen Zeilen gilt 52")(A) =0.



Satz
Fiir jedes n € Ng und e € K gibt es genau eine Funktion

6((9"): K™" — K mit folgenden Eigenschaften:

(ab) 5 ist linear in den Zeilen.
(c) Fiir alle A € K™ mit zwei identischen Zeilen gilt 5((9")(A) =0.
(d) 6{M(1) = e



Satz
Fiir jedes n € Ny und e € K gibt es genau eine Funktion
6((9"): K™" — K mit folgenden Eigenschaften:
(ab) 5‘(;1) ist linear in den Zeilen.
(c) Fiir alle A € K™ mit zwei identischen Zeilen gilt 5((3”)(A) =0.
(d) 67 (1) = e
Es gilt die Leibniz-Formel
(%) 5 (A *ez SEN 0)a16(1) " * * Ano(n)

o€ES,

fiir alle A = (a,'j)lg,',jgn e KM,



Beweis.
Wir zeigen:

(1) Fir jedes 50 Ky K mit (a)—(d) gilt ().
(2) 68 Knxn —5 K definiert durch () erfiillt (a)~(d).



Beweis.
Wir zeigen:

(1) Fir jedes 50 Ky K mit (a)—(d) gilt ().
(2) 68 Knxn —5 K definiert durch () erfiillt (a)~(d).

Zu (1). Es habe § := 50 K< K die Eigenschaften (a)—(d). Geht
B aus A durch Vertauschen zweier Zeilen hervor, so gilt 6(B) = —d(A),
denn sind a, b € K" diese zwei Zeilen, so gilt

095 - |9Ds || 46| |+6]:]+s

=0 nach (c) =0 nach (c)



Beweis.
Wir zeigen:

(1) Fir jedes 50 Ky K mit (a)—(d) gilt ().
(2) 68 Knxn —5 K definiert durch () erfiillt (a)~(d).
Zu (1). Es habe § := 50 K< K die Eigenschaften (a)—(d). Geht

B aus A durch Vertauschen zweier Zeilen hervor, so gilt 6(B) = —d(A).
Daraus folgt daraus fiir alle o € S,

€o(n) €n



Beweis.
Wir zeigen:

(1) Fir jedes 50 Ky K mit (a)—(d) gilt ().
(2) 68 Knxn —5 K definiert durch () erfiillt (a)~(d).

Zu (1). Es habe § := 50 K< K die Eigenschaften (a)—(d). Geht

B aus A durch Vertauschen zweier Zeilen hervor, so gilt 6(B) = —d(A).
Sei nun A = (aj)1<ij<n € K"*". Dann
> 71316 &
6(’4) = 0 Z Z L a"Jn
> 71 anj€j i e &,
) €o(1)
Cc
= Z Ao(1) " ana’(n)(s =e€ Z (Sgn a)alo(l) **dno(n)-
€Sy €Sy

€o(n)



Beweis.
Wir zeigen:

(1) Fir jedes 50 Ky K mit (a)—(d) gilt ().
(2) 6 Km<n — K definiert durch (x) erfiillt (a)—(d).

Zu (2). Fur d := 5$" definiert durch (x) sind (a),(b) und (d) unmittelbar
einsichtig.



Beweis.
Wir zeigen:

(1) Fir jedes 50 Ky K mit (a)—(d) gilt
(2) 6V Km<n 5 K definiert durch (x) erfilllt

*).
)=(d).
Zu (2). Fur d := 5$" definiert durch (x) sind (a),(b) und (d) unmittelbar

einsichtig. Um (c) zu zeigen, sei A € K™ derart, dass die k-te Zeile
und (-te Zeile (k # £) von A (bereinstimmen.

(
(a



Beweis.
Wir zeigen:

(1) Fir jedes 50 Ky K mit (a)—(d) gilt
(2) 6V Km<n 5 K definiert durch (x) erfilllt

*)-
)=(d).

Zu (2). Fur d := 5$" definiert durch (x) sind (a),(b) und (d) unmittelbar
einsichtig. Um (c) zu zeigen, sei A € K™ derart, dass die k-te Zeile
und (-te Zeile (k # £) von A (bereinstimmen.

Definiere A, := {0 € S, | sgno = 1} und beachte, dass

(
(a

A, = S\ Ap, 0= 00Tk

eine Bijektion ist.



Beweis.
Wir zeigen:

(1) Fir jedes 50 Ky K mit (a)—(d) gilt
(2) 6V Km<n 5 K definiert durch (x) erfilllt

*)-
)=(d).

Zu (2). Fur d := 5$" definiert durch (x) sind (a),(b) und (d) unmittelbar
einsichtig. Um (c) zu zeigen, sei A € K™ derart, dass die k-te Zeile
und (-te Zeile (k # £) von A (bereinstimmen.

Definiere A, := {0 € S, | sgno = 1} und beachte, dass

(
(a

A, = S\ Ap, 0= 00Tk

eine Bijektion ist. Dann

()
= € Z (310(1)"'3,70(,7) - 31(aom)(1)"'3n(aom)(n))
O'GAn



Beweis.

Wir zeigen:
(1) Fir jedes 50 Ky K mit (a)—(d) gilt
(2) 6V Km<n 5 K definiert durch (x) erfilllt

(%)-
(a

und (-te Zeile (k # £) von A (bereinstimmen.

Definiere A, :=

A, = S\ Ap, 0= 00Tk

eine Bijektion ist. Dann

3(A)

—

*

~

e Z (316(1) " " Ano(n) —

O'GAn

>

O’GAn

(

II

ie{1,....nN\{k,0}

al(aorkg)(l) o

)=(d).

Zu (2). Fur d := 5$" definiert durch (x) sind (a),(b) und (d) unmittelbar
einsichtig. Um (c) zu zeigen, sei A € K™ derart, dass die k-te Zeile

{0 € S, |sgno =1} und beachte, dass

: an(aong)(n))

=0

aia(i)) (3ko(k)3to(e)

— dko(0) 3£a(k))
N N —

=3¢o (L) =3k (k)

=0.



Definition
Sei n€ Ng und A = (a,'j)lg,'d'gn € K™ Dann heiBt

det(A) := 6{"(A) = > (s8N 0)aie(1) -+ ano(n)
og€ES,

die Determinante von A.



Definition
Sei n€ Ng und A = (a,'j)lg,'d'gn € K™ Dann heiBt

det(A) := 6{"(A) = > (s8N 0)aie(1) -+ ano(n)
og€ES,

die Determinante von A.
Beispiel
(a) det() = {20 V=" 5O (l) = 1



Definition
Sei n€ Ng und A = (a,'j)lg,"jgn € K™ Dann heiBt

det(A) := 6{"(A) = > (s8N 0)aie(1) -+ ano(n)
O’GSn
die Determinante von A.
Beispiel

=
(a) det() = o{7() =" 517 (1) = 1
(b) Die Determinante einer Matrix, die eine Nullzeile enthalt, ist null.

Insbesondere gilt fur die Nullmatrix 0 € K"*" im Fall n > 1, dass
det(0) = 0.



Definition
Sei n€ Ng und A = (a,'j)lg,"jgn € K™ Dann heiBt

det(A) := 6{"(A) = > (s8N 0)aie(1) -+ ano(n)
O’GSn
die Determinante von A.
Beispiel

() det() = 600 =" 60() = 1

(b) Die Determinante einer Matrix, die eine Nullzeile enthalt, ist null.
Insbesondere gilt fur die Nullmatrix 0 € K"*" im Fall n > 1, dass
det(0) = 0.

(c) det(a) = afiralleac K



Definition
Sei n€ Ng und A = (a,'j)lg,"jgn € K™ Dann heiBt

det(A) := 6{"(A) = > (s8N 0)aie(1) -+ ano(n)
O’GSn
die Determinante von A.
Beispiel

() det() = 600 =" 60() = 1

(b) Die Determinante einer Matrix, die eine Nullzeile enthalt, ist null.
Insbesondere gilt fur die Nullmatrix 0 € K"*" im Fall n > 1, dass
det(0) = 0.

(c) det(a) = afiralleac K

(d) Sind a,b,c,d € K, so det (i 2) = ad — bc.



Beispiel
(c) Sind a,b,c,d,e, f,g,h,i € K, so gilt die Regel von Sarrus

a b c
det | d e f | = aei — afth— bdi + bfg + cdh — ceg.
g h i



Beispiel
(c) Sind a,b,c,d,e, f,g,h,i € K, so gilt die Regel von Sarrus

a
det | d
g

b ¢
e f) = aei — ath — bdi + bfg + cdh — ceg.
h i

SN N s
d\e><f><d/e
I

T NN



Satz

Sei A € K"™" von der Gestalt

A1

0

Dann gilt det A =

A=

D

Am

Hlmzl det A;.

mit quadratischen Matrizen A;.



Satz
Sei A € K"™" von der Gestalt

A1
Az

A= . mit quadratischen Matrizen A;.

0

Dann gilt det A =[] det A;. Insbesondere ist die Determinante einer

ai !

Matrix A in oberer Dreiecksgestalt A = O

das Produkt

Y
ihrer Diagonaleintrage, das heit det A =[]/, a;.



Satz
Sei A € K"™" von der Gestalt

A1
Az

A= . mit quadratischen Matrizen A;.

0

Dann gilt det A = [ det A;.

Beweis.

Es reicht, fur A = ( B«

e ) mit B € K™ und C € K™t zu zeigen

det A = (det B)(det C),

O

denn der Rest folgt dann mit Induktion...



Beweis.

Es reicht, fur A = ( B|

e ) mit B € K™ und C € K**t zu zeigen

det A = (det B)(det C).



Beweis.

Es reicht, fur A = ( B x

e ) mit B € K™ und C € K**t zu zeigen

det A = (det B)(det C).

Wegen der Nulleintrége links unten sind in der Leibniz-Formel nur
diejenigen Summanden ungleich null, die zu einem o € S, gehdren, fir
welches es p € S, und 7 € S; gibt mit o(i) = o(i) fur i € {1,...,r}
und o(i) =7(i—r)+rfiurie{r+1,...,n} (beachte r + t = n).



Beweis.

Es reicht, fur A = ( B x

e ) mit B € K™ und C € K**t zu zeigen

det A = (det B)(det C).

Wegen der Nulleintrége links unten sind in der Leibniz-Formel nur
diejenigen Summanden ungleich null, die zu einem o € S, gehdren, fir
welches es p € S, und 7 € S; gibt mit o(i) = o(i) fur i € {1,...,r}
und o(i) =7(i—r)+rfiurie{r+1,...,n} (beachte r + t = n).
Dabei ist die Anzahl der Fehlstinde von o offensichtlich die Summe
der Anzahl der Fehlstande von ¢ und 7, weswegen

sgno = (sgn p)(sgn 7) gilt.



Beweis.

Es reicht, fur A = ( B x

e ) mit B € K™ und C € K**t zu zeigen

det A = (det B)(det C).

Wegen der Nulleintrége links unten sind in der Leibniz-Formel nur
diejenigen Summanden ungleich null, die zu einem o € S, gehdren, fir
welches es p € S, und 7 € S; gibt mit o(i) = o(i) fur i € {1,...,r}
und o(i) =7(i—r)+rfiurie{r+1,...,n} (beachte r + t = n).
Dabei ist die Anzahl der Fehlstande von o offensichtlich die Summe
der Anzahl der Fehlstande von ¢ und 7, weswegen

sgno = (sgn p)(sgn7) gilt. Es folgt

det A= > > (sgn0)(s8n 7)bip(1) - - bro(r)Cir(1) - * Cer(e)
€S, TES:

wobei B = (bjj)1<ij<r und C = (cjj)i<ij<t.



Beweis.

Es reicht, fur A = ( B x

e ) mit B € K™ und C € K**t zu zeigen

det A = (det B)(det C).

Wegen der Nulleintrége links unten sind in der Leibniz-Formel nur
diejenigen Summanden ungleich null, die zu einem o € S, gehdren, fir
welches es p € S, und 7 € S; gibt mit o(i) = o(i) fur i € {1,...,r}
und o(i) =7(i—r)+rfiurie{r+1,...,n} (beachte r + t = n).
Dabei ist die Anzahl der Fehlstande von o offensichtlich die Summe
der Anzahl der Fehlstande von ¢ und 7, weswegen

sgno = (sgn p)(sgn7) gilt. Es folgt

det A = (Z (sgn0)big) - er(r)) (Z (sgnT)cir(1) - Ct‘r(t)) ;

QGSr TESt

wobei B = (bjj)1<ij<r und C = (cjj)i<ij<t.



Beweis.

Es reicht, fur A = ( B x

e ) mit B € K™ und C € K**t zu zeigen

det A = (det B)(det C).

Wegen der Nulleintrége links unten sind in der Leibniz-Formel nur
diejenigen Summanden ungleich null, die zu einem o € S, gehdren, fir
welches es p € S, und 7 € S; gibt mit o(i) = o(i) fur i € {1,...,r}
und o(i) =7(i—r)+rfiurie{r+1,...,n} (beachte r + t = n).
Dabei ist die Anzahl der Fehlstande von o offensichtlich die Summe
der Anzahl der Fehlstande von ¢ und 7, weswegen

sgno = (sgn p)(sgn7) gilt. Es folgt

gGSr TESt

det A = (Z (sgn0)big) - er(r)) (Z (sgnT)cir(1) - Ct‘r(t)) ;

wobei B = (bjj)1<ij<r und C = (cjj)i<ij<t.

Daher gilt det A & (det B)(det C). O



Bemerkung

Sei K ein Koérper. Zur Berechnung von Determinanten ist es oft am
effizientesten, die Matrix durch Zeilenoperationen auf obere
Dreiecksgestalt (zum Beispiel Stufenform) zu bringen und den Effekt
auf die Determinante dabei mitzuprotokollieren. Fiir die beiden
elementaren Zeilenoperationen gilt:

(a) Sind A, B € K™n mit AZT279 g
(’7_/ € {1""’n}’i7é.j>)‘ € K), SO gllt det A = det B.



Bemerkung

Sei K ein Koérper. Zur Berechnung von Determinanten ist es oft am
effizientesten, die Matrix durch Zeilenoperationen auf obere
Dreiecksgestalt (zum Beispiel Stufenform) zu bringen und den Effekt
auf die Determinante dabei mitzuprotokollieren. Fiir die beiden
elementaren Zeilenoperationen gilt:

(a) Sind A, B € K™n mit AZT279 g
(’7_/ € {1""’n}’i7é.j>)‘ € K), SO gllt det A = det B.

(b) Sind A, B € K™ mit AZ29 B (ie{l,...,n},\ € K*), so gilt

det A = %det B.



Bemerkung

Sei K ein Koérper. Zur Berechnung von Determinanten ist es oft am
effizientesten, die Matrix durch Zeilenoperationen auf obere
Dreiecksgestalt (zum Beispiel Stufenform) zu bringen und den Effekt
auf die Determinante dabei mitzuprotokollieren. Fiir die beiden
elementaren Zeilenoperationen gilt:

(a) Sind A, B € K™n mit AZT279 g
(’7_/ € {1""’n}’i7é.j>)‘ € K), SO gllt det A = det B.

(b) Sind A, B € K™ mit AZ29 B (ie{l,...,n},\ € K*), so gilt

detA = % det B.

Daraus ergibt sich der Effekt auf andere Zeilenoperationen:

(c) Sind A, B e K™ mit AZS9 B (i, € {1,...,n},i # ), so gilt
det A= —detB



Bemerkung

Sei K ein Koérper. Zur Berechnung von Determinanten ist es oft am
effizientesten, die Matrix durch Zeilenoperationen auf obere
Dreiecksgestalt (zum Beispiel Stufenform) zu bringen und den Effekt
auf die Determinante dabei mitzuprotokollieren. Fiir die beiden
elementaren Zeilenoperationen gilt:

(a) Sind A, B € K™n mit AZT279 g
(’7_/ € {1""’n}’i7é.j>)‘ € K), SO gllt det A = det B.

(b) Sind A, B € K™ mit AZ29 B (ie{l,...,n},\ € K*), so gilt

det A = %det B.

Daraus ergibt sich der Effekt auf andere Zeilenoperationen:

(c) Sind A, B e K™ mit AZS9 B (i, € {1,...,n},i # ), so gilt
det A= —detB

ZiS" N Z
(d) Sind A, B € K™ mit A 2N g

(ief{l,....n}, A1,. ., An € K, A # 0), so gilt det A= det B.



Beispiel
Sei K ein Korper, schreibe 2 := 141 € K und so weiter. Gelte 3 € K*.

1 2 -1 0
2 3 0 1
A= -11 1 0
0 9 3 -3



Beispiel
Sei K ein Korper, schreibe 2 := 141 € K und so weiter. Gelte 3 € K*.

1 2 -1 0
A 2 3 0 1 2222,
' -1 1 1 0 I3+ Z3+ 21
0 9 3 -3



Beispiel
Sei K ein Korper, schreibe 2 := 141 € K und so weiter. Gelte 3 € K*.

1 2 -1 0 1 2 -1 0

A 2 3 0 1 2222, o -1 2 1
' -1 1 1 0 ZZ+zs |0 3 0 0

0 9 3 -3 0 9 3 =3



Beispiel
Sei K ein Korper, schreibe 2 := 141 € K und so weiter. Gelte 3 € K*.

1 2 -1 0 1 2 -1 0
A 2 3 0 1 2222, o -1 2 1
0 9 3 -3 0 9 3 -3
242425

Z3+2Z3+32;



Beispiel
Sei K ein Korper, schreibe 2 := 141 € K und so weiter. Gelte 3 € K*.

1 2 -1 0 1 2 -1 0

A 2 3 0 1 2222, o -1 2 1
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Sei K ein Korper, schreibe 2 := 141 € K und so weiter. Gelte 3 € K*.

1 2 -1 0 1 2 -1 0

A 2 3 0 1 2222, o -1 2 1
' -1 1 1 0 ZZ+zs |0 3 0 0
0 9 3 -3 0 9 3 =3

1
Zi2:—73 |0 2
Z3+2Z3+32; O O 6
0 1

0
.
3
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Beispiel

Sei K ein Korper, schreibe 2 := 141 € K und so weiter. Gelte 3 € K*.

Z4FZ4—Z3
Z3+2Z3+32;

O = W N

22 <—ZQ 7221
~Y
I3+ 2Z3+21

Z4(—Z4—623

O O O

O O O
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1 2 -1 0
A 2 3 0 1 Z2-27;
T -1 1 1 0 Z3—23+2

0 9 3 =3
/4(—2:—623

O O O

O O O
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Bemerkung

Sei K ein Kérper und A € K™" Ist A in Stufenform, so ist der Rang
von A gleich der Anzahl der Stufen von A und die Determinante von A
gleich dem Produkt der Diagonaleintrage von A. Es gilt dann

rank A=n <= det A #0.

Dies bleibt richtig fiir beliebiges A € K"*", denn durch
Zeilenoperationen andert sich der Rang gar nicht und die Determinante

nur um einen Faktor # 0. Wegen A invertierbar 8110 kA =n
und K* = K\ {0} gilt also auch

A invertierbar <= det A € K*,

was wir in §9.2 sogar beweisen werden, wenn K nur ein kommutativer
Ring statt ein Korper ist.
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Beweis.
Sei B € K" fest und betrachte

f: K™ = K, A+ det(AB) sowie
g: K™" = K, A+ (det A)(det B).

Zu zeigen ist f = g. Wir zeigen f = 552,28 = g, indem wir die Eigen-
schaften (a)—(d) von (552,23 fiur £ und g nachweisen. Fiir g sind diese
Eigenschaften klar. Fiir f rechnen wir sie nach.
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Satz (Determinantenproduktsatz)
Fiir alle A, B € K™" gilt det(AB) = (det A)(det B).

Beweis.
Sei B € K™". Zu zeigen: f: K™" — K, A+ det(AB) erfillt (a)—(d).
Zum Beispiel fiir (a):

det

ai
aj—1
b+c

aj+1

dn

= det

fur alle a;, b,c € K.

alB
a,-_lB
bB + cB

a;+1B

anB

= det

a1 B
aji—1 B
bB

a,-+1B

anB

+det

318
a,'_1B

cB
di+1 B

anB
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Definition
Zwei Matrizen A, B € K™*" heiBen ahnlich, in Zeichen A ~ B, wenn es
eine invertierbare Matrix P € K"*" gibt mit A= P~1BP.
Proposition

Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation auf K"<".

Beweis.

GemaB 1.3.1(b) ist zu zeigen:

(a) VAe K" Ax A

(b) VA,B€ K™ (A~ B = B~ A)

(c) VA, B,C € K™ (A~ B& B~ C) = A~ ()

Zu (a). A= I;1Al, fiir alle A€ K™

Zu (b). Ist P € K™ invertierbar mit A= P~1BP, so ist auch P!
invertierbar und B = PAP~! = (P~ 1)~tAp~L

Zu (c). Sind P, Q € K™ invertierbar mit A= P~1BP und

B = Q1CQ, so ist auch QP invertierbar mit (QP)~!1 = P71Q~!
(denn PlQ QP =1, = QPP*IQ*I) und es gilt

A= P 1Q1BQP = (QP)"1B(QP).

O
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Beweis.
Seien A, B € K™" mit A~ B. Wahle P € K™ " invertierbar mit
A = P~1BP. Dann det A = (det(P~1))(det B)(det P) und

1 =detl, "Z° det(P~1P) = (det(P~1))(det P).
Proposition
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Beweis.
Seien A, B € K™" mit A~ B. Wahle P € K™ " invertierbar mit
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Satz
Sind A, B € K™" mit A~ B, so gilt det A = det B.

Beweis.
Seien A, B € K™" mit A~ B. Wahle P € K™ " invertierbar mit

A = P~1BP. Dann det A = (det(P~1))(det B)(det P) und
1 =detl, "Z° det(P~1P) = (det(P~1))(det P).

O

Proposition
Sei f ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen VRs mit
geordneten Basen v und w. Dann M(f,v) ~ M(f, w).

Beweis.
Es gilt M(f,v) "2 M(w, v)M(f, w)M(v, w) und

I 720 M(v,v) "2 M(w. )M(v, w).
das heiBt M(w,v) = M(v, w)™! [=7.2.13]. Mit P := M(v, w) gilt also

M(f,v) "2 P~IM(f, w)P.
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Sei f ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen VRs V. Dann
ist die Determinante von f definiert als det f := det M(f, v), wobei v
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Definition

Sei f ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen VRs V. Dann
ist die Determinante von f definiert als det f := det M(f, v), wobei v
eine beliebig gewahlte geordnete Basis von V ist.

Definition

Ist A= (a,-j)lg,-g,,,,ls,-g,, € K™*" <o heiBt

AT = (aj)1<jcnicicm € K™
die zu A transponierte Matrix.

Beispiel
T

12 1 0 3
0 11 =1, 11
31
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Proposition

VA€ K™ : det A= det(AT)

Beweis.

Wegen o = (07 }) 7 firalle o € S, ist ®: S, — S,, 0+ ! bijektiv.
Es gilt

det(AT) (;) Z (sgn 0’)30-(1)1 ** - dg(n)n
€S,
d bijektiv
WY (sen(0 ™) ap 1 301y

g€S,



Proposition

VA€ K™ : det A= det(AT)

Beweis.

Wegen o = (o~

Es gilt

det(AT) ©)
o bijektiv
o bij_ektiv
fiir cr_€ Sn

Z (sgn 0’)30-(1)1 **dg(n)n

€S,

> (sen(e™ 1) ag-1an

g€S,

> (sen(o™))a,-1(0(1))0(1) -

g€S,

D=1 firalleo € S, ist ®: S, — S,, 0+ o ! bijektiv.

do=1(n)n

3o=1(a(n))o(n)



Proposition
VA€ K™ : det A= det(AT)

Beweis.

Wegen o = (o~

Es gilt

det(AT)

(*)

@ bijektiv

o bij_ektiv
fircecsS,

sgn(ocY)=sgno

D=1 firalleo € S, ist ®: S, — S,, 0+ o ! bijektiv.

Z (Sgn 0’)30-(1)1 **dg(n)n

€S,

> (s8n(07"))ag-11)1 ** Bg-1(n)n

g€S,

> (s8n(07 ) a1 (o (1))o(1) * ** B (o (n))o(n)

g€S,

> (s8n0)aie() -+ ano(n) ® det A

o€S,
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Bemerkung

» Die Determinantenfunktion ist auch linear in den Spalten.

» Zur Berechnung von Determinanten kann man auch
Spaltenoperationen heranziehen.

> Die Determinante einer Matrix in unterer Dreiecksgestalt ist das
Produkt ihrer Diagonaleintrage.



