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Ubungsblatt 2 zur Algorithmischen Algebraischen Geometrie

Aufgabe 1. Sei M eine Menge. Eine Topologie ¢ auf M ist eine Menge von Teilmengen
von M mit folgenden Eigenschaften:
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Man nennt dann die Elemente von & oft die offenen Mengen. Ein topologischer Raum ist
ein Paar (M, 0') bestehend aus einer Menge M und einer Topologie & auf M. Oft lasst
man ¢ in der Notation weg. Ein topologischer Raum heifst zusammenhingend, wenn
er nicht die Vereinigung zweier nichtleerer disjunkter offener Mengen ist. Er heift
irreduzibel, wenn er nichtleer ist und je zwei nichtleere offene Mengen sich schneiden.

(a) Zeige, dass jeder irreduzible topologische Raum zusammenhéngend ist.

(b) Finde ein Beispiel fiir einen nichtleeren zusammenhéngenden topologischen Raum,
der nicht irreduzibel ist.

Aufgabe 2. Sei R ein kommutativer Ring mit 0 # 1 und | ein Ideal des Polynomrings
R[X] in einer Unbestimmten X {iber R. Sei (f,)nen eine Folge von Polynomen mit

fo € TN (e 1)

und deg(f,) = min{deg(g) | g€ J\ (fi,..., fu_1)} fiir alle n € IN. Bezeichne fiir jedes
n € N mit a,, den Leitkoeffizienten von f,. Zeige:

(@) deg fi < degfr, <degfs <...

(b) Zu jedem N € N, jedem d € Ny mit d > deg(fy) und jedem a # 0 aus dem von
ai,...,ay in R erzeugten Ideal (a1, ...,ay) gibt es ein Polynom vom Grad genau d
mit Leitkoeffizienten a im Ideal (f1,..., fN).

(C) VN € N : AN+1 ¢ (Ell,. ..,EIN)
(d) Das Ideal I := ({a, | n € IN}) ist nicht endlich erzeugt im Ring R.

(e) R ist nicht noethersch.

Aufgabe 3. Zeige mit Hilfe von Aufgabe 2:



(a) Ist R ein kommutativer Ring mit 0 # 1, so ist der Polynomring R[X] in einer
Variablen X {iber R wieder noethersch.

(b) Ist R ein kommutativer Ring mit 0 # 1 und n € Ny, so ist der Polynomring
R[Xj,...,Xy,| tiber R in den Variablen Xj, ..., X, wieder noethersch.

(c) Jeder Quotient eines noetherschen kommutativen Ringes ist wieder noethersch.

(d) Jede endlich erzeugte kommutative Algebra iiber einem noetherschen kommuta-
tiven Ring ist (als Ring) wieder noethersch.

Abgabe bis Freitag, den 8. November 2019, 11:44 Uhr in die Zettelkidsten neben F411.



