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§2.2 Dedekindringe [sulius Wilhelm Richard Dedekind *1831 +1916]

Erinnerung 2.2.1. Sei R ein kommutativer Ring.

(a) Ein Ideal p in R heifst prim (oder Primideal), wenn

1¢pundVa,beR:(abep = (a€poderb € p)).

(b) Ein Element p € R heifit prim (oder Primelement), wenn (p) ein Primideal ist, das
heiflt [LA16.4.1]

pé¢ R*undVa,b e R: (plab = (p|a oder p|b)).

(c) Sind L4, ..., I, Ideale von R, so nennt man

n
[Tk=hLLi:={aray|a€n,...,an € I})
k=1

_JR fallsn =0
{Ziail---ain ‘ an € hI,...,a;, € In} fallsn > 1

deren Produkt. .

(d) In Integritdtsringen sind Primfaktorzerlegungen (im Wesentlichen) eindeutig, das
heifit ist R Integritatsring, m,n € Ng und sind p1,..., pm,q1,---,qn € R\ {0} prim
mit py - pm = g1 qn, 50 gilt m = n und es gibt ¢ € S, mit (p;) = (9o(;)) flir
ie{l,...,n} [+-LA16.4.13] (vergleiche auch 1.4.17(b)).

(e) R heifst faktoriell, wenn R ein Integritdtsring ist und jedes 4 € R eine Prim-
faktorzerlegung besitzt, das heifit es gibt ¢ € R*, n € Ny und Primelemente
Pi,.--,Pn € Rmita =cpy--- p, [+LA16.4.14].

(f) R euklidisch 183 R Hauptidealring FALSA1Y R faktoriell per:fo' R Integritétsring
Beispiel 2.2.2. Wegen —5 = —1 =4 3 sind Z[v—1] = Z[1] und Z[V~5| = Z[V/51]
quadratische Zahlringe [—2.1.17]. Der Beweis von 1.6.2(c) dafiir, dass Z[v/—1] eukli-

disch ist, funktioniert fiir Z[v/—5] nicht mehr, da man nur noch |§ — q‘z < (%)2 -

2
(%) = % + % = g erhélt, aber g > 1 ist (siehe Bild unten).



Tatsdchlich ist Z[v/—5] nicht einmal faktoriell, denn 2 besitzt darin keine Primfaktor-
zerlegung, weil sonst 2 prim in Z[+/—5] sein miisste (siehe Bild oben), was aber nicht

der Fall ist, denn 2|6 = (1+ +/—5)(1 — v/=5), aber 2 (1 ++/=5) und 2 f(1 — /=5)
in Z[v/—5]. Andererseits besitzt (2) eine Primidealzerlegung, das heifit ist Produkt von
Primidealen, denn (2,1 + +/—5) C Z[/=5] ist ein Primideal mit (2,1 + \/—5)? =
(2,14++v=5)(2,1++/-5) = (4,2+2y/-5,1+2y/-5-5) = (4,2 +2y/-5,2/-5) =
(4,2,24/=5) = (2). Dass (2,1+ +/—5) prim (sogar maximal) ist, folgt daraus, dass es
der Kern des Ringhomomorphismus

¢: Z[V—-5] —Fp, a+bvV-5—a+b (a,beZ)

ist, wie man unter Beachtung von ¢(1/—5)?> = 1 = —5 in [F, sofort nachrechnet.

Motivation 2.2.3. Zahlringe spielen eine wichtige Rolle bei der Untersuchung arithme-
tischer Eigenschaften von Z. Leider sind sie nicht immer faktoriell. Der Ausweg wird
sein, statt Elementen Ideale und statt Primelementen Primideale zu betrachten.

Definition 2.2.4. [vergleiche e)] Ein Integritatsring heifst Dedekindring, wenn darin
jedes Ideal ein Produkt von Primidealen ist.

Beispiel 2.2.5. Jeder Hauptidealring ist ein Dedekindring.

Definition 2.2.6. Sei A ein Integritatsring. Ein gebrochenes Ideal von A ist ein A-Unter-
modul I von qf(A) mit sI C A fiireins € A\ {0}. Zyklische [+1.1.4(d)] gebrochene
Ideale nennt man gebrochene Hauptideale.

Bemerkung 2.2.7. Sei A ein Integritatsring.

(a) Jedes gebrochene Ideal von A ist als A-Modul isomorph zu einem Ideal von A (ist
namlichs € A\ {0} mitsI C A,so I = sI, a — sa).

(b) Die gebrochenen Ideale von A sind genau die s (s € A\ {0}, I ein Ideal von
A).

(c) A ist ein Hauptidealring genau dann, wenn jedes gebrochene Ideal von A ein
gebrochenes Hauptideal von A ist.



(d) Jeder endlich erzeugte A-Untermodul von gf(A) ist ein gebrochenes Ideal.

(e) Ist A noethersch, so sind die gebrochenen Ideale von A genau die endlich erzeug-
ten A-Untermoduln von gf(A).

Proposition und Definition 2.2.8. Seien A ein Integritdtsring und I, | gebrochene Idea-
le von A. Dann sind auch [+ ], IN], I]:={Y;a;b; | a; € I,b; € J} und fiir | # 0 auch
I:]:={a€qf(A)|aJ C I} gebrochene Ideale von A.

Beweis. Mit I und | sind auch I + J, IN ] (trivial!), I] und I : | A-Untermoduln von
qf(A) (nachrechnen!). Sind s,t € A\ {0} mitsI C Aund t] C A, sost(I+]) C A4,
s(INJ) C Aund (st)I] C A.Ist ferner ] # 0, so gibtes b € JN (A \ {0}) und es gilt
fiura € I:], dass (sb)a =s(ab) € s(a]) CsI C A, alsosb(I:]) C A. O

Definition und Proposition 2.2.9. Sei A ein Integrititsring und I ein gebrochenes
Ideal von A. Dann heifst I invertierbar, wenn es ein gebrochenes Ideal | von A gibt mit
I] = A.In diesem Fall gilt ] = ! := A : [ und I und ] sind endlich erzeugt.

Beweis. Gelte I[] = A.Dann ] C A: 1= (A:1)I[] C A] =], also ] = A : I. Schreibe
1=1Y,a;bj mita; € [ und b; € |. Dann

I = ibi | I =) (bil)a; C) Aa; C1,
<Zi:a ) Z&\,J)a Zl: a

i
CA

womit [ = ) ; Aa; endlich erzeugt ist. Analog fiir J. O
Beispiel 2.2.10. Jedes gebrochene Hauptideal # 0 eines Integritatsrings ist invertierbar.

Satz 2.2.11. [Eindeutigkeit der Primidealzerlegung invertierbarer Ideale, unter Beach-
tung von [2.2.10| und b) Verallgemeinerung von d)] Sei A ein Integrititsring

und [ ein Ideal in A, was als gebrochenes Ideal invertierbar ist. Seien m,n € INo und
P, Pm, 91, - - -, qn Primideale in A mit

plpm:I:qlqn
Dann gilt m = n und es gibt o € Sy mit p; = q,;) fiirallei € {1,...,n}.

Beweis. Induktion nach m.

m=0v

m—1— m (m € N) Mit I sind alle p; und g; invertierbar. Aus q1---q, C p1 folgt,
dass es ein j mit q; C p; gibt (insbesondere n > 1), denn andernfalls gibe es by €
G\ P, by €y \prund by by €q1---qy \p1 4. Ej= 1. Nun ist p; 'q; ein Ideal
von A, denn pl_lql C pl_lpl = A, weshalb pl(pl_lql) = qy impliziert, dass p; C q; oder
pl_lql C gy, aber letzteres ist unmoglich, da sonst A = plpl_lqlql_l - plqlql_1 =p1 4.
Also q1 € p; C g1 und daher p; = qy. Somit py - - - pyy, = Ipl_1 =q2- - qu. Wende nun
IV an. O




Satz 2.2.12. Sei A ein Dedekindring. Dann gilt:

(a) Jedes Ideal # (0) von A ist invertierbar. [—2.2.9]
(b) A ist ganz abgeschlossen. [—2.1.12(b)]

(c) A ist noethersch. [—1.4.2(a)]

(d) In A ist jedes Primideal # (0) maximal.

Beweis. Behauptung 1:Jedes invertierbare Primideal von A ist maximal [in (d) wird dies
sogar fiir alle Primideale # (0) behauptet].

Begriindung: Sei p ein invertierbares Primideal von A. Wir zeigen, dass A/p ein Kérper
ist. Sei hierzu a € A mita # 0 in A/p, das heifit a ¢ p. Zu zeigen: a € (A/p)*.
Es reicht, I := aA +p = A zu zeigen. Da p invertierbar ist, reicht es ap + p?2 = p zu
zeigen. Wir zeigen zunichst I2 = | := a?A + p, was wegen [> = a?>A + ap + p? eine
Abschwichung der Behauptung ist. Wir wissen (I/ p)? = J/p. Da A ein Dedekindring
ist, gibt es m,n € Ny und Primideale p1,...,pm, q1,..., 9, von A mit I = py---py
und | = q1---qu. Esgiltp C T C p; furallei € {1,...,m} und p C J C q; fiir
alle j € {1,...,n}. Da die Primideale in A/p den Primidealen von A entsprechen,
die p enthalten, erhalten wir im Integritdtsring A/p die Primidealzerlegungen I/p =

(p1/) -+ (Pm/p) und J/p = (01/p) - - - (an/p)- Bs folgt (p1/p)* - - (b /p)* = (1/p)* =
J/p = (a1/p)---(qu/p). Da J/p = (@%) # 0 als Hauptideal nach invertierbar ist,

folgt mitCE (p1/0,01/9, -, P/ 9, 0m/P) = (q1/9,...,4,/p) und daher

(131,131, .. -/pm/pm) - (lh, .. -/qn)-

Also I? = J. Um schlie8lich ap + p? = p zu zeigen, sei b € p. Zu zeigen: b € ap + p>.
Wegen b € [ gilt b € I? = a*>A + ap + p?. Schreibe b = a’c + b’ mit ¢ € A und
b € ap + p?. Dann a’c = b — b’ € p und daher ¢ € p. Somit auch b € ap + p.

Behauptung 2: Jedes Primideal # (0) von A ist invertierbar [in (a) wird dies sogar fiir
alle Ideale # (0) behauptet].

Begriindung. Sei p # (0) ein Primideal von A. Wihle a € p\ {0}. Schreibe A =
p1 - - pp mit Primidealen py, ..., p, von A. Da aA invertierbar ist [—2.2.10] ist es auch
jedes p;. Wegen py - - - p, C p ist aber p eines dieser p;, denn es gibt ein i mit p; C p und
p; ist maximal nach Behauptung 1.

Wegen der Existenz von Primidealzerlegungen in A folgt aus Behauptung 2 sofort
(a). Damit ist Behauptung 1 gleichbedeutend mit (d). Aus (a) folgt (c) mit Um
schlieBlich (b) zu zeigen, sei a € qf(A) ganz tiber A. Dann ist Afa] ein endlich er-
zeugter A-Modul [—2.1.5] und damit ein gebrochenes Ideal von A [=2.2.7(d)], das
nach (a) invertierbar ist. Aus A[a]? C Ala] folgt daher A[a] C A und daher a € A wie
gewiinscht. O



