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§4 Das quadratische Reziprozititsgesetz

[Johann Carl Friedrich Gauf$ *1777 +1855]

4.1 Kreisteilungskorper

Proposition 4.1.1. (a) Sind a,n € Z, so
am € (Z/(n))* < (a,n)=(1).
(b) Ist n € IN, so
(Z/(n))* ={aw |ae{0,...,n—1},(a,n) = (1)}.

Beweis. (a) Seien a,n € Z.Ista € (Z/(n))*, so gibt es s € Z mit sa» = 1 und daher
auch t € Z mit sa + tn = 1. Ist umgekehrt (a,n) =1,so gibtes s,t € Z mitsa+tn =1
und daher smam = 1. ]

Definition 4.1.2. Die Abbildung
p:N—-N, n—#2Z/(n))*
heif3t Eulersche ¢-Funktion. [Leonard Euler *1707 1783]
Proposition 4.1.3. (a) Vm,n € N: ((m,n) = (1) = ¢(mn) = ¢(m)p(n))
(b) Vp e P:Vk e N:o(p) = (p - 1)p*!

@ ¥n €N gln) = nTlyer(1 =)

pln
Beweis. (a) Sind m,n € N mit (m,n) = (1), so gilt nach dem Chinesischen Restsatz
Z/(mn)=2Z/(m)x Z/(n) und daher (Z/(mn))* = (Z/(m))* x (Z/(n))*.

(b) Sind pePund k € N, so

o) E L a e 0,... p =1} | pta)
= #({0,....p  —1\{0p,....p  —ph) =p P = (p—-1)p* .

Xm

(c) Sei n € IN. Schreibe n = pi'--- py
verschieden und «;, ..., &, € IN. Dann

(@) o b))  a— _
p(n) = (pi) - @(pl) = pP o prHpr = 1) -+ (pm — 1)

1 1
— p1 .. “mm 1—=—).-.(1——1).

=n

mit m € Ny, p1,...,pm € P paarweise



Bemerkung 4.1.4. Sei G eine multiplikativ geschriebene endliche zyklische Gruppe der
Ordnung n. Sei a € G mit G = (a). Dann ist

Z/(n) =G, k—d (ke z)
wohldefiniert und ein Gruppenisomorphismus. Fiir alle k € Z gilt
(kn)=(1) < ke (Z/(n)* < G=(d").

Definition 4.1.5. Sei K ein Korper und ¢ € K. Man nennt {

e eine Einheitswurzel in K, wenn dn € N : (" =1,

e eine n-te Einheitswurzel in K (n € IN), wenn " = 1 und

¢ eine primitive n-te Einheitswurzel in K (n € IN), wenn ¢ € K* die Ordnung 7 hat.
Bemerkung 4.1.6. Sei K ein Korper.
(a) Die Einheitswurzeln in K bilden eine Untergruppe von K*.

(b) Ist n € IN, so bilden die n-ten Einheitswurzeln in K eine zyklische Untergruppe
von K*, deren Ordnung 7 teilt (X" — 1 hat nur endlich viele Nullstellen, aber
endliche Untergruppen von K* sind zyklisch und nach Lagrange teilt die Ordnung
eines Erzeugers n).

Beispiel 4.1.7. Sei n € IN. Die n-ten Einheitswurzeln in C sind

2%knt

e n (ke A{0,...,n—1}).

Istk € Z,soiste™n gemafs Bemerkung |4.1.4/genau dann eine primitive n-te Einheits-
wurzel in C, wenn (k,n) = (1).

Proposition 4.1.8. Sei K ein Korper, p := charK € {0} UIP und n € IN. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(@) K besitzt eine primitive n-te Einheitswurzel.
(b) K besitzt n n-te Einheitswurzeln.

(c) ptnund X" —1 zerfillt in K[X].

Beweis. (a) = (b) ist trivial.

(b) = (a) ist klar mit [4.1.6(b).
Setzt man f := X" — 1, s0 f' = nX"~! und daher

f separabel < f' #0 < n#0inK < p{n.

Hieraus (b) <= (¢). O



Definition 4.1.9. Sei n € IN. Dann heif3t

P, = H (X_g)@rj::z

{ primitive
n-te Einheitswurzel (k,
in

|
[

T (X—e"> € Q[X]
)

Kl
Il
IR

[mit Galoistheorie angewandt auf den Zerfallungskorper von X" — 1 {iber Q folgt leicht
®, € Q[X]] das n-te Kreisteilungspolynom und sein Zerfallungskorper iiber Q der n-te
Kreisteilungskorper.

Bemerkung 4.1.10. Sei n € IN und { eine primitive n-te Einheitswurzel in C. Dann ist
Q(Q) der Zerfallungskorper von X" — 1 und damit auch der n-te Kreisteilungskorper.

Satz 4.1.11. Sei n € IN. Der n-te Kreisteilungskorper ist galoissch iiber Q mit Galoisgruppe
G = (Z/(n))*. Sei { eine primitive n-te Einheitswurzel in C. Dann

G = (Z/(n)*, ¢ — kfalls k € Z mit ¢(7) = T*.

Beweis. Als Zerfallungskorper von X" — 1 tiber Q ist der n-te Kreisteilungskorper ga-
loissch iiber Q. Wendet man auf die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln in C an,
so sieht man, dass die Abbildung wohldefiniert ist. Sie ist auch ein Gruppenhomo-
morphismus, denn sind ¢, € G und k,/ € Z mit ¢({) = ¢~ und ¥({) = ', so
(94)(2) = 9(¥(0) = p(Z") = (9(2))" = (¢*)" = {*". Die Abbildung ist offensichtlich
auch injektiv, womit #G < ¢(n) folgt. Fuir die Surjektivitit zeigen wir #G > ¢(n). Mit
Galoistheorie gilt [Q({) : Q] = #G. Es ist daher [Q({) : Q] > ¢(n) zu zeigen. Setze
fi=1irrg(¢) € Q[X]. Zu zeigen: deg f > ¢(n). Es reicht zu zeigen, dass jede primitive
n-te Einheitswurzel in C eine Nullstelle von f ist. Man {tiberlegt sich, dass es wegen
4.4 reicht zu zeigen, dass fiir jede primitive n-te Einheitswurzel z in C und alle p € P
mit p { n gilt
f(2) =0 = f(zF) =0.

Sei hierzu z € C und p € P mit f(z) = 0 und f(z”) # 0. Zu zeigen ist p | n. Schreibe
X" —1= fg mit f,¢ € Q[X] normiert. Nach dem Lemma von Gau8 gilt f, g € Z[X].
Wegen f(zF) # 0 und (fg)(zF) = 0 folgt g(zF) = 0, das heifit z ist Nullstelle von
g(X?) und es gibt h € Q[X] mit g(X?) = fh. Wieder mit dem Lemma von Gaufl
sieht man h € Z[X]. Reduziere nun die Koeffizienten modulo p (das heifit, wende
den Ringhomomorphismus Z[X] — F,[X], p — P mit X = X an) und benutze den
Frobeniushomomorphismus FFp[X] — F,[X], um X" — 1 = fg und

g =3(XP)=g(XP)=fh=fh

zu erhalten. Wegen f | g ist X" — 1 nicht separabel iiber F,. Wegen (X" — 1) =
nX"1 € F,[X] gilt dann aber n = 0 in F,[X], das heiit p | n wie gewiinscht. O

Korollar 4.1.12. Sei n € IN. Der n-te Kreisteilungskorper ist ein Zahlkorper vom Grad ¢(n).
Korollar 4.1.13. Sei n € IN. Dann ist ®,, irreduzibel in Q[X] und es gilt ®, € Z[X].



Beweis. Bezeichne { eine n-te primitive Einheitswurzel in C. Nach gilt

[Q(7) : Q] = ¢(n) = deg(Py).
Also ist @, = irrg({). Mit 2.1.14 folgt @, € Z[X], da { ganz tiber Z ist. O

Bemerkung 4.1.14. Die fiir alle n € IN giiltige Formel

X o1=[Ix-0=T1 II x-0=TII
ceC deN ¢ primitive deN
=1 dn d-te Einheitswurzel dln

liefert ein rekursives Berechnungsverfahren fiir ®,,. Zum Beispiel gilt

X121 X2 _q X6 +1
@12 = = = und
DD, D3P, Dy (X6 —1)Dy D,
Xt—-1 xt-1
d, = = = X% +1.

oD, X2-1

Also @1y = X1 = x4 — X2 4 1.

Bemerkung 4.1.15. Aus 4.1.14|folgt leicht ®,(0) = 1 fiir alle n € N mit n > 2.

4.2 Zahlringe von Kreisteilungskorpern

Lemma 4.2.1. Sei p € P, m € N, n := p™, { eine primitive n-te Einheitswurzel in C und
K :=Q({). Dann gilt:

(@) diQ(L,Z,..., 000 1) = (—1) " F T pp ol
(b) Fiir alle weiteren primitiven n-te Einheitswurzeln ¢ in C gilt = c o
P Ut =% K

(©) pox = (1-¢)?"M ok
(d) 1— st primin Ok.
(e) ﬁ](/(l — g)ﬁk = IFp

P(n)(

Beweis. (a) Nach 2422 gilt dgg(1,...,Z?M"1) = (1) %" Nyio(®,(2)). Nach

4.1.14{gilt X" —1 = @, - (X" ' —1). Ableiten liefert

m—1

X"l =@ (XP" 1)+ D, (prIxP Y.

m—1

Setzt man hier { ein, so erhalt man n{" ! = (®),())(¢?

(x)  (Pu(0)E(z—=1) =n,

—1), also



wobei z := 7" eine primitive p-te Einheitswurzel ist. Wegen

XP -1
irrg(z) = @ eLH =X 14 XP 24 41 und

X—-1
irrg(z —1) = ®,(X +1)
gilt nach 2.4.5 Ngjg(z — 1) = (—1)9() pKQED] Weiter gilt N0 (¢) *2” (—1)¢("d,(0)
(—1)?("). Wendet man die Norm auf beide Seiten von (*) an, so folgt also

LD

(1) Nigol@(0))ple@) = nlke
Mit ¢(n) = [K: Q] = [K: Q(2)][Q(z) : Q] = [K: Q(z)]¢(p) und

m b) m— ) m—
o(n) = (p™) B2 (p — 1)pn 1 EEZY ()t

folgt [K : Q(z)] = p™ L. Aus (*x) folgt daher
Nl @ (€)) = pe=7"" = =15 =t o)1)

(b) Sei ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel in C. Nach Bemerkung kann man
dann & = Z¥ fiir ein k € {0,...,n — 1} mit (k,n) = (1) schreiben. Dann

1-¢_1-2"_ 44
Analog folgt % € Ok.
(c) Esgilt
n_ m— m—
o, T X1 oy pxr 4
X —1
und daher :
"
p=@u(l)= J] (1-25),

woraus mit (b) das Gewtinschte folgt.

(d) folgt aus 2.7.6, denn wére 1 — { nicht prim in Ok, so wiirde eine Primidealzerle-
gung von (1 — {) 0k in Og wegen (c) zeigen, dass e,z(0x) > ¢(n) = [K: Q).

(e) folgt aus (c) und (d) wieder mit 2.7.6. O

Satz 4.2.2. Seip € P, m € N, n := p™, K der n-te Kreisteilungskorper und { eine primitive
n-te Einheitswurzel in C. Dann

Ok =Z[[|=Z®Z{® ... 2 7M1

und o
d(ﬁK) _ (_1) W(’i)(((’z(“)* )ppmfl(m(pfl)fl)‘



Beweis. Da das n-te Kreisteilungspolynom @, ein normiertes Polynom vom Grad ¢(n)
mit ganzzahligen Koeffizienten ist [—{4.1.9 4.1.12} 4.1.13], folgt aus ®,({) = 0, dass
Z[(] = Z+Z{+ ...+ 2?™~1, Natrlich bilden 1,...,7?" ! wegen [Q({) : Q] =
¢(n) eine Basis des Q-Vektorraums Q({), woraus insbesondere folgt, dass 1, ..., {#(")~1
linear unabhéngig im Z-Modul Z[{] sind. Daraus folgt, dass 1,...,{ ¢(n)~1 eine Basis
des Z-Moduls Z[{] ist, weswegen Z[(] ein Gitter in K ist und die behauptete Gleich-
heit Z[{] = Z®Z{ & ... ® 2?1 gilt. Die Diskriminante d(Z[¢]) [ 3.1.5] des
multiplikativen Gitters Z[{] ist nach [4.2.1(a) bis auf das Vorzeichen eine Potenz von p
und daher ist nach 3.1.7 auch [0k : Z[(]] eine Potenz von p. Es gibt also k € INy mit
pkﬁK C Z[C] C Ok. Setzt man

B-2.1{d)
q:= (1 —C)ﬁ[( S MﬁK,
so gilt nach e) Ok/q = ¥, = Z/pZ, also Ox = Z + q und daher erst recht
Ox = Z|] + q. Durch Multiplizieren mit (1 — )¢ ergibt sich q° = (1 — 7)*Z[Z] + ¢‘*!
fur alle £ € Np und durch Induktion Ox = Z[Z] + q° fiir alle £ € INy. Speziell fiir
0 := ke(n) folgt laut c)

Ok = Z[Z) + (1= O)*™)*ox = Z[g] + p*ox = Z[0).
SchlieBlich gilt d(6x) = d(2[7]) BB (—1) ™42 " om(p=1)-1), -~

Korollar 4.2.3. Sei p eine ungerade Primzahl und K der p-te Kreisteilungskorper. Dann gibt
es genau einen Zwischenkorper E von K|Q mit [E : Q] = 2 und zwar gilt

E:Q( (—1)”z]p>.

Beweis. Nach b) gilt ¢(p) = p — 1. Daher gilt nach Satz

d(0x) = (-1)7 T pr 2

und dies muss wegen Proposition 2.4.21 ein Quadrat in K sein, weil K|Q normal ist.
(=1 (p-2)

Da p — 1 gerade und p — 2 ungerade ist, gilt (—1)" 2 — = ((—1)’%1)17—2 - (_1)‘%1‘

Da p — 3 gerade ist, ist weiter p? 3 ein Quadrat in K. Insgesamt ist daher (—1) =

Quadrat in K und somit
E:=Q ( (-1)7p )

ein Unterkdrper von K. Wegen (—1)%1;9 € [ gilt [E : Q] = 2 [~ 3.24]. Dass E der
einzige Zwischenkorper von K|Q vom Grad 2 tiber Q ist, folgt leicht aus Galoistheorie,
denn die Galoisgruppe von K|Q besitzt genau eine Untergruppe vom Index 2. In der
Tat: Diese Galoisgruppe ist nach isomorph zu IF; und daher zyklisch (endliche
Untergruppen von multiplikativen Gruppen von Korpern sind zyklisch). Aber end-
liche zyklische Gruppen besitzen zu jedem Teiler ihrer Gruppenordnung genau eine
Untergruppe vom entsprechenden Index, wie man sich sofort iiberlegt. O

p ein



4.3 Das Legendre-Symbol [adrien-Marie Legendre *1752 +1833]

Definition 4.3.1. Seien a,n € Z. Wir nennen a einen quadratischen Rest modulo n, wenn
eseink € Z gibt mita =, k2. Andernfalls nennen wir a einen quadratischen Nichtrest
modulo n.

Definition 4.3.2. Seia € Z und p € IP eine ungerade Primzahl. Dann ist das Legendre-
Symbol (%) durch

1  falls a ein quadratischer Rest modulo p ist und p 1 a,

(a) =40 fallsp|a,
P —1 falls a ein quadratischer Nichtrest modulo p ist

definiert.
Satz 4.3.3. Sei p € IP eine ungerade Primzahl. Dann gilt:

(a) (%) = (%) fiir alle a,b € Z mit a =, b.

p)

(b) (%) =(p) 'z fiir alle a € Z (, Legendres Charakterisierung”).

(© (&)(3) = (2D) fiir alle a, b € Z (,Multiplikativitit).

p -1 falls p 5(4) 3

(,erster Ergiinzungssatz zum quadratischen Reziprozititsgesetz”)

© (@) = {1 falls p =gy 1 oder p =) 7
P —1  falls p =) 3 oder p =(5) 5
(,,zweiter Ergiinzungssatz zum quadratischen Reziprozititsgesetz”)
Beweis. (a) ist trivial.

(b) Es reicht zu zeigen, dass die Untergruppe (F;)? := {a* | a € FF;} von F;
gleich A := {a € F | o't = 1} ist, wobei die Inklusion (]F;)2 C A Klar ist. Of-
fenbar ist der Gruppenhomomorphismus F; — (IF;)2, x +— x? surjektiv mit genau
zweielementigem Kern {—1,1}. Also #(F,)* = 2L Wegen b) gilt andererseits
#A < 21 Esfolgt A= (F))* wie gewiinscht.

(c) und (d) folgen leicht aus (b) mit Hilfe der trivialen Tatsache, dass zwei Elemente

von {—1,0,1} C Z gleich sind, wenn sie modulo (p) kongruent sind.

(e) beweisen wir wieder mit (b) durch Rechnen im Ring A := Z[1]/(p), in den I,
kanonisch eingebettet ist. Wegen p = 0in A gilt fiir allea,b € A

(%) (a+b)P =af +b".



Bezeichne i € A die Kongruenzklasse von 7 = v/—1 modulo (p). Man sieht leicht
(k) a+ib=0 <= (a=0&b=0)
tiir alle a,b € IF,. Nun rechnen wir

=1 _p-1

Uiy = A+ (14D = A+i))T = A +i)iT 2

1+F =1 4+iP =
Im Folgenden benutzen wir, dass wegen i* = 1 gilt it = iz fiir alle geraden k, ¢ € Z
mit k =) £.

Fall 1: p =4 1

Dann 1+i= (1+1)i oty = (1+ i)ZVTfl und daher 2"z = 1in Ep.

Fall 2: p =) 3

Dann1—i=1+= (1+1)i ol = (i—1)2 2" und daher 2= = —1inF,.
Fall 3: p =5) 5
Dann1+i=1+# = (1+i)i’72" = (—1—-i)2"7 und daher 2’z = —1inF,.

Fall 4: p E(S) 7
Dann1—i=1+i = (1+1) Tl = (1- 1')2;7771 und daher 22" =1 in Fp. O

Lemma 4.3.4. Sei p eine ungerade Primzahl und K der p-te Kreisteilungskorper. Sei weiter q
eine Primzahl ungleich p. Dann gilt:

(a) Der Verzweigungsindex e,z (Ox) des Primideals qZ von Z. in Ok [ 2.7.6] ist 1.

(b) Der Trigheitsindex f,7(Ox) des Primideals qZ von Z in O [— 2.7.6] ist gleich der
Ordnung von q in IF .

Beweis. Wihle eine primitive p-te Einheitswurzel ¢ in C [— [4.1.7].

(@) Es ist ¢ natiirlich ganz iiber Z und gemaf |4.1.13|ist &, € Z[X]| das Minimal-
polynom von ¢ iiber Q. Nach Satz 3.2.2 ist zu zeigen, dass @, in F;[X] ein Produkt
von paarweisen verschiedenen normierten irreduziblen Polynomen ist. Dazu reicht es
zu zeigen, dass ®, separabel ist. Da @, in Z[X] und damit ®, in [F,[X] ein Teiler von
XP —1 ist [+ £.1.14], reicht es dann zu zeigen, dass X? —1 € FF,;[X] separabel ist.
Wegen q 1 p, folgt dles aber aus Proposition [4.1.8

(b) Um m := f;7z(0k) zu bestimmen, wiahlen wir ein Primideal q von Ok mit
(9) € q[— 2.7.5(b)]. Dann gilt m = [(Ok/q) : Fy] nach 2.7.6 und 2.7.5(a). Da m endlich
ist oder auch wegen 3.2.1, ist Ox/q ein endhcher Kérper. Es gilt also Ox/q = Fym.

Wegen Satz [4.2.2] - gilt andererseits Ox /q = IF4[C]. Also Fgn = IF,[C].
Hilfsbehauptung: { ist ein Element von (0k/q)* der Ordnung p

Begriindung: Wegen (¥ = 1 in Ok gilt 7" =1 in Ok /q. Daher teilt die Ordnung
von ( in (O /q)* die Primzahl p, ist also gleich 1 oder p. Wire die Ordnung 1, dann



{ = 1in Ox/q, das heifit 1 — € q und daher erst recht (1 — £)?~! € q und somit nach
Lemma c) auch p € q, was wegen g € q und p # g nicht moglich ist.

Der Frobenius-Automorphismus
Q: Iqu — ]FqM, x — x1

hat bekanntlich die Ordnung m in der Automorphismengruppe der Korpererweite-
rung F, |IF,. Daher ist zu zeigen, dass fiir alle k € Z gilt

7=1inF; < ¢ = idF, -

Wegen F,n = IF;[(] kann man das umschreiben zu

7=1inF; < ¢

k —
7 _ Z,
was sofort aus der Hilfsbehauptung folgt. O

Lemma 4.3.5. Sei p € P ungerade und K der p-te Kreisteilungskirper. Sei weiter q eine
Primzahl ungleich p und E der eindeutig bestimmte Zwischenkorper von K|Q mit [E : Q] = 2

[— £.2.3].

(a) Ist q in E zerlegt [— 2.1.17, 3.2.4], so ist #Q gerade fiir Q := {q € Mg, | qNZ = qZ}.
(b) Ist q in E trige [— 2.1.17, 3.2.4], so ist f,z(Ok) gerade.

Beweis. (a) Waéhle pq,p2 € Mg, mit p; # pr und qOE = p1p2. Setze

2.75(a)
Qi:={a€ Mg, | qanOr=p;} =" {qg€ Mg, | p: C q}

fir i € {1,2}. Man zeigt dann leicht Q = Q; U Qy, so dass es reicht, #Q; = #Q»
zu zeigen. Nach 2.7.5(b) ist dann weder Q1 noch Q) leer. Wahle dementsprechend
q1 € Q1 und g € Q2. Wegen q1,q2 € Q, gibt es nach 2.7.6 einen Automorphismus ¢
der Korpererweiterung K|Q mit ¢(q1) = qz. Wegen ¢(0r) = Ok gilt dann ¢(p1) = p2
und ¢(q) € Q; fiir alle q € Q; sowie ¢~ 1(q) € Q fiir alle q € Q».

(b) Sei q in E trage. Dann [0p/q0f : Z/qZ] = 2 und daher ist f,z(0x) =
[Ok/vOg : Op/qOg||O:/q0; : Z/qZ)] gerade, wobei v € Mg, mit tNE = g0k be-
liebig gewdhlt ist. O

Lemma 4.3.6. Seien p,q € IP ungerade mit p # q und setze p* := (—1)’%1]9.

@ &) =1= @=1

®) () =-1&p=4y3) = (B =-1



Beweis. Bezeichne K den p-ten Kreisteilungskorper und E := Q(,/p*) den eindeutig
bestimmten Zwischenkorper von K|Q mit [E : Q] = 2 [— 4.2.3]. Weiter setzen wir
Q:={q€ My, | qNZ = qZ} und benutzen die Gleichung

(*)  faz(Ox)#Q=p—1,

die aus Lemma4.3.4 und aus [K: Q] = ¢(p) = p — 1 folgt.
(@) Gelte (%*) = 1. Geméf3 Fall 1.1.2 in 3.2.4 ist dann g zerlegt in E. Dann ist #Q

gerade nach Lemma a). Daher ist f,z(0k) wegen () ein Teiler von r%l und

nach Lemma 4.3.4(b) daher qPT_l =
folgt daher (%) =1

p) 1. Aus Legendres Charakterisierung 4.3.3(b)

(b) Gelte (%*) = —lund p =(4) 3. Geméf Fall 1.2 in 3.2.4 ist dann g trége in E. Dann
ist f;z(0k) gerade nach Lemma b). Nach Lemma b) ist damit die Ordnung
von g in [F; gerade. Wegen p =4 3 ist ’%1 ungerade und daher ﬁprl #1linF;. Aus
Legendres Charakterisierung b) folgt dann (%) = —1. O

Satz 4.3.7 (Quadratisches Reziprozitdtsgesetz). Seien p und q verschiedene ungerade Prim-

zahlen. Dann gilt
<p> (q) _ —1 fallsp =4 q=@w3
q) \p 1 sonst.

Beweis. Setze p* := (—1)%1;7 und g% := (—1)?11. Ist p =4 q =4 1, so gilt p = p*
sowie g = g* und die Behauptung des Satzes folgt durch zweimalige Anwendung von
Lemma [£.3.6(a). Da die Aussage des Satzes symmetrisch in p und g ist, konnen wir
also im folgenden (E

voraussetzen. Aus Lemma {4.3.6| folgt daher (%) = (%) Es folgt

BE= (EHE0 -5

Wegen p =4 3 ist ’%1 ungerade und daher

<(—1)”zl> _ (-1) 3 [1 fallsg =g 1
q q -1 fallsg=4 3

wie behauptet. O

Beispiel 4.3.8. 221 ein quadratischer Nichtrest modulo der Primzahl 383 [— |4.3.1]. Um
dies zu zeigen, berechnen wir zunéchst die Primfaktorzerlegung 221 = 13 - 17 von 221

10



und benutzen dann das quadratische Reziprozititsgesetz flankiert von 4.3.3(a)(c)(d)(e):
20\ (13) (17 _ (383) (383) _ (6 (9
383) \383)\383) \13/\17) \13/\17

(oY (2V(3 (3o (B _(1\_ 4

S \13) \13/\13)  \13)  \3/)  \3)
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