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Ubungsblatt 1 zur Kommutativen Algebra

Aufgabe 1. Sei R ein kommutativer Ring und S C R multiplikativ, das heifst 1 € S und
st € Sfiir alle s, t € S. Sei weiter M ein R-Modul. Wir nennen ein Element 2 € R einen
Nichtnullteiler fiir M, wenn ax # 0 fiir alle x € M\ {0}, andernfalls nennen wir a einen
Nullteiler fiir M.

(a) Zeige, dass auf M x S durch
(x,8) ~ (y,t) : <= Ju €S :utx = usy (x,ye M, s, teSs)
eine Aquivalenzrelation ~ definiert wird.

(b) Zeige, dass die Abbildungen

(M X S)/~) x ((Mx S)/~) = (Mx S)/~, (x,9),(1,£)) — (tx +sy,st) und
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2 ((RxS)/~)x (MxS)/~)— (MxS)/~, ((a,s),(x,t)) — (ax,st)
(@ €R, x,ye M, s,t € S) wohldefiniert sind.

(c) Zeige, dass vermoge + die Menge (M x S)/~ zu einer abelschen Gruppe wird.

(d) Zeige, dass vermoge + und - im Falle M = R die Menge (R x S)/~ zu einem
kommutativen Ring wird.

(e) Zeige, dass (M x S)/~ durch + und - zu einem ((R x S)/~)-Modul wird.
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(f) Zeige, dass i: M — (M x S)/~), x — (x,1) ein Gruppenhomomorphismus ist
mitkeri={x e M |3s € S:sx =0}

(g) Zeige, dass ¢ injektiv ist genau dann, wenn S nur aus Nichtnullteilern fiir M be-
steht.

(h) Zeige, dass 1p: R — (Rx S)/~, x (x,/\l/) ein Ringhomomorphismus ist mit
1p(s) € (Rx S)/~)* fur alle s € S.
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(i) Zeige, dass (x,s) = % fur alle x € M und s € S (wobei % fiir 19(s) ~1i(x) steht).

Zur Vereinfachung der Notation schreibt man oft

g statt “x) = (J@/B (xeM,s€S) und dann auch

to(s)
1 E .
ST'M  statt s |xeM,s €Sy =(MxS)/r~.

Wir nennen S™!R und S™'M die Lokalisierungen von R und M nach S.



Aufgabe 2. Sei R ein kommutativer Ring und S C R multiplikativ.

(a) Seien M und N zwei R-Moduln und f ein R-Modulhomomorphismus. Zeige, dass
es dann genau einen S~!R-Modulhomomorphismus S~'f: S7!M — S™IN gibt
derart, dass das Diagramm

f
M——N

fol lyHﬂ
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kommutiert. Wir nennen S~ f die Lokalisierung von f nach S.
(b) Sei M ein R-Modul. Zeige S~tidy = idg-1).

(c) Sei M Sy N %5 Peine Sequenz von R-Moduln. Zeige

S7Hgof) =(571g) o (STf).

(d) Uberlege und argumentiere, inwiefern und warum Lokalisieren nach S (von R-
Moduln und R-Modulhomomorphismen) kommutative Diagramme in kommuta-
tive Diagramme {tiberfiihrt.

(e) Begriinde, warum Lokalisieren nach S einer halbexakten Sequenz von R-Moduln
wieder eine halbexakte Sequenz von R-Moduln liefert.

(f) Begriinde, warum Lokalisieren nach S einer exakten Sequenz von R-Moduln wie-
der eine exakte Sequenz von R-Moduln liefert.

(g) Sei N ein Untermodul des R-Moduls M. Zeige, dass man S~IN in kanonischer
Weise als Untermodul des (S™'R)-Moduls S™'M auffassen kann und dass eine
kanonische Isomorphie S™'(M/N) 2 (S~'M)/(S7'N) von S~'R-Moduln besteht.

(h) Sei (M;);c; eine Familie von R-Moduln. Zeige S™! @;c; M; = @;c; S~ M.

(i) Sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Zeige, dass S™'M ein endlich erzeugter
S~1R-Modul ist.

(j) Sei M ein R-Modul. Zeige, dass jeder Untermodul des (S™'R)-Moduls S~'M von
der Form S~!N fiir einen Untermodul N von M ist.

(k) Sei M ein noetherscher R-Modul. Zeige, dass S~ M ein noetherscher S~!R-Modul
ist.

Abgabe wegen des Feiertags ausnahmsweise bis Samstag, den 2. Mai, um 11:44 Uhr
in die digitalen Briefk&sten.



